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Hoofdstuk 1 - Periodieke bewegingen 

Voorkennis: Sinusoïden 

Pagina 12: 

V-1 a De evenwichtsstand is y = 1, de periode is 
2

7t = 2n en de amplitude is 1- 21 = 2. 
b - 2sin(x - kn)+1=1 

1 

sin(x - kn) =0 

X = !n+ k · 1t 

De oplossingen op het interval [- 4, 10] zijn - ~n , !n, 1 !n en 2kn. 

c Vervang x door x + in. 

V-2a 

b 

C 

V-3a 

b 

C 

d 

Dus g(x) = - 2sin (x+ kn - !n) + 1 = - 2sin (x - 1i7t) + 1. 

y 

8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

---1-+-1-----+-+---x 
0 7t 

- 1 

2n 
Het bereik is [3 - 4, 3 + 4] = [- 1, 7]; de periode is 2 = 7t en de amplitude is 4 . 

2n 1 Uit b = 2 volgt b = 4n. 

2n 
Periode -1 -= 8; amplitude 3; evenwichtsstand y = 0; beginpunt (4~7t, 0); 

Vt 
bereik [- 3, 3] . 

2n 
Periode 

2
Û7t = /0; amplitude 12; evenwichtsstand y = 5; beginpunt (0, 17); 

bereik [- 7, 17]. 
2n 

Periode -1 -= 6; amplitude t evenwichtsstand y = - 2; beginpunt (4, -2); 
pc 

bereik [ - 24, - 1 t ]. 
2n 

Periode -
0 

= 20n; amplitude 650; evenwichtsstand y = 300; 
,1 

beginpunt (3,950); bereik [- 350, 950]. 

Pagina 13: 

V-4a De evenwichtsstand y = - 5
/ 

3 = - 1. 

De amplitude is 4. 

Een golf loopt van x = - 2 totx = 4, dus de periode is 6. 

6 
© Noordhoff Uitgevers bv 



HOOFDSTUK 1 - PERIODIEKE BEWEGINGEN 

b 

C 

d 

V-5a 

b 

V-6a 

Het beginpunt van een golf ligt bij x = - 2 dus c = - 2. 
21! 1 d = - 1, a = 4, c = - 2 en b = 6 = rn;. 

Dusf(x)= - 1 +4sin(:bc(x+2)). 

De parameters d, a en b blijven hetzelfüe. 

Een hoogste punt ligt bij x = - l, dus c = - l. 
Dusg(x)= - 1 +4cos (:bc(x+i)). 

6 1 21! 2 d = 3, a = , c = - ó7C en b = 5 = s7t. 
f(x) = 3 + 6sin (jn(x + be)) 
De periode is 2 · 1 = 2; de evenwichtsstand is y = 120 2 200 = - 40 en de amplitude is 

120+40= 160. 
d= - 40, a = 160, c = 0 en b= 2; =7t. 
Dusf(x) = - 40 + 160cos( nx) ofg(x) = - 40 + 160sin (n(x - 1 t). 

y 

1,5 

. . 2n 1 • • 2n ? 
De pen ode van/ 1s 4 = ï7C en de penode vang 1s 3 = 3°1t. 

b Het kleinste gemeenschappelijke veelvoud van tn en pc is 2n. 

c sin (3t) = l 

3t = !n + k · 2n of 3t = ~n + k · 2n 
1 2 f' 5 2 t=wc+k· pc o t=wc+k· pc 

t= wc; t= Hn; t= fg1t; t= Hn; t= 1 ~; t= 1 Hn 

V-7a 2sin (µ) = 1 
sin (lx) = l 

µ= be+k· 2n of lx=~+k · 2n 

x =:be+ k · 4n of x = ~ + k · 4n 
b 2cos(n(x - 1))= - V2 

cos (n(x - 1))= - lY2 

n(x - 1) = VC + k· 2n of n(x - 1) = - in+ k · 2n 

X - 1 = ! + k · 2 Of X - 1 = -! + k · 2 

x= 1!+k· 2 of x=k+k· 2 
c 3sin (x - pc) + 1 = - i 

sin (x - pc) = - l 
2 5 f' 2 1 x - pc = - 6°1t + k · 2n o x - pc= - ó7C + k · 2n 

x = - be + k · 2n of x = tn + k · 2n 
d 5 - 3cos(2x) = 2 

cos(2x) = 1 
2x=O+k · 2n 

x=k·n 

© Noordhoff Uitgevers bv 
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e 

f 

V-Ba 

b 

C 

d 

e 

f 

HOOFDSTUK 1 - PERIODIEKE BEWEGINGEN 

4cos2(2x) = 3 

cos2 (2x)=i 
cos (2x) = ± !V3 

2x = ± be+ k · 2n of 2x = ±pc+ k · 2n 

X = ± /21t + k · 1t Of X = ± 1521t + k · 1t 

1 k I t· 5 k 1 X= 121t+ -~ 0 X= 121t+ ·21t 
2sin2(x) = sin(x) 

sin(x) = 0 of 2sin (x) = 1 
x = k · n of sin (x) = ! 
x = k · n of x = be+ k · 2n of x = pc+ k · 2n 

f' (t) = 0 + 2cos (!t) ·!=cos (!t) 
g'(x) =0 - 3· - sin(be(x+3))·be 

g'(x) = tn · sin (be(x + 3)) 
h'(x) = - cos(x)cos(x) - sin(x) · - sin(x) 
h'(x) = - cos2(x) + sin2(x) 

k'(t) = 4 · 2sin(t) · cos(t) 

k'(t) = 8sin(t) · cos(t) 

L' (t) = 6 · 3cos2(nt) · - sin(nt) · n 

L'(t) = - 18nsin(nt). cos2(nt) 

m' (x) = 2cos (x) · (1 - cos (x)) - (2sin (x) - 3). sin (x) 

(1 - cos (x))2 

m' (x) = 2cos (x) - 2cos2 (x) - 2sin2 (x) + 3sin (x) 

(1 - cos (x))2 

m' (x) = 3sin (x) + 2cos (x) - 2 
(1 - cos (x))2 

1-1 Parametervoorstellingen 

Pagina 14: 

1a P(1 + sin (0), 3cos (0 - pc))= (1 + 0, 3 · 0 = (1, 10 
b P(l + sin (pc), 3cos (0)) = (1 + !V3, 3); 

P(1 + sin (tn), 3cos (be))= (1 + 1, 3 · !V3) = (2, 1 !V3); 
P(1 +sin(~). 3cos (pc))= (1 + !V3, 10 

c Het punt P beweegt met de wijzers van de klok mee. 

d Als punt P zich op de x-as bevindt, is de y-coördinaat gelijk aan 0. 
cos (t - pc) = 0 
t - pc = tn + k · 2nof t - pc= 1 tn + k · 2n 

5 t· 15 t=ó7CO t= ó7C 
Hierbij horen de punten P(l + sin (pc), 0) = (1 !, 0) en P(l + sin (1 pc), 0) = (!, 0). 

a 
© Noordhoff Uitgevers bv 



HOOFDSTUK 1 - PERIODIEKE BEWEGINGEN 

Pagina 15: 

2a - 3 ~ x ~ 3 en - 6 ~ y ~ 2 

b 
y 

2 

-4 0 

- 2 

-4 

4 X 

c Voor een snijpunt met de y-as geldt x = 0. 

3sin(t) = 0 

sin(t) = 0 

t = 0 of t = n of t = 2n 

Dit geeft y = 2, y = - 6 en y = 2. 

Dus het gaat om de punten (0, 2) en (0, - 6). 

Voor een snijpunt met de x-as geldt y = 0. 

4cos(t) - 2 = 0 

cos (t) = t 
1 f' 12 t=pco t= pc 

Dit geeftx= 3 · tV3 = 1 tV3 of x = 3 · - tV3 = - 1 !V3. 

Dus het gaat om de punten (- 1 tV3, 0) en ( 1 tV3, 0). 

d Voor de snijpunten geldt y = 1. 

4cos(t) - 2 = 1 

cos (t) = i 

Er geldt sin2(t) + cos2(t) = 1, dus sin (t) = Y1 - cos 2 (t) . 

Ditgeeftx=3sin(t)= ± 3Y1- cos 2 (t)= ± 3Y1 - (t>2= ± 3V{i, = ±tV7. 

De lengte van lijnstuk AB is dan 2 · iV7 = 1 !V7"" 3,97 . 

3a - 1 ~x~3en - 5~y~5 

b y 

2 

--1---+.----1--x 
0 -2 2 4 

-2 

c De symmetrieassen horen bij de evenwichtsstanden, dus x = 1 en y = 0. 

d Voor de snijpunten geldt y = 4x. 
5sin(t) = 4 · (1 + 2cos(t)) 

© Noordhoff Uitgevers bv 
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4 a 

HOOFDSTUK 1 - PERIODIEKE BEWEGINGEN 

5sin(t) = 4 + 8cos(t) 

Invoer: Yl = 5si n(X) en Y2 = 4 + 8cos(X) 

Venster: Xmin = 0, Xmax =2n, Ymin = -5, Ymax = 12 

Optie: CALC, intersect (Tl) of G-Solve, ISCT (Casio) 

De oplossingen zijn t""' 1,450 ent""' 3,716. 

Bij deze waarden horen de punten (1,24; 4,96) en (- 0,68; - 2,72). 

y 

0,5 

--------------x 
- 1,5 - 1 --0,5 0 0,5 1,5 

--0,5 

b y = cos2(t) = 1 - sin2(t) = 1 - x2 

5a Voor een snijpunt met de x-as geldt y = 0. 

(cos(t) - 1) · (2cos(t) + 1) = 0 
cos (t) = 1 of cos (t) = - i 

0 f. ? f' ? t = 0 t = pc O t = - pc, 
Hierbij horen de punten (0, 0), (1 tV3, 0) en (- 1 tV3, 0). 

b Dex-coördinaat is maximaal 3 en minimaal - 3. 

Er geldt respectievelijk 3sin(t) = 3 en 3sin (t) = - 3. 

Hierbij horen t= ~ent= - ~ en de punten (3, - 1) en (- 3, - 1) . 
c Tegengestelde x-coördinaten: 

d 

1-2 

Sa 

b 

C 

d 

x(- a) = 3sin(- a) = - 3sin(a) = - x(a) 

Dezelfüe y-coördinaten: 
y(- a) = (cos(- a) - 1)(2cos(- a) + 1) = (cos(a) - 1)(2cos(a) + 1) = y(a) 

{

X = 3sin (t) + 2 

y = (cos (t) - 1)(2cos (t) + 1) + 3 

Bijzondere punten 

Pagina 16: 

6.y Y,1 - Yo 3sin(2·0,5) - 0 
6 - - ""'2 3 

6x xA - x0 2cos (0,5 - in) - 0 ' 
6.y Ys - Yo 3sin(2·0,1) - 0 
- = - ""'2,99 
6x X 8 - X 0 2cos (0,1 - in) - O 
6.y Yc - Yo 3sin(2·0,01) 
- = = ""'3,00 
6x xc - x0 2cos (0,01 - ~) 

6.y 3sin (0,0002) 
Neem t = 0,0001 dan is - = 1 ""' 3,0000. 

6x 2cos (0,0001 - ï7t) 
6.y 

6.t 6.y 6x 6.y 6.t 6.y 
- - -·-- -x-- -
6.x - 6.t . 6.t - 6.t 6x - 6x 

6.t 

10 
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HOOFDSTUK 1 - PERIODIEKE BEWEGINGEN 

7a 

b 

C 

d 

e 

y 

--0,5 

dx 
- = x' (t) = - !sin (h) dt - -

dy 
dt = y' (t) = - cos (t) 

dy y' (t) - cos (n) 1 
-=-,- = 1 . 1 --1 = - 2 
dx X (t) t : rr. - 2Sin (ï7t) - 2 

dy y' (t) - cos (~) O 

dx = x' (t) ,=!rr = - !sin (!re) = -!vi O 
l 

Bij P(1, 1) hoort t = 0. 
dy y' (t) cos (0) 1 - - --
dx x' (t) ,=o - !sin (0) 0 
Je kunt de helling van de raaklijn in P niet berekenen, omdat de noemer van de 

dx 
breuk - gelijk aan nul is. 

dt 

Pagina 17: 

Ba De raaklijn is evenwijdig aan de x-as in die punten waar de y-coördinaat 

maximaal of minimaal is. Er moet dus gelden y' (t) = 0. 
y' (t) = - 4sin (t + :be) 

- 4sin (t +:be)= 0 
sin (t + :be) = 0 
t+:bc=k·1t 

t = - :be + k. 1t 

t = - :begeeft het punt (2 - sin(- n), 4cos(O)) = (2, 4 ). 

t =~geeft het punt (2 - sin(2n), 4cos(n)) = (2, - 4) . 
b De raaklijn is evenwijdig aan de y-as in die punten waar dex-coördinaat 

maximaal of minimaal is. Er moet dus gelden x'(t) = 0. 
x'(t) = - 3cos(3t) 

3cos(3t) = 0 
cos(3t) = 0 
3t = !n + k · 2n of 3t = - ~ + k · 2n 

t=bc+k· ~ of t= - bc+k · ~ 

t =begeeft het punt (2 - sin(~). 4cos (~)) = (1, 0) 

t= pc geeft het punt (2 - sin (2~). 4cos (pc))= (1, - 2V3) 

© Noordhoff Uitgevers bv 
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HOOFDSTUK 1 - PERIODIEKE BEWEGINGEN 

t = 1 tn geeft het punt (2 - sin (4m), 4cos (1 pc))= (1, 2V3) 

t= - be geeft het punt (2 - sin (- rn), 4cos (- be))= (3, 2V3) 

t = 0c geeft het punt (2 - sin (14n), 4cos (~n)) = (3, - 2V3) 

t = 1 be geeft het punt (2 - sin (3 rn), 4cos O rn)) = (3, O) 

c In het punt (2, 2) geldt 2 - sin (3t) = 2. 

sin(3t) = 0 

Sa 

b 

C 

d 

e 

t=k·pc 

In het punt (2, 2) geldt ook 4 · cos (t + pc) = 2 
cos (t+ pc)= 4 

t + pc = pc + k · 2n of t + pc = - pc + k · 2n 

t=k· 2n of t= - ~+k· 2n 

Gemeenschappelijke oplossingen zijn t = 0 of t = 1 pc. 

dy y' (t) - 4sin (t + 1n) 4sin (1n) 4 · 4V3 
- ~ - - ~ 

dx ,=o x' (t) ,=o - 3cos (3t) ,=o 3cos (0) 3 

dy 

dx 1 
/: 1 ;1t 

y' (t) 

x' (t) t:J !rr 

' 

0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

--0,6 --0,4 --0,2 0 

- 4sin (t + pc) 

- 3cos(3t) 

y 

0,2 

/:) !1t 
' 

0,4 

y'(t) = 2cos(t) · - sin(t) = - 2sin(t) · cos(t) 

4sin (1 ~) 
-

3cos (4n) 

x'(t) = cos(t) · cos(t) + sin(t) · - sin(t) = cos2(t) - sin2(t) 

dy y' (t) - 2sin (t) · cos (t) 
- - ---- -
dx x' (t) cos 2 (t) - sin 2 (t) 

dy = - 2sin (1) · cos (1) ""
2 19 

dx ,=• cos 2 (1) - sin2 (1) ' 

dy - 2sin (pc) · cos (pc) - 2 · 4V3 · 4 - 4V3 , r;; 
= 1 . 1 1 1 = 1 v3 

dx ,=!.it cos 2 (pc) - sm 2 (pc) 4- 4 · 3 - 2 
' 

4. _lV3 
__ 2_ = - ~V3 

3 

A (sin (pc)· cos (pc), cos 2 (pc)) = (4V3 · 4, (4)2) = (kV3, }) 
Er moet gelden y = x. 

sin(t)cos(t) = cos2(t) 

cos(t) = 0 of sin(t) = cos(t) 

t=rn+k· 2noftan(t)= 1 

t= 0c + k· 2n of t= kn + k · n 

Dit geeft de raakpunten (0, 0) en (4, 4). 
dy - 2sin (rn) · cos (rn) 0 

-
dx t=!n cos2 (4n) - sin 2 (4n) 0 - 1 

12 
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10a 

b 

C 

d 

e 

HOOFDSTUK 1 - PERIODIEKE BEWEGINGEN 

Er is dus een horizontale raaklijn y = 0 in het punt (0, 0). 

dy - 2sin (~) · cos (in) - 2 · 4V2 · 4V2 - -
dx ,=j,r - cos2 (~) - sin 2 (~) - 0 

Er is dus een verticale raaklijn x = 4 in het punt (4, 4). 

dx 
dt = - sin (t) - 2cos (t) · - sin (t) 

dx 
- = - sin (t) + 2cos (t)sin (t) 
dt 

dy = cos (t)(1 - cos (t)) + sin (t) · sin (t) 
dt 
dy d = cos (t) - COS 2 (t) + sin2 (t) 

I; punten met een horizontale raaklijn geldt dy = 0 en dx * 0. 
dt dt 

In punten met een verticale raaklijn geldt dx = 0 en dy * 0. 
dt dt 

Horizontale raaklijn: 
Invoer: Yl = cos(X) - cos(X)/\2 + sin(X)/\2 

Venster: Xmin = 0, Xmax = 7, Ymin = -3, Ymax = 3 
Optie: CALC, zero (Tl) of G-Solve, ROOT (CASIO) 

De oplossingen zijn t = 0, t = 2n, t""' 2,09, t""' 4,19, .... 
Verticale raaklijn: 
Invoer: Yl = -sin(X) + 2cos(X)sin(X) 
Optie: CALC, zero (Tl) of G-Solve, ROOT (CASIO) 

De oplossingen zijn t = 0, t = n, t""' 1,05, t""' 5,24, .... 
Conclusie: 

Er is een horizontale raaklijn in (- 0,75; 1,30) voort""' 2,09 en in (- 0,75; - 1,30) 
VOOrt""'4,19. 
Er is een verticale raaklijn in (0,25; 0,43) voort""' 1,05, in (0,25; - 0,43) voor 

t""' 5,24 en in (- 2, 0) voort= n . 
. dy cos (t) - cos 2 (t) + sin 2 (t) 

Uit -d = 2 volgt . ( ) 2 ( ) . ( ) = 2 dus 
x - sm t + cos t sm t 

cos(t) - cos2(t) + sin2(t) = - 2sin (t) + 4cos(t)sin(t). 
Invoer: Yl = cos(X) - cos(X)/\2 + sin(X)/\2 en Y2 = -2sin(X) + 4cos(X)sin(X) 

Venster: Xmin = 0, Xmax =2n, Ymin = -5, Ymax = 5 

Optie: CALC, intersect (Tl) of G-Solve, ISCT (Casio) 

De oplossingen zijn t = 0, t""' 0,7854, t""' 2,8325 en t ""'4,927 voor O ~ t < 2n. 

t = 0 geeft het punt (0, 0), maar daar is : = ~ en dus voldoet t = 0 niet. 

t=0,7381 geefthetpunt(0,19;0,18). 

t = 2,8325 geeft het punt (- 1,86; 0,59). 

t = 4,9270 geeft het punt (0,17; - 0,77). 

Bij (0, 0) hoort t = 0 en is dx = dy = O. 
dt dt 

. dy (cos (0,001 ) - cos2 (0,001) + sin 2 (0,001)) - (cos (0) - cos2 (0) + sin 2 (0)) 
Voort= 0 0011s - ""' ------------------------

' dx (- sin (0,001) + 2cos (0,001)sin (0,001)) - (- sin (0) + 2cos (O)sin (0)) 

dy=0,0000015 - 0 00015""'0 
dx 0,001 - 0 ' 

Dus de helling in (0, 0) zal nul zijn. Ook met een plot kun je dit inzien. 

© Noordhoff Uitgevers bv 
13 



HOOFDSTUK 1 - PERIODIEKE BEWEGINGEN 

1-3 Lissajousfiguren 

Pagina 18: 

11 a 2 ~ x ~ 4 en 4 ~ y ~ 6 

b De eerste twee grafieken vallen samen maar de derde grafiek is er slechts een 

deel van. 

y y 

6 
6 

5 
5 

4 
4 

3 
3 

2 
2 

----1----------- x 
0 2 3 4 --+------------x 0 

C 

d 

12a 

2 3 

De periode van Kis 2n. 
2 

De periode van x = 3 - cos(2t) is ; = n 

De periode van y = 5 + sin(3t) is 
2
; = pc. 

De gemeenschappelijke periode is 2n want 2 x 7t = 3 x pc= 2n is het kleinste 
gemeenschappelijke veelvoud van 7t en pc. 

y 

14 

4 

© Noordhoff Uitgevers bv 



HOOFDSTUK 1 - PERIODIEKE BEWEGINGEN 

2n 2n 
De periode van x is - = n en de periode van y is - = 2n. 

2 1 
De kleinste gemeenschappelijke periode is 2n. 

Dus 2n is de periode van de kromme K. 

b Voor een snijpunt met de x-as geldt y = 0. 

1 - 2cos(t) = 0 

C 

13a 

b 

cos (t) = t 
t = pc of t = 1 tn (in één periode) 

t = pc geeft x = 1 + sin (t7t) = 1 + 4V3, dus (1 + 4V3, 0) "" (1,87; 0). 

t = 1 fn geeft x = 1 + sin (3in) = 1 - 4V3, dus (1 - 4V3, 0) "" (0, 13; 0). 

Voor een snijpunt met de y-as geldt x = 0. 

1 + sin(2t) = 0 

sin(2t) = - 1 

t =~ent= 1 ~(inéén periode) 

t=~geefty= 1 - 2cos(~)= 1 +V2,dus (0, 1 +V2)"" (0;2,41). 

t= 1~ geefty= 1 - 2cos (1~)= 1 - V2, dus (0, 1 - V2)"" (0; - 0,41). 

Uit de plot is af te lezen dat de kromme zichzelf snijdt in(l , 1 ). 

De bijbehorende waarden van de parameter zijn t = ~ en t = 1 ~-

Voor een snijpunt met de y-as geldt x = 0. 

3sin(2t) = 0 

sin(2t) = 0 

t=O+k·~ 
t = 0 geeft y = 2cos(O) = 2 dus (0, 2) (ook bijt= 2n). 

t= ~ geeft y = 2cos (1 ~) = 0 dus (0, 0) (ook bijt= 1 ~). 

t= n geeft y = 2cos(3n) = - 2 dus (0, -2). 
2n 2n ? 

De periode van x is 2 = n en de periode van y is 3 = ~-

De periode van Kis 2 x n = 3 x tn = 2n. 

c Voor een snijpunt met de x-as geldt y = 0. 

2cos(3t) = 0 

14a 

cos(3t) = 0 

3t=~+k·2nof3t= 1~+k· 2n 
1 2 f' 1 2 t=ó7t+k·~O t=ï7t+k·~ 

Op [O, 2n] geldt t = be, t = ~. t = pc, t = 1 kn, t = 1 ~ of t = 1 pc. 
Voort= pc ent= 1 pc geldt ( - 14V3,0). 

Voort=~ ent= 1 ~ geldt (0, 0). 

Voor t = be en t = 1 be geldt (1 !V3, 0). 

Pagina 19: 

D . od . 2 d . d . 2n epen evanx1s nen eper10 evany1s 2 =n. 

De periode van Kis 1 x 2n = 2 x n = 2n. 

b In de oorsprong geldt x = 0. 

- 5cos(t) = 0 
cos(t) = 0 

1 1 1 t = ï1t en t = ï1t 

© Noordhoff Uitgevers bv 
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HOOFDSTUK 1 - PERIODIEKE BEWEGINGEN 

dx dy 
- = 5sin (t) en - = 4cos (2t) 
dt dt 

I dx dy dy 4 
t = :re geeft dt = 5 en dt = - 4 dus dx = - 5. 

1 dx dy dy 4 t= 1 :re geeft dt = - 5 en dt= - 4 dus dx = 5. 

De vergelijkingen van de raaklijnen zijn y = -ix en y = ix. 
c x en y zijn verwisseld, dus er is sprake van een spiegeling in de lijn y = x. 

y 

6 

4 

-4 

2n 2n 
De periode vanx is - = 2en de periode vany is -?- = 3. 

2 ';71: 
3 

15a 

De periode van Kis dus 6. 

b y 

6 

c Voor een snijpunt met de y-as geldt x = 0. 
3sin(nt) = 0 
sin(nt) = 0 
t=O,t= 1, t= 2, 

dy 5cos (pct)· pc 
dx 3cos(nt) · n 

16 

t=3 t=4 t=5 ' ' 
10cos (pct) 

9cos(nt) 
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16a 

b 

C 

17a 

b 

C 

18a 

b 

HOOFDSTUK 1 - PERIODIEKE BEWEGINGEN 

dy 10cos (0) 1 !. -
dx 9cos(O) 9, 

t:O 

dy 10cos (~) 10 · - ! 2,. -
9cos(n) 

- 9, 
dx /:I - 9 

dy 10cos (pc) 10 · - ! 2.. - 9cos(2n) - - - 9, 
dx 

t:2 9 

dy 1 Ocos (2n) - 1 l, -
dx 9cos(3n) 9, 

/:3 

dy 10cos (~) 
5 

dx t:4 
= 9cos (4n) = - 9; 

dy 1 Ocos (3pc) 
5 

dx ,=s = 9cos(5n) 9 

Voort= 0 is de hoek met de y-as 90° - tan - 1 
(~

0
) ""42°. 

Voor t = 1 is de hoek met de y-as 90° - tan - 1 (i) "" 61 °. 

Vanwege de symmetrie zijn de overige hoeken ook steeds ongeveer 42° of 61°. 

y 

4 

- 2 

De punten van Kliggen op de lijn met vergelijking y= - 2x + 3. 
Uitx = 1 + cos(2t) volgt cos(2t) = x - 1. Dit kun je substitueren in 

y= 1 - 2cos(2t). Je krijgtdany= 1 - 2(x - 1) = - 2x+ 3. 

Omdat - 1 ~ cos(2t) ~ 1 geldt O ~ x ~ 2, dus het is slechts een deel van deze lijn. 

2n 
De periode van x is 1 = 81t en de periode van y is 2n. 

4 

De periode van Kis 1 x 8n = 4 x 2n = 8n. 
Dus als je voort een domein met lengte 81t neemt krijg je in een plot precies één 
beweging. 

dx 1 ( ) ) dy . () - = -cos - t en - = - 2sm t 
dt 4 4 dt 
Voor t = n geldt: 

dx 1 1 ), ~ dy dy 0 
- = -cos (ffi) = -v2 en-= 0 dus-= - = 0. 
dt 4 4 8 dt ' dx kV2 
De helling van de raaklijn is 0. 
Als de grafiek symmetrisch is ten opzichte van de y-as moet gelden: x(- t) = - x(t) 
en y(- t) = y(t) 

x( - t) = sin ( - kt) = - sin (kt) = - x(t) en y(- t) = 2cos(- t) = 2cos(t) = y(t) 

Dus de grafiek is symmetrisch ten opzichte van de y-as. 

15 
Er moet gelden is 2a · 2p = 30. Dit geeft a = -

2p 

D 'od . 27t d . d · 2n epen evanx1s-en eper10 evany1s-. 
b q 

© Noordhoff Uitgevers bv 
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HOOFDSTUK 1 - PERIODIEKE BEWEGINGEN 

c De periode van x en de periode van y moeten beide een deler van 24 zijn. 
2n 2n 

Er moet dus gelden dat - en - beide een deler van 24 zijn. 
b q 

Door te proberen vind je bijvoorbeeld de volgende mogelijkheden: 

b=knenq=kn 

b 1 1 = 6n en q = ,re 

b=rr7tenq=1t 

1-4 Families van krommen 

Pagina 20: 

19a Voor een snijpunt met de x-as geldt y = 0. 

b 

2cos(6t) = 0 dus is 6t = tn + k · n ofwel t = rrn + k · be, 
De bijbehorende punten zijn (0,78;0), (- 0,78;0), (2,12;0), (- 2,12;0), (2,90;0) en 

(- 2,90;0). 

Voor een snijpunt met de y-as geldt x = 0. 

3sin(t) = 0 ofwel t = 0 + k · n. 
Het bijbehorende punt is (0, 2). 

y 

2 

-------------x 0 -4 -2 2 4 

-2 

y 

y 

De periode van K
1
, K

2 
en K

3 
is 2n. 

c Als beven is, zijn de krommen open en als b oneven is , zijn de krommen gesloten. 

Als beven is, is er alleen sprake van symmetrie in de y-as en als b oneven is, is er 

sprake van symmetrie in de x-as en de y-as. 

d Er geldt - 3 ~ x ~ 3 en - 2 ~ y ~ 2, dus de afmetingen van de rechthoek zijn 6 bij 4. 

18 
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HOOFDSTUK 1 - PERIODIEKE BEWEGINGEN 

20a y y 

5 d "od . 21t 2 d "od . 21t 2 a = : e pen e van x 1s 3 = ye en e pen e van y 1s 5 = 51t. 

Het kleinste gemeenschappelijke veelvoud hiervan is 2n, dus de periode is 2n. 

6d "d .l1t ? d "d .ln , a= : epeno evanx1s 3 = 31ten epeno evany1s 6 =3't. 

Het kleinste gemeenschappelijke veelvoud hiervan is ~1t, dus de periode is ~1t. 

2n 
b De periode van x is~ en de periode van y is -. 

a 

21a 

b 

C 

22a 

b 

Als a een drievoud is dan is de periode van de Lissajousfiguur fn. 
Als a geen drievoud is dan is de periode van de Lissajousfiguur 2n. 
Dus zijn er geen gehele waarden van a waarvoor de periode niet gelijk is aan 
~ of2n. 

Pagina 21 : 

D .od . 2n d . d 2n ? epen e vanx 1s-=1t en e per10 e vany =-= pc. 
De periode van de krimme is 2 x 7t = 3 x ~ = 2n ioor a = 0. 

De krommen val Jen samen, maar hebben een ander startpunt en worden dus 

verschillend doorlopen. 

De krommen zijn elkaars spiegelbeeld in de y-as, omdat 

cos (2t) = - cos (2t + n) = - cos (2 (t + tn)) . 
. . 27t .. 27t ? 

De pen ode van x 1s 1 = 6n en de pen ode van y 1s 3 = pc. 
3 

De periode van de kromme is 6n. 
Als b = 3 dan is de periode van y gelijk aan~-

De periode van de kromme is 6n. 
6n 

Het getal 2 is een uiterste waarde van y die-?-= 9 keer wordt aangenomen. 
pc 

Als b = 2 dan is de periode van y gelijk aan n. 
De periode van de kromme is 6n. 

6
7t 

Het getal 2 is een uiterste waarde van y die - = 6 keer wordt aangenomen. 
7t 

Als b =} dan is de periode van y gelijk aan 4n. 

De periode van de kromme is 12n. 
12n 

Het getal 2 is een uiterste waarde van y die 
4

7t = 3 keer wordt aangenomen. 

© Noordhoff Uitgevers bv 
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23a 

b 

HOOFDSTUK 1 - PERIODIEKE BEWEGINGEN 

y 

2,5 

2 

--0,5 

De kromme snijdt zichzelf in (0, 1), er moet dus gelden x = 0. 

(1 - 2cos(t)) · sin(t) = 0 

1 - 2cos(t) = 0 of sin(t) = 0 

cos (t) =tof sin(t) = 0 

t = ~ of t = 1 fn of t = 0 of t = n of t = 2n 

Invullen in y = (1 + 2cos(t)) · cos(t) geeft voort=~ of t = 1 ~ of t = n steeds y = 1. 

y y 

- 1 

20 
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HOOFDSTUK 1 - PERIODIEKE BEWEGINGEN 

y 

8 

-6 -4 - 2 0 2 4 6 

- 2 

-4 

Hoe groter de waarde van a hoe meer je de invloed van a terugziet in de kromme. 

Langzamerhand wordt de kromme steeds ronder. 

c Voor grote waarden van ais de factor a - 2cos(t)"" a en de factor a + 2cos(t)"" a. 

24a 

Dus dan geldtx"" asin (t) en y"" acos(t), de parametervoorstelling van een cirkel. 

De krommen zijn voor grote waarden van a vrijwel cirkels met straal a en 
middelpunt (0, 0). 

y 
10 

8 

6 

4 

2 

----=o-1-------x 
- 2 2 4 

- 2 

-4 

b Als cos(t) = 0, dus bij t = ~ + k · n hoort geen punt van deze kromme. 

c Als t-1 ~ + k · n dan x ~ 1 + 12 
• 02 = 1 en y ~ oo of y ~ - oo. 

Dus x = 1 is een verticale asymptoot van K.-
d De maximale waarde van x(t) is 2. Deze wordt bereikt als cos2(t) = 1. 

Dit geeft cos(t) = 1 of cos(t) = - 1, dus t = k · n . 
2 2 

Dan is y = - = 2 of y = - = - 2, dus de eindpunten van de takken zijn 
1 - 1 

(2, 2) en (2, -2). 

© Noordhoff Uitgevers bv 
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2 2 
Uity= () volgt cos (t)= - . 

cost y 

Dit laatste invullen bij x = 1 + cos2(t) geeft de vergelijking 

x=1+(~)
2 

4 
x=1+ ­y2 

4 
x - 1= ­

y2 

? 4 y-=--
x - 1 

De functievoorschriften zijn f(x) = /4 =ben \J~ x - 1 

g(x)= - /4 = - bmet 1 <x~2. \J~ x - 1 
f De verticale asymptoot hoort bij cos(t) = 0. Dan geldtx = a + a2 

• 0 = a. 
Dus als a = 6, is x = 6 de verticale asymptoot. 

g De eindpunten horen bij cos2(t) = 1. Dan geldtx = a + a2
• Er moet gelden 

a2 +a= 6 
a2 +a - 6=0 

(a + 3)(a - 2) = 0 

a= - 3 ofa=2 

Voor de waarden a = - 3 en a = 2 zijn de eindpunten (6, 2) en (6, - 2). 

1-5 Parametervoorstellingen opstellen 

25a 

b 

C 

26a 

b 

27a 

b 

Pagina 22: 

PP' PP' 
sin (t) =-=- dus PP' = sin(t) 

PO 1 ' 

OP' OP' 
cos (t) = - = - dus OP'= cos(t) 

OP 1 ' 

x
1
, = cos(t) en y

1
, = si n(t) 

{

X = COS (t) 

y= sin (t) 

De baan van puntM is een halve cirkel met middelpunt (0, 0) en straal 3. 
xx = ~· OP= ~· 6sin (t) = 4sin (t) 

Y x = ! · OQ = ! · 6cos (t) = 2cos (t) 

{
x= 4sin (t) 

De parametervoorstelling van Kis 2 (t) y= cos 

Pagina 23: 

{

x = - 4 + 5cos (t) 

y = 7 + 5sin (t) 

Parametervoorstelling van een cirkel met middelpunt (3, -2) en straal 4. 

{ 

x = 3 + 4cos (t) 

Y = - 2 + 4sin (t) { x = 9 + 12cos (t) 

Vermenigvuldigen van x en y met 3 respectievelijk 5 geeft Y = _ 10 + 20sin (t) 

22 
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28a 

b 

PQ PQ 
sin (t) =MP= 2 , dus PQ = 2sin (t) 

MQ MQ 
cos (t) =MP= 2 , dus MQ = 2cos (t) 

De snelheid van het wiel is 1 rad/s, dus nat seconden is er overtrad gedraaid. 

De horizontale verplaatsing is gelijk aan de lengte van PA en is dus 
t 

- · 4n = t · 2 = 2t. 
2n 
De y-coördinaat blijft steeds hetze! füe, namelijk 2 . 

Dus de coördinaten van M zijn (2t, 2). 

c x,, = xM + PQ = 2t + 2sin(t) 

Y,,= Y,w + MQ= 2+ 2cos(t) 

d y 

29a 

b 

C 

d 

30a 

b 

C 

6 

0 X 
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 

-2 

4y 

2 0 
C 

-2 2 
X 

4 

e 

t= 0 geeft P0 = (3, 1) en Q0 = (- 2, 2) . 

t =~geeft P1;,, = (4, 2) en Qi" = (0, - 1 ). 

M = ( 3 + - 2 1 + 2) = (l 1 h 
o 2 • 2 2• V 

M• = (4 + 0 2 -1) = (2 l) 
fit 2 ' 2 •2 

M( 3 + sin (t) -
2 

2 + 2sin (t), 2 - cos (t) -
2

1 + 3cos (t)) = (4 + 1 !sin(t), ! + cos(t)) 

. . {x = * + 1 !sin (t) 
Dus een parametervoorstelhng van de baan van M 1s -1 () 

y=2+COS t 

OP 1 . 1 
In 6.0PA geldt cos (t) =-= - , dus 1s OA = () 

OA OA cos t 
In 6.0PB is LOBP = t (vanwege gelijkvormigheid van 6.0DP en 6.0PB) en 

geldt sin (t) = OP= -
1
-, dus is y = OB = . 

1 

OB OB 8 sm(t) 

Er geldtxw = µA en Y,w = b,1, dus de coördinaten van M zijn M( 
1 

( )' .
1 

( )). 
' - 2cos t 2sm t 
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1 
x=---

2cos(t) 
De parametervoorstelling van de baan van Mis 

1 
Y = 2sin(t) 

1-6 Gemengde opdrachten 

31ab 

C 

d 

Pagina 24: 

y 

- 20 

dy y' (t) sin (t) + tcos (t) 
- - ---- -
dx x' (t) cos (t) - tsin (t) 

dy sin (t) + tcos (t) _ 0 + 0 
0 

dx ,=o cos (t) - tsin (t) ,=o 1 - 0 

In de snijpunten geldt y = x. 

tcos(t) = tsin(t) 

sin(t) = cos(t) 
tan(t) = 1 

t=~+k· 7t. 

t=~ ~ (~. }V2,~. }VÏ) = <knV2, knV2) 

t = 1 ~ ~ ( 1 ~ . - 4V2, 1 ~ . - 4V2) = ( - hcV2, - hcV2) 

t = 2!n ~ (2~ · 4V2, 2~ · 4V2) = <!nV2, înV2) 

e Voor het snijpunt bij t = ~ geldt: 

dy sin(~)+~· cos(~) 4V2+ ~ · 4V2 

dx 1 = cos (he) - he . sin (he) = lV2, _ he . lV2, 
t = ,1t 4 4 4 2 4 2 

1 +~ 

1 - ~ 

De raaklijn aan Kheeft hellingshoek tan-1(8,32) ""83,15°. 

4 + 1t "" 8,32. 
4 - n 

De hoek tussen Ken de lijn y= x is ongeveer 83,15° - 45,00° = 38,15°. 

32a Invoer: Yl = sin(X)/(2- sin(X)) 
Venster: Xmin = 0, Xmax =2n, Ymin = -2, Ymax = 2 
Optie: CALC, minimum en maximum (Tl) ofG-Solv, MIN en MAX (Casio). 
Er geldt - } ~ x ~ 1. 

24 
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b 

C 

d 

33a 

HOOFDSTUK 1 - PERIODIEKE BEWEGINGEN 

y 

sin (t) 
x= 

2 - sin (t) 

x(2 - sin(t)) = sin(t) 

2x - xsin(t) = sin (t) 

sin(t) + xsin(t) = 2x 

sin(t) · (1 + x) = 2x 
2x 

sin(t) =--
1 +x 

Invullen in y = cos4(t) geeft 

y = (cos2(t))2 

y = (1 - sin2(t))2 

y = ( 1 - ( 1 ~ X) 2) 2 

Dusf(x)=( 1-( 1 ~x) 
2

) 

2 

met - i ~ x ~ 1. 

f'(x)=2(1 -(~)2). -2· ~- 2(1 +x) - 2x 
1 + X 1 + X (1 + x)2 

f'(x)= -4(1 -(-2x )2). _4x_ 
1 +x (1 +x)3 

( (2.1)2) 4.l 
f' (}) = - 4 1 - 1 + 24 . (1 + 03 -4 1 - - · = -4 1 --· -= -- = -1 -( ( 

1 )
2

) 2 ( 4) 16 320 77 
1 4 (1 03 9 27 243 243 

y 

10 

2 

- 1 0 2 

- 2 
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b Als de raaklijn evenwijdig is aan de y-as geldt dx = 0 en dy * 0. 
dt dt 

x'(t) = - cos(t) 

- cos(t) = 0 als t= in of t= - ~ -

De bijbehorende punten zijn ( - 1Jn2
) en O ,!-n2

) . 

c Als K symmetrisch is in de y-as moet gelden x(- t) = - x(t) en y(- t) = y(t). 

x(- t) = sin (- t) = - sin (t) = - x(t) 

1 1 
y(- t)= ( )' , =y(t) 

- t - î 

Dus Kis symmetrisch in de y-as. 

d x(- n)=x(n)=O 
1 

y(n) = y( - n) = -:;- "" 0, 10. 

Dus als t ~ - n o1-t ~ n dan nadert en bereikt de kromme het punt ( 0, ~
2
). 

e Alst~Odanx~Oeny~oo. 
De kromme K heeft de lijn x = 0 als verticale asymptoot. 

Pagina 25: 

34a Een cirkel met middelpunt (0, 0) en straal 10 krijg je met x = 10cos(t) en 

y = 10sin(t). 
Om middelpunt (0, 14) te krijgen stel je y = 14 + 10sin(t). 
Op t = 0 start de kromme nu in het punt (10, 14 ). 

Om de kromme in P(- 8, 8) te laten starten moetgeldenx(O) = - 8 eny(O)= 8. 
10cos(O + a) = - 8 
Met de optie intersect/ISCT op de rekenmachine vind je a"" 2,498 of a"" 3,785. 

10sin(O+ a) + 14 = 8 
Met de optie intersect/ISCT op de rekenmachine vind je a"" 3,785 of a"" 5,640. 
Conclusie: a"" 3,785. 

b De bewegingsrichting van Ais tegen de klok in, dus B draait met de klok mee. 
c De omtrek van c

2 
is de helft van die van c

1
• 

Dus c
2 

draait twee keer zo snel rond en er zal gelden 

x= - 12+ 5cos(2t+ a) eny= 5 - 5sin(2t+ a) voor zekerea. 
x(O) = - 8 geeft 
- 12 + 5cos(2 · 0 + a) = - 8 

5cos(a) = 4 
Met de optie intersect/ISCT op de rekenmachine vind je a"" 0,644 of a"" 5,640. 
y(O) = 8 geeft 

5 - 5sin(2 · 0 + a) = 8 
- 5sin(a) = 3 

Met de optie intersect/ISCT op de rekenmachine vind je a"" 3,785 of a"" 5,640. 

Als a"" 5,640 start c
2 

in P(- 8, 8) en geldt 
x= - 12+ 5cos(2t+ 5,640)eny= 5 - 5sin(2t+ 5,640). 

d In punt Q geldt y = 0. 

5 - 5sin(2t + 5,640) = 0 
sin(2t + 5,640) = 1 
2t+5,640=~ 

t"" - 2,03 

26 
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T-1a 

b 

C 

d 

T-2a 

b 

HOOFDSTUK 1 - PERIODIEKE BEWEGINGEN 

dx = - 10sin (2t+ 5,640) 
dt dx 
t"" - 2,03 invullen geeft - = - 1 Osin (2 · - 2,03 + 5,640) "" - 10,0 

dt 

Test jezelf 

Pagina 28: 

- 6 ~x~ 2en O ~Y ~ 2. 

Voor een snijpunt met de x-as geldt y = 0. 
1 - sin (!t) = 0 
sin (}t) = 1 

}t = tn + k · 2n 
t=n + k· 4n 

Dan is x (n) = 4sin (n - ~) - 2 = 4sin (~) - 2 = 4 · !vî - 2 = 2V2 - 2. 
Dus de coördinaten van het snijpunt met de x-as zijn (2V2 - 2, 0). 

Voor een snijpunt met de y-as geldt x = 0. 
4sin (t - ~) - 2 = 0 

sin (t - ~) = ! 
t - ~=be+ k · 2n of t - ~=pc+ k · 2n t = fï1t + k · 2n of t = 1 fï7t + k · 2n 

Dan is y(fï7t) = 1 - sin (i41t)"" 0,39 of y(2 1
5
21t) = 1 - sin (~~1t)"" 1,61 . 

En y(1 be)= 1 - sin (Hn) "" 0,009 of y(3 be) = 1 - sin (Nn) "" 1,99. 
Snijpunten: (0; 0,39), (0; 1,61), (0; 0,009) en (0; 1,99). 

y 

------==============--L.2._x 
-5 -4 -3 -2 - 1 0 2 

x(pc) = 8cos (pc)= 8 · -! = - 4 
y(pc) = 5sin (n) = 0 
Dus de coördinaten van A zijn (- 4, 0). 

dy 15cos (3t) 15cos (n) 
- -

dx , - - 32sin (4t) , - - 32sin (1 pc) 
l =i1f l =i1f 

Bij A(- 4, 0) hoort ook t = pc. 

- 15 15 5,/;; 
, r;; = i6v3 

- 32 · - }V3 16V.J 

dy 15cos (3t) 15cos (2n) 15 15 5 V3 

dx ,=~ = - 32sin (4t) ,=}" = - 32sin (2fn) - - 32. }V3 = - 16V3- - i6 
3 
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c Als de raaklijn evenwijdig is met de y-as moet gelden ddx = 0 en ddy * 0. 
' t t 

x (t) = - 32sin(4t) 
- 32sin(4t) = 0 
sin(4t) = 0 
4t = k · 1t 

t= ik. 1C 

y'(t) = 15cos(3t) 
15cos(3t) = 0 
cos(3t) = 0 
3t= 0t+ k · 1t 

1 - 1 
t=trt+k· yC 

D 1 . .. 1 3 11 13 e op ossmgen ZIJn t = ,jît, t = ;re, t = n , t = ,jît, t = ;re 
Voort=~ en t = }1t zijn de coördinaten (8cos (n), 5sin (}n)) = ( - 8, 2tV2). 

Voor t = n zijn de coördinaten (8cos( 4n), 5sin(3n)) = (8, 0). 
Voor t = 1 ~ en t = 1 }7t zijn de coördinaten 
(8cos (5n), 5sin(3}7t)) = ( - 8, - 2tV2). 

d Voort=~ geldt dx = - 32sin (4 · ~) = 0, dus kun je dy niet berekenen. 
dt dx 

dx 
In dit punt is t = ~ "" 1,5708. Voort= 1,5708 is dt "" - 0,000 470 2 en 

dy 
dt "" 0,000 165 29. 

De helling in (8, - 5) is dy "" - 0,35. 
dx 

T-3a De afzonderlijke grafieken van x en y zijn sinusoïden. 

b 3 ~ x ~ 9 en 2 ~ y ~ 6 

C 
y 

6 

4 

2 

, , 
, 

, , , 
, , 

, , , 

, , , 

, , 

, , , 

-"'"*"'-----,2,-------,4,------,,6,-------,,8-----,,,,o,---·x 
, t) , , , 

d In de snijpunten geldt y = 4. 

4 + 2cos (3 (t + be)) = 0 

cos (3t+ 2~) = 0 

3t+ 2~=~+k ·7C 

3t= - 2n+ k· n 
2 k 1 t= - ye+ ·yt 

x ( - ~) = x (~) = 6 - 3sin (~) = 6 - 3 · tV3 = 6 - 1 tV3 
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HOOFDSTUK 1 - PERIODIEKE BEWEGINGEN 

x(O) =x(n)= 6 - 0= 6 
x( - pt)=x(~) = 6 - 3sin (pc)= 6 - 3 · - tV3= 6 + 1 tV3 

e Bij het punt (6, 4) horen t = 0 ent= n. 
dy y' (t) 2 · - sin (3t + 2tn) · 3 sin (3t + 2~) 

dx = x' (t) = - 3cos (2t) · 2 cos (2t) 

sin (2~) 
t = 0 invullen geeft cos (O) 

1 
- - 1 1 - . 

. . sin (5}7c) - 1 
t = n invullen geeft ( - ) -

1
- = - 1. 

cos 2n 
Voor de eerste raaklijn geldty =x + b. Het punt (6, 4) invullen geeft b = -2. Dus 
de vergelijking van de eerste raaklijn is y = x - 2. 
Voor de tweede raaklijn geldt y = - x + b. Het punt (6, 4) invullen geeft b = 10. 
Dus de vergelijking van de tweede raaklijn is y = - x + 10. 

f Uit y = ix volgt 3y = 2x. Hierin de parametervoorstelling invullen geeft 
12 + 6cos (3t+ 2~) = 12 - 6sin (2t) 

T-4a 

b 

C 

cos (3t + 2~) = - sin (2t) 

Invoer: Yl = cos(3X + 2.5n) en Y2 = -sin(2X) 
Venster: Xmin = 0, Xmax = 2n, Ymin = -2, Ymax = 2 
Optie: CALC, intersect (Tl) of G-Solve, ISCT (Casio) 

De oplossingen zijn t = 0, t"" 0,6283, t"" 1,8850, t = n, t"" 4,3982 ent"" 5,6549. 
Bij t = 0 en bijt= n hoort het punt (6, 4). 
Bij t = 0,6283 hoort het punt (3,14; 2, 10). 

Bij t = 1,8850 hoort het punt (7,76; 5,18). 
Bij t = 4,3982 hoort het punt (4,24; 2,82). 
Bij t = 5,6549 hoort het punt (8,85; 5,90). 
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{

X = 1 + COS (t) 
Voor a = O is de parametervoorstelling Y = 3 + cos (t) 

Dus isx- y= - 2 ofwely =x + 2. 

{

x= 1 + cos (t) 
Voor a =nis de parametervoorstelling 3 (t ) 3 (t) 

y = + cos - 7t = - cos 

Dus is x + y = 4. Elk punt van Kligt op de lijn met vergelijking y = 4 - x. 

De kromme is een cirkel als cos(t - a) = sin(t). Dus neem bijvoorbeeld a = ~-

{

x = 1 + cos (t) 
Dan is de parametervoorstelling _ 3 (t 1 ) - 3 · (t) 

y - + cos - ~ - + sm 

Hierbij hoort een cirkel met straal 1 en middelpunt (1, 3 ). 

T-5a x
1
, = 3 en y 

1
, = 3tan(t) 

b xQ= 3 +AP = 3 + 3tan(t) 
yQ = y

1
, = 3tan(t) 

{

x = 3 + 3tan (t) 
De punten van Q voldoen aan de parametervoorstelling 

3 
() 

y = tan t 

metO < t < ~ -
c x= 3 + y ofwely=x - 3. 

© Noordhoff Uitgevers bv 
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HOOFDSTUK 1 - PERIODIEKE BEWEGINGEN 

T-Sa Voor een snijpunt met de y-as geldt x = 0. 

2cos(t) = 0 dus t= ~ of t= 1 ~-

t =~geeft (0, 3) ent= 1 !n geeft (0, - 3). 

Voor een snijpunt met de x-as geldt y = 0. 

4sin3(t) - sin(t) = 0 

sin(t) · (4si n2(t) - 1) = O 

sin (t) = 0 of sin(t) = 4 of sin (t) = - 4 
t = 0 of t = n of t = 2n of t = be of t = tn of t = 1 tJt of t = 1 tn 
Dit geeft als snijpunten met de x-as: 
(2, 0), (V3; 0), ( - V3; 0) en (- 2, 0). 

b Het punt (1, 0): 

x = 1 geeft 2cos (t) = 1 dus cos (t) = i· 
Dit geeftt=pc oft= 1 pc. 

y= 0 geeft 
4sin 3 (pc) - a · sin (pc)= 0 

sin (rn). (4sin2 (rn) - a) = 0 

4 · } - a = 0 dus a = 3. 
Het punt (-1, 0): 

x = - 1 geeft 2cos (t) = - 1 cos (t) = -4. 
Dit geeftt=pc oft= 1 pc. 

y= 0 geeft 
4sin 3 (pc) - a · sin (pc)= 0 

sin(~)· (4sin2
(~) - a) = 0 

4 · } - a = 0 dus a = 3. 

Dus voora= 3 gaat de kromme door (1, O)en door(-1, 0). 

c x = 0 geeft t =~of t = 1 ~ (zie onderdeel a) 

y= 0 geeft 

4sin 3(~) - a·sin(~)=Oofwel4· 1 - a· 1 =0,dusa=4 

of 4sin3 (1 ~) - asin (1 ~) = 0 ofwel 4 · - 1 - a · - 1 = 0, dus a = 4. 

Uit een plot blijkt dat voor a = 4 de kromme de x-as raakt in de oorsprong. 

d In een snijpunt met de x-as geldt y = 0. 

4sin3(t) - a · sin(t) = 0 

sin(t) · (4sin2(t) - a) = 0 

sin(t) = 0 of sin2 (t) = ia 
sin(t) = 0 geeft t = 0, t = n of t = 2n, dit geeft de punten (2, 0) en (- 2, 0). 

sin 2 (t) = ia heeft geen oplossingen voor a > 4. 

Dus als a ~ 4 zijn er twee snijpunten met de x-as. 

e Als a = 4 geldt sin2(t) = 1 dus t =~of t = 1 ~­
Deze t-waarden geven allebei het punt (0, 0). 

Er zijn dus drie snijpunten met de x-as als a = 4. 

Voor O < a < 4 heeft sin2 (t) = ia vier oplossingen die twee verschillende 
snijpunten met de x-as geven anders dan (2, 0) en (- 2, 0). 

Dus als O < a < 4 zijn er vier snijpunten met de x-as. 
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V-1a 

b 

C 

d 

e 

f 

V-2a 

b 

C 

d 

e 

f 

g 

V-3a 

b 

Hoofdstuk 2 - Toepassingen van integreren 

Voorkennis: Integreren 
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f'(x) = 3.x2 - 3 

g'(x) = cos(x) - sin(2x) · 2 
g'(x) = cos(x) - 2sin(2x) 

Met de kettingregel: 

h'(x)= 
1 

·2x= 
2

x 
.x2+1 .x2+1 

Met de productregel en kettingregel: 

k'(x) = 2sin(.x2) + 2xcos(.x2) · 2x 
k'(x) = 2sin(.x2) + 4.x2cos(.x2) 

, 1 
L(x)=1+ '() 

COS - X 

Met de kettingregel: 
m'(x)=ex+e-x · - 1 =~ - e-x 

F(x) = kx4 - 1 µ2 + c 

G(x) = - cos (x) + !sin (2x) + c 

H(x) = tin lxl + c 
K(x) =ex+ e-x + C 

L(x) = ! · ~(3x +4)6 + c 

L(x) = /8 (3x+ 4)6 + c 

M(x) = !e2x-2 + c 

.x2 +4x + 2 
n(x)= -x+4+2x-• 

X 

N(x) = µ2 +4x + 21n lxl + c 

f(x) = .x2 + 2Vh. Probeer F(x) = ~ + a(2x)1l. 

Er moet gelden dat F'(x) = f(x), dus 

F' (x) =x2 + a · 1 ! · (2x)i · 2 =x2 + 3aVh = f(x) = .x2 + 2Vh, dus a = ~­

De algemene oplossing is F(x) = ~ + ~(2x)1l = }.x3 + 1 }xfu + c. 

g(x) = Jx +4sin (4x). ProbeerG(x) =kinlxl +acos (4x). 

Er moet gelden dat G'(x) = g(x), dus 
1 1 

G'(x)= 
4

x - asin(4x)·4=g(x)= 
4

x +4sin(4x),dusa= - 1. 

De algemene oplossing is G(x) = kin lxl - cos (4x) + c. 
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HOOFDSTUK 2 - TOEPASSINGEN VAN INTEGREREN 

C h(x)= 3x + 3-x 

d 

1 1 
H(x)= .3x+ .3-x+c= 

In (3) In(!) 

1 
H(x) = (3x _ 3 -x) + C 

In (3) 

k(x) = 2_ _ ~= x -2 - 2x-3 

x2 x3 

K(x)=-
1
-. x - • - 2 · -

1
-. x -2 + c 

- 1 - 2 
1 1 

K(x) =- - + - + c 
X r 
1 

e L(x)= . ProbeerL(x)=a·lnl2x - 41. 
2x - 4 

Er moet gelden dat I.:(x) = L(x), dus 

I a 2a 1 ) 
L (x)=2x _

4 
·2=2x _

4 
L(x)=2x _

4
,dusa= 2. 

De algemene oplossing is L(x) =t · lnl2x - 41 +c. 

f 
1 

m(x) = (2x -
4

)2 • Probeer M(x) = a · (2x - 4) -1
• 

Er moet gelden datM'(x) = m(x), dus 
2a 1 1 

M'(x) = a · - 1 (2x - 4)-2 
• 2 = (2x -

4
)2 -m(x) = (

2
x -

4
)2' dus a = - 2. 

* 1 De algemene oplossing is M(x) = 2x-_ 
4 

+ c = 
4

x _ 
8 

+ c · 

e 

V-4a J ~dx= [2lnlxll;=2 - 0=2 

1 

1t 

b J 2sin (3x) dx = [-fcos(3x) ]: = f - (- f) = 1 i 

C 

0 

2 

(2x - ;µ:) dx = 2x - -x - = J 
1 [ 1 1 ,]

2 
( 4 

- In (2) 4 
1 

In (2) 
1 

Pagina 33: 
3 5 5 

V-5a J (x3 - x2)dx+ J (x3 - x2)dx= J (x3 - x2)dx=[kx4 - ix3]~=6f - 1~=114?2 

0 3 0 
2 

b J (x5 - x 3 + 2x)dx= [k.x6 - k.x4 + x2
] ~

2 
= 0. 

- 2 

Omdat er slechts kwadraten in de primitieve voorkomen geeft invullen van - 2 
hetzelfüe resultaat als het invullen van 2. Je kunt dus met een minimum aan 
rekenwerk concluderen dat de integraal de waarde O heeft. 
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HOOFDSTUK 2 - TOEPASSINGEN VAN INTEGREREN 

1t 

c f (sin (2x) +cos (x))dx = [- 4cos (2x) + sin (x) ]~ = (- 4 +O) - (- 4 +O) =0 

0 
e e 

d f (3.x2 + In (x)) dx - f (2x + In (x)) dx = 

1 1 
e e 

f ((3x2+ln(x)) - (2x+ln(x)))dx= f (3.x2 - 2x)dx= 

1 1 

[x3- x2J: = (e3 - e2) - (1 - 1)=e3- e2 
-) 

e f (~ + ~) dx = [ 21n lxl - : J:~ = (O+ 1)- ( 2+:) =-: - 1 
- e 

7 

f f V 
1 

dx= [~ 3x+4]~= ~· [Y3x+4]~= ~· (5 - 2)=2 
3x+4 

0 

V-Sa De gevraagde Riemann-som is 

b 

2 

~)n (14 + k) · 1 = In (14) + In (24) + In (34) ,..,, 2,57 
k=O 

4 - 1 1 1 1 1 
6.x = 3() = io en mo = 1 + ï . io = 120· 

29 

De Riemann-som is L In (1 ~ + k · /0) · 1h· 
k=O 

Tl: sum (seq (0.11n (X), X, 1.05, 3.95, 0. 1)),..,, 2,55 

Casio: Sum Seq (0.11n (X), X, 1.05, 3.95, 0. 1),..,, 2,55 

V-7a Invoer: Y1 = 4Y(1 - X 2
) 

Venster: Xmin = 0, Xmax = 2, Ymin = 0, Ymax = 5 

Optie: CALC, ff{x)dx (Tl) of G-Solve, fdx (Casio) 

De oppervlakte is 3,14. 

b Invoer: Y1 = sin(X2
) 

Venster: Xmin = 0, Xmax =7t, Ymin = -1, Ymax = 1 

Optie: CALC, ff{x)dx (Tl) of G-Solve, fdx (Casio) 

De oppervlakte is 0,89. 

V-Ba De helling van lijn Lis gelijk aan/'(3). 

Er geldtf'(x) = 3x2 
- 6.x + 2, dus/'(3) = 11. 

Een vergelijking van lijn L heeft de vorm y = 11x + b. 
Punt (3, 6) invullen geeft b = - 27. 

De gezochte vergelijking is dus y = 11x - 27. 

b De nulpunten van de grafiek vanf 

x3 - 3x2 +2x=O 
x(x - 1 )(x - 2) = 0 

X = 0 V X = 1 V X = 2. 

Het nulpunt van lijn Lis x = fi = 2-fï. 

De exacte oppervlakte van gebied Wis dan 
3 3 

f (x3 - 3.x2+2x)dx - f (11x - 27)dx= 
5 

2 2rr 
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HOOFDSTUK 2 - TOEPASSINGEN VAN INTEGREREN 

[l.x4 - x3+.x2]
3 -[slr2 - 27x]

3 
.i. = (21 - 0) - (- 31 *+ 331..) = 27

. 4 2 c-· 2 11 4 - 22 44 

1 

C f (x' - 3.x2 + 2x) dx = [ !.x4 - x' + .x2 ]~ = (! - 0) = k 
0 

2 

f (x' - 3.x2 + 2x) dx = [!.x4 - x3 + .x2 ]~ = (0 - k) = - ! 

1 

2 

f (x' - 3.x2 + 2x) dx = [!.x4 - x3 + .x2 ]~ = (0 - 0) = O 

0 

1 2 2 

d f f(x)dx + f f(x)dx= f f(x)dx 

0 0 

2-1 Integraal en oppervlakte 

Pagina 34: 

1a Ermoetgeldenf(x) =O. 

x3 - 8.x2 + 12x = 0 

x(x2 
- 8x+ 12) = 0 

x(x - 2)(x - 6) = 0 

x = 0 of x = 2 of x = 6 

? 

b t· (x' - 8.x2 + 12x)dx= [k.x4 - 2~.x' + 6x2
] ~ = 6~ - O = 6~ 

6 

C -f
2 

(.x' - 8.r + 12x)dx= -[!x4 
- 2~ + 6.x2]: = - (- 36 - 6Ü = 42~ 

6 

d f (x3 - 8.x2 + 12x)dx= [kx4
- 2~ + 6.r]: = (- 36 - 0) = - 36 

0 

e Je kunt gebruik maken van de uitkomsten van onderdelen ben c. 
6 2 6 

f (x3 - 8.x2 + 12x)dx= f (x3 - 8.x2 + 12x) + f (x3 - 8.x2 + 12x) = 6~ - 42~ = - 36 

0 0 2 

2a Er moet geldenf(x) = 1. 

2sin(2x) = 1 

sin (2x) = ! 

2x=!n+2k·7t V 2x=~7t+2k·7t 

x=bc+k·n vx=bc+k·n 

De x-coördinaten zijn x = /21t en x = be. 
Er moet geldenf(x) = - 1. 

2sin(2x) = - 1 

sin (2x) = - ! 

2x = 1 ~ + 2k · 7t V 2x = 1 ~7t + 2k · 7t 
7 k Il k x=tpc+ ·7t vx=tpt+ ·7t 

D "d' .. 7 Il e x-coor maten ZIJn x = 121t en x = tpt. 
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b 

s 

f :11 

(2sin (2x) - 1 )dx 

" 

C f 
~1! 

~ (2sin (2x) - 1 )dx = [-cos (2x) - x Jt: = (!V3 - fï7C) - (- !V3 - he)= V3 - 0c 

d 

l.1t !.bt 7t 

f" 2sin(2x)dx,J
12 

(- l)dxenJ 2sin(2x)dx 
1 7 Il 
ïn iïn un 

1.n ~1t 7t -J" 2sin(2x)dx - J
12 

(- l)dx - J 2sin(2x)dx= 
l 7 11 

î1t Ü1t ;ï1t 
e 

-[-cos (2x)]~rr - [-x]t - [-cos (2x)]: = 
?1t 1?1t I? 1t 

[ ] ' [ ]"rr [ ]rr COS (2x) ~ + X ~n + COS (2x) ~rr = 

(- !V3 + 1) + (fpc - bc) + (1 - }V3) = 2 - V3 +0c 

Pagina 35: 

3 De snijpunten van de grafieken/ eng: 
x+ 1 =x2 - 1 

.x2 - x - 2=0 

(x - 2)(x+ 1)=0 
x=2vx= - 1 

De snijpunten zijn dus (2, 3) en ( - 1, 0). 

Het snijpunt van de grafiek van/ en de lijn y = 1 is (0, 1). 
De snijpunten van de grafiek vang en de lijn y = 1: 

.x2 - 1=1 

.x2 = 2 

x=V2 v x= - V2 

De snijpunten zijn dus (- V2, 1) en (V2, 1). 

De gevraagde oppervlakte is gelijk aan: 

0 ~ 0 ~ f ((x+1) - (x2 - 1))dx+J (1 - (x2 - 1))dx=f (- x2+x+2)dx+J (2 - x2)dx= 
-) 0 -) 0 

[- ~ +}x2 + 2x]~) + [2x - tx3]~ = (0 - (- 1 ~)) + (1 tVi - 0) = 1 ~ + 1 tVî. 

4 De snijpunten van de grafiek van/ en lijn L: 

1 1 1 
- = - 5X+ 15 
X 

5 = - x2 +6x 

.x2 - 6x+5=0 

(x - 1)(x - 5) = 0 
x=1vx=5 

De snijpunten zijn dus (1, 1) en (5, !). 

De oppervlakte van het ingesloten gebied is 

f 5(( - kx + 1 D - x- 1)dx = [-/or+ 1 !x - 1n lxl]: = 
1 

(3} - ln(5)) - 1 /0 =2 ~- ln(5). 
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HOOFDSTUK 2 - TOEPASSINGEN VAN INTEGREREN 

5a De grafieken van/ eng snijden elkaar in (1, 1). 

Voor 1 < x < 4 isf(x) > g(x) en dus is de gevraagde oppervlakte 

r4 

(j(x) - g (x))dx = r4 

(x-• - x -2)dx = [ In lxl + ~ r = On (4) + !) - 1 = In (4) - l 
b De snijpunten van de grafieken van/ eng met de lijn y = 4 zijn respectievelijk 

(i, 4)en et. 4). 
Voor i ~ x < ! geldtf(x) < 4 en voor 4 ~ x < 1 is g(x) > f(x). 

De gevraagde oppervlakte is dan 

f (4 - ,c')dx+ { (x-2
- ,c')dx= [4x- ln ~rl); + [-x-1 

- In lxl]~ = 

((2 + In (2)) - (1 + 21n (2))) + ((- 1 - 0) - (- 2 + In (2))) = 2 - 21n (2). 
c Voor willekeurige a > 1 is de oppervlakte gelijk aan 

f
1

° (f(x) - g(x))dx = f
1

° (x-• - x -2)dx = [ In lxl +: r = Ina+ a-• - 1. 

Invoer: Y1 = In (X) + x-• - 1 en Y2 = 8 

Venster: Xmin = 0, Xmax = 10000, Ymin = 0, Ymax = 15 
Optie: CALC, intersect (Tl) of G-Solve, ISCT (Casio) 

De oplossing is a"" 8102,08. 
De kleinste gehele waarde van a > 1 waarvoor de oppervlakte minimaal 8 is, 

is dus a = 8103. 

2-2 Integraal en inhoud 

6 abc 

d 

e 
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H 

E 
/ 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

Q, / 

10 ,( 
/ , , 

/ I 
/ I 1 

/ 

D / I ' p --~ - - / ,.,,... - - - - C .,. ' I; 
/ 

, ,, 
/ 

/ R ........... 
/ 

/ 
/ ' ' 

A 10 8 

Maak gebruik van de gelijkvormigheid van driehoeken: 
CG PQ 10 PQ 

6.DCG-6.DPQdus - = - -. - = - -. PQ=3. 
DC DP 10 3 

CB PR 10 PR 
Uit6DCB- 6.DPR volgt - = - -. - = - -. PR=3. 

DC DP 10 3 
De oppervlakte van driehoek PQR = 4PQ ·PR= 4 · 3 · 3 = 44. 
DP = x dus volgt uit de gelijkvormigheid van driehoeken dat PQ = x en PR = x. 

De oppervlakte van 6.PQR is dan 4 ·PR· PQ = 4 · x · x = 4x2
• 
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7a De getekende prisma's vallen alle binnen de piramide. 

Het grootste prisma begint op x = 9, het kleinste op x = 1. 

Er zijn dus 9 prisma's met hoogte 1, zodat de benadering voor de inhoud wordt 
9 9 

L tct+k)2· 1 =tLct+k>2= 
k=O k=O 

te ct>2 + o 02 + c202 + C3t>2 + C402 + c502 + C6t>2 + C702 + cs02 + C9t>2> = 

!·332!=166! 

b Omdat de prisma's alle binnen de piramide vallen zal de benadering kleiner zijn 

dan de exacte inhoud van de piramide. 
10 

C J trdx = [~x3]~0 =~ · 1000= 166~ 

0 

d Voor de inhoud van een piramide geldt/=}· oppervlakte grondvlak x hoogte. 
Met 6.BCG als grondvlak met oppervlakte 10 x 10: 2 = 50 en CD= 10 als hoogte 

geeft de formule/=}· 50 · 10 = 166~. 

De uitkomst is hetzelfüe als bij de integraal. 

Ba Manier 1: 

De verhouding tussen PQ en ais gelijk aan de verhouding tussen de hoogte 

TM= 15 en de breedte AB= 10. Dus PQ= :~a = fa . 

De oppervlakte van het vierkant wordt dan: (~a)2 = ia2
• 

b De inhoud van het blok met zijden PQ en QR en dikte 6.a is 

PQ2 
• 6.a = (j a)2 

• 6.a = ta2 
• 6.a. 

Met een groot aantal van zulke blokken kun je de inhoud van piramide T.ABCD 
n- 1 n- 1 

benaderen door de Riemann-som Lf(m
0 

+ k · 6.a) · 6.a = L i(m
0 

+ k · 6a)2 
• 6.a. 

k=O k=O 

Door 6.a steeds kleiner te nemen als a het interval [O, 15] doorloopt gaat de 
15 

Riemann-som over in de integraal J ia2 da. 

15 

c J ia2 da= [2~a3
]~

5 = 500 - 0 = 500 

0 
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0 

Sa De straal rneemtevenredig met de hoogte h toe. 

De toename van de straal ris 20 - 10 = 10 cm overeen hoogte van 40 cm, 

ofwel 10 : 40 = k cm toename van r per cm stijging. 

De beginwaarde van de straal is 10 cm voor h = 0, dus r = 10 + kh. 
b De oppervlakte van een cirkel op hoogte h is n,2 = n( 10 + kh)2

• 

De gevraagde inhoud is 
40 

J n(10+kh)2dh=n[!OO+kh)3 ·4]: = 

0 

pc((10 + k · 40)3
- (10 + 0)3

) =pc(S000-1000) = 28~ ncm3 = ~ dm3 = 9~ dm3 

© Noordhoff Uitgevers bv 
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1 Da De stelling van Pythagoras geeft 
x1 + ,-2= R2 

12 =R2 - x2 

r= V52 - 22 =€1 

De oppervlakte is n,2 = 21n. 
b ,. = YR2 - r = Y52 - r = v~25 ___ .r_'. 

De oppervlakte is n,2 = n(25 - r). 
5 

C f 1t(25 - x2)dx= 1t[25x - }x'n =7t( (125 - k · 125) - (0 - 0)) = pt · 125 = 83!7t. 

0 

d De inhoud van de halve bol is 4 · rn · 53 = 83!7t. 
Dit antwoord komt overeen met dat van onderdeel c. 

11 a De oppervlakte van de cirkel is n,2 = 1th. 
4 

b f nhdh=4n[h2]~=4n· 42=8ncm3 

0 

2-3 Omwentelingslichamen 

12a 

b 

C 

d 

13a 
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Voor x =kis J(k) = V;f - k = k, dus de oppervlakte van de cirkel is n{k)2 = WC· 
Voor x = i is J(i) = ~ - i = ~. dus de oppervlakte van de cirkel n(~ )2 = ;rt. 
Voor elke waarde van O ~ x ~ 1 is de oppervlakte van bijbehorende cirkel gelijk 
aan 7t (Vx - x)2 = 7t (x - 2xVx + r) . 

. . 1 - 0 1 1 1 1 
H1ens n=4 + 1 = 5; ~= -

5
- = 5enm0 =0+ 2 · 5= ïö· 

De Riemann-som is L g( /0 + kk) · k, 
k=O 

Tl: sum(seq (0,2n*(X - 2XVX + X2);X; 0, 1; 0,9; 0,2)) "" 0, 1081 

Casio: Sum Seq (n*(X - 2XVX + X2);X; 0, 1; 0,9; 0,2) · 0,2 "" 0, 1081 
1 t n(x - 2x1l + x2)dx = n [4r - îr! + }x3

] ~ = ( (4 - Ï + D- O)n = tö7t 

y 

Voor de nulpunten geldtf(x) = 0. 

x - }r=O 

!x(3 - x) = 0 
x=Oofx=3 

38 
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b Het ingesloten deel van de grafiek ligt tussen de nulpunten. 
3 3 t n(x - tx2/ dx = 7t · t (x2 - ~x' + ~) dx = 7t · [ !x' - ix4 + d5x

5 
] ~ = 

n· ((9 - 13t+sD - o)=fon 
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14a y 

3 

2 

--=o+---+---------+---x 
2 3 4 

15a Y 

Om de inhoud van het gevraagde omwentelingslichaam te berekenen moet je de 

inhouden van twee omwentelingslichamen van elkaar afte trekken. Dit komt 
3 3 

overeen met f n(f(x))2 dx - f n(g(x))2 dx. 

0 0 
3 3 3 3 

b f n(f(x))2dx - f n(g(x))2dx= f n(4x - x2)2dx - f nx2dx= 

0 0 0 0 
3 3 3 

f n(16x2 - 8x3 + x4)dx - f nx2dx= n f (15x2 - 8x3 + x4) = 

0 0 0 

n[ 5x' - 2x4 + !x5 
] ~ = n( 135 - 162 + 48 D = 21 ~ 
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c Met de andere integraal bereken je de inhoud van het omwentelingslichaam dat 

hoort bij het gebied dat wordt ingesloten door de grafiek van h(x) = f(x) - g(x) = 
3x - .x2endex-as . 

3 3 3 

f (n(h(x))2)dx=n f (3x - .x2)2dx=n f (9.x2 - 6.x3+x4)dx= 

0 0 0 

n[ 3x' - 1 ~ 4 + !x5 J: = n( ( 81 - 121 t + 48 D - 0) = 81o7t 

d De functies feng snijden elkaar in punt (3, 3). 

De inhoud van het gevraagde omwentelingslichaam is de som van de inhouden 

van twee omwentelingslichamen: 

f3

n(g(x))2dx+ f4

n(f(x))2dx= f3

n.x2dx+ f4

n(4x - .x2)2dx= 
0 3 0 3 
3 4 3 4 t 7tx2dx + { n(16.x2 - 8x' +.x4)dx = n t .x2dx+ n { (16.x2 - 8x' + .x4)dx = 

n [tx3 ]: + n [ 5!x' - 2.x4 + !x5 
] : = n(9 - 0) + n(34 1

2
5 - 30D = 12/sn 

16a Voor de snijpunten geldt 

3v'x= 1tx 

9x=2ix2 

x2 - 4x=O 

x(x - 4)= 0 
x= 0 ofx=4 

Hieronder een plot van beide functies. Het gebied Gis gearceerd. 

y 

[ 
J ' ] 4 J [ J ]4 9n 2r 

O 
- 2vi: 3x' 

0 
= 72n - 48n = 24n 

40 
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c De x-coördinaten van de snijpunten zijn opnieuw x = 0 en x = 4. 

f \c(3Vx + 1)2dx - f \c(14x+ 1)2dx= 7t f 4 

(9x+ 6Yx+ 1)dx - 7t f 4 

(2kx2 + 3x+ l)dx = 
0 0 0 0 

7t t4 

(- 2kx2 + 6x + 6Vx) dx = n [- }x3 + 3x2 + 4xVx]: = 32n 

17 De inhoud van het omwentelingslichaam is 

V = t4

n(Y4 - x) 
2

dx= 7t t4 

(4 - x)dx = n [4x - 4r]: = 81t. 

Verder is 

M = 1t f 4x(Y4 - x)
2 

dx = 7t f 4 

(4x - x2)dx = n [ 2x2 - ~ ]: = 1 Opt. 
0 0 

M 10pc 1 Dusx=-= =1-. 
' V 8n 3 

2-4 Wentelen om de y-as 
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18a Door f(x) = 3x te spiegelen in de lijn y = x verwisselen x en y van plaats. Er geldt 

dusx= 3y. 

Dit geeft y = tt, dus g (x) = tx. 

b Bij draaiing van/ om de y-as worden alle punten van/ die behoren toty in het 

interval [O, 5] rond de y-as gewenteld. 

Door de spiegeling in de lijn y = x wordt het bereik van/het domein vang. 

Bij draaiing vang om dex-as worden dus alle punten vang die behoren tot x in 

het interval [O, 5] rond de x-as gewenteld, dus het integratie-interval is [O, 5] . 
5 5 

J 
() )2 d J 1 'dx [) --'] 5 17 7t 3X x= 7t. 9r =7t v>-- o = 4v7t 

0 0 

19a x -±.!...,. ... ~ f(x) 

( ) 
- 1 e-g x ~ ... f-"-- x 

Het functievoorschrift van de inverse functie g is dus g(x) = e' - 1. 

b De grafiek vanf(x) = In (x+ 1) is de grafiek vany= In (x) verschoven met 1 naar 

links. 

De oorsprong is dus een nulpunt. Het gebied wordt verder beperkt door y = 2. Bij 

draaiing van/ om de y-as worden alle punten van/ die behoren toty in het interval 

[O, 2] rond de y-as gewenteld . 

Het integratie-interval is dus [O, 2] . 
2 2 

c J n(e' - 1)2dx=7t J (e2x - 2e< + 1)dx=n[4e2x - 2e< +x]: = 

0 0 

n[ (4e4
- 2e2 + 2) - (4 - 2)] = (4e4

- 2e2 + 34}n"" 50,33 
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20a y 

----0+------,-------x 

Gis het gearceerde gebied hierboven. 

b De y-waarden van Glopen van 1 tot e. 

De inverse functie vanf(x) = e' is g(x) = In (x). 

De inhoud van het omwentelingslichaam is J\c(ln (x))2dx. 
1 

Primitiveren lukt hier niet, dus benader je de inhoud met je rekenmachine. 

Invoer: Yl = n(ln(X))2 

Venster: Xmin = 0, Xmax = 4, Ymin = 0, Ymax = 5 

Optie: CALC, I/{x)dx (Tl) of G-Solve, fdx (Casio) 

De oppervlakte is 2,26. 

c De inhoud van het omwentelingslichaam dat ontstaat als je om de x-as wentelt is 

J 
1

n · e2 dx - f 
1

n · e2xdx = n [ e2x J: -n[te2x]: = n(e2 
- 0) - n(te2 

- D = ~(e2 + 1). 
0 0 

21a y 

2 

- ----------------x 0 2 3 4 5 

De y-waarden die horen bij gebied Glopen van O tot 2. 

De inverse functie van f(x) =~is g(x) = x2 + 1. 

De inhoud van het omwentelingslichaam dat ontstaat als je Gom de y-as wentelt is 

? ? 

f -n(x2 + 1)2dx = n f -(x4 + 2.x2 + 1 )dx = n [!x5 + ~x3 + x]~ = 13 :~. 
0 0 

42 
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b 

22a 

b 

C 

23a 

y 

--,-l--------,;'------~---+-~ x 
0 2 3 

De y-waarden die horen bij gebied Glopen van O tot 1. 

De inverse functie van k(x) = In (x) is m(x) = e'. 

De inhoud van het omwentelingslichaam dat ontstaat als je Gom de y-as 

wentelt is 
1 1 t 7t · e2dx - t 7t · e2xdx = ne2[x]: - n [~ 2x]: = ne2- n(~2- D = 4n(e2 + 1). 

Dit is overigens hetzelfüe antwoord als dat bij opgave 20c. 

Als je G wentelt om de y-as krijg je een omwentelingslichaam met een grotere 
inhoud, omdat de ringen waaruit dat lichaam is opgebouwd wijder zijn dan de 
ringen die je krijgt als je Gom de x-as wentelt. 
De grafieken snijden elkaar bij x = 0 en x = 1. 

Op het interval (O, 1) isf(x) > g(x). 

f 1n (f(x))2dx - f 1n (g(x))2 dx = f 1nx2 dx - f 1nx4 dx= [~ ]~ - [bu5
] ~ =pc - be= 1~7t 

0 0 0 0 

De functie fis de inverse van zichzelf en h (x) = Vx is de inverse functie vang. 

f in(Vx/ - f in (x)2 = f inx - f inx2 = [4nr ]~ - [~ ]~ = 4n - pc = be 
0 0 0 0 

f 2 ( 4 )2 f 2 f 2 
( 8 16 ) f 2 

_t 1+x+ 2 dx - _
1
n·1

2
dx=7t _

1 
1+x+ 2 +(x+ 2)2 dx - n _

1
1dx= 

nf
2 

( -

8
- + ( 

16 
r)dx=n[s · lnlx+21 - _J_§_]' -

_ 1 x+2 x+2 - x+2 _
1 

n((8 · In (4) - 4) - ( - 16)) = n(8 · In (4) + 12) 

4 
b De inverse functie g vanfkrijgje als je in y = 1 +--

2 
de x en de y verwisselt. 

x+ 
4 

x=1 +--
y+2 

4 
--=x - 1 
y+2 

4 
y+2=-­

x - 1 
4 

y= - 2+-­
x - 1 

4 
Dusg(x)= - 2+-­

x - 1 
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f 2 f 3 

( 4 )' f 2 f 3( 16 16 ) n(2)2dx+ 7t· - 2+-- dx=n 4 dx+n 4 - --+ ( )2 dx= 
1 2 x - 1 1 2 x - 1 x - 1 

, [ 16 ]
3 

n [ 4x]; + 7t 4x - 161n lx - 11 - x _ 
1 2 

= 

n(8 - 4) + n((12 - 161n (2) - 8) - (8 - 161n (1) - 16)) = 

4n + n(12 - 161n (2)) = 16n - 16nln (2) 

2-5 Lengte van een grafiek 
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24a 
y 

20 

10 

A --4--iE!!:~::_ _________ X 

0 2 3 

b IOAI + IABI + IBCI = 
V o - 0)2 + o - 0)2 + V (8 - 1)2 + c2 - 1)2 + V (27 - 8)2 + (3 - 2)2 = 

v2+vsö+V362,..,, 27,51 

c De lijnstukken geven de kortste verbinding tussen de punten terwijl de grafiek 

er een boog tussen maakt. De werkelijke lengte is dus groter dan de som van de 

lengten. 

d De punten waarmee je nu te maken krijgt zijn 

(0, 0), (t k), ( 1, 1), (1 t 31), (2, 8), (2t 15i) en (3, 27). De benadering is dan 

Vck - 0)2+ C! - 0)2 + VC1 - k)2 + (1 - !>2+ VC3i - 1)2 + (1 ! - 1)2+ VC8 - 3i>2 + (2 - 1 !>2 + 

VC15 ~ - 8)2 + c2! - 2)2 + V (27 - 15~)2 + (3 - 2~)2. 

Tl: sum(seq(Y ( (X + 0.5)/\3 - X/\3)2 + (0.5)2, X, 0, 2.5, 0.5)) ,..,, 27,63 

Casio: Sum Seq (Y( (X + 0.5)/\3 - X/\3)2 + (0.5)2, X, 0, 2.5, 0.5)) ,..,, 27,63 

25a IPQI = Y(ru)2 + (61)2 = ~ (ru)2( 1 + ~:) = ~ (ru)2( 1 + (:)
2
) = ( 1 + (:)

2
) 

b 

C 

d 

Omdat:'""" f'(x) is IPQI = ( 1 + (:)
2
) ,..,, Y(1 + f' (x)2) · ru. 

J 
3

Y1 + (3x2)2dx= J 
3

Y1 +9.x4dx 
0 0 

Invoer: Y1 = -Y(1 + (3X2)2) 

Venster: Xmin = 0, Xmax = 5, Ymin = 0, Ymax = 30 

Optie: CALC if(x) dx (Tl) of G-Solve, fdx (Casio). 

De oppervlakte is 27,66. 
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26a y 

_ _,__------+--------'---X 
- 1 

0 

b De afgeleide: 

f '(x) = to - .x2)-L - 2x = - X 
- V1 - x2 

De integraal: 

X - x-

f I J ( )' f I F+6 f 1 ( 1 ) 1 + - dx= 1+ dx= dx 
-1 V1 - x2 -1 1 - x2 _1 1 - x2 

c Primitiveren lukt hier niet. 
Invoer: Y1 = (1 - X1)-1 

Venster: Xmin = -2, Xmax = 2, Ymin = 0, Ymax = 5 
Optie: CALC, fftx)dx (Tl) of G-Solve, Jdx (Casio) 

De lengte van de grafiek is 3, 14. 

d De grafiek is de halve eenheidscirkel, dus is de lengte daarvan gelijk aan 4 · 2n = n. 
Dit klopt met het antwoord bij onderdeel c. 

27 De afgeleide: 

28a 

() 
? ,, r ? t 

f X = 3X VX = 3x 1 

f' (x) = ~ · !x = Vx 
De lengte L van de grafiek vanf 
3 3 3 

J V1 + cVx)2 dx= J Vl+xdx= Jo +x)ldx= [~o +x)~]~=s ~- ~= 4~ 

0 0 0 

y 

--'-------0-1--------'-- X 
- 1 

b De afgeleide: 
1 - 2.x' 

f' (x) =~ · - 4x3 = -;:== 
V1 - .x4 V1 - x4 
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29a 

b 

C 
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De lengte van de grafiek vanf 

J
) ~ 

-1 -V 1 +~dx 

Invoer: Yl = -Y(l + 4X"6/(1-X"4)) 

Venster: Xmin = -2, Xmax = 2, Ymin = 0, Ymax = 5 

Optie: CALC, I/{x)dx (Tl) of G-Solve, fdx (Casio) 

De lengte van de grafiek is 3,35. 

16 
y 

,, 
14 

12 

10 
y=xz 

8 

6 

4 

2 

X 
-4 -3 -2 -1 0 2 3 4 

In de buurt van x = 0 is de parabool steiler en zakt meer door. De kettinglijn is 

daar wat ronder. 

Verder weg van x = 0 is de kettinglijn juist steiler. 
I' (x) =}(e +e-x) 

J 1 -

J;'(x) = tcex + e -x · - 1) = te~ - e-x) 

De lengte van de grafiek vanJ; voor O ~ x ~ 4: 

f \11 + (!(e - e-x))2 dx= f 4Y1 + {ke2x - ! + ke-2x)dx= f 4!Ye2x + 2 + e-2xc1x = 
0 0 0 

f 
4

}Vcex + e -x)2 c1x= f \c~ + e-x) c1x = [}c~ - e -x)]
4 

= }(e4
- 2-) ""27,29 

o - o - - o - e4 

Primitiveren lukt hier dus, maar als je dat niet ziet kun je natuurlijk (gezien de 
formulering in de vraagstelling) je rekenmachine gebruiken. 

Invoer: Yl = 0,5*-Y(e"(2X) + 2 + e"(-2X) 

Venster: Xmin = -5, Xmax = 5, Ymin = 0, Ymax = 30 

Optie: CALC, I/{x)dx (Tl) of G-Solve, Jdx (Casio) 

De lengte is 27,29. 

30a De afgeleide: 
f(x) = 2Y(x + 4)3 = 2(x+ 4)1 

f' (x) = 2 · ~(x+ 4 )1 = 3 (x + 4)1 

De wortel: 

Yl + (f'(x))2 = Y1 + (3(x+4i )2 = Y1 +9(x+4)= Y9x+37 

46 
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b Een primitieve van g (x) = Y9x + 3 7 is van de vorm G (x) = a (9x + 3 7)1. ---De afgeleide van a(9x + 37)1 is gelijk aan a · ~(9x+ 37)~ · 9 = 13taV9x+ 37. 
1 

Dit moet gelijk zijn aan Y9x + 37. Dus moet a = 
13 

t = i, zijn. 

Een primitieve van g(x) = Y9x+ 37 is dan G(x) = 2~(9x+ 37)~. 

c De exacte lengte van de grafiek van/tussen de punten Pen Q is dus 

[ 2~(9x+ 37)]~4 =i7 • 37V37 - 2~ = 2~(37V37 - 1). 

2-6 Lengte van een kromme 
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31 a L"" V (fu.)2 + (6y)2, naarmate fu (en dus Lly) kleiner is zal dit beter kloppen. 

? (fu.)2+ (L.y)2J ?((fu.)2 (6y)2) J(fu.)2 (6y)2 (L.t)- (L.t)- - + - = - + - ·D.t= 
(L.t)2 L.t L.t L.t L.t 

f(ru)2 + (6y)2. L.t"" Y(f' (m.))2 + (g' (m.))2. L.t '\.j L.t L.t I 1 

fu 
De gemiddelde helling L.t nadert naarf'(m) als L.t (en dus fu) naar O nadert. 

De gemiddelde helling L.y nadert analoog naarg'(m.) als L.t (en dus L.y) naar O nadert. 
L.t 1 

Il 

b L V (f' (m))2 + (g' (m))2 · L.t nadert naar L = J V (f' (t))2 + (g' (t))2 dt als L.t ~ 0. 

a 
c De afgeleiden: 

32a 

x'(t) = - 3sin(t) 
y'(t) = 3cos(t) 

De lengte van de kromme K: 
~ ~ ~ 

J V ( - 3sin (t))2 + (3cos (t))2 dt = 3 J V (sin (t))2 + (cos (t))2 dt = 3 · J 1 dt = 3 · [x ]~" = 6n 

0 0 0 
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t 
y 

4 

••••••••••••••••••• 
'•J,< 2 ••••••· 

t L 
'• r••••• •• •• •• •• ··-- .. .... •, ... ' -------~""5::"-------x 

0 ··-•• , 4 -6 -4 -2 6 ···-.... .... .... .... .. t t t 
-2 

t 
b De afgeleiden: 

x'(t) = - 6sin(t) 

y' (t) = ~ · 3cos (~t) = 2cos (~t) 
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De lengte van de kromme K: 
2n 2n 2n 

f V( - 6sin (1))2 + (2cos (~t))2 dt = f Y36(sin (1))2 + 4(cos (~t))2 dt = f 2Y9 (sin (1))2 + (cos (~t))2 dt 

0 0 0 

Invoer: Yl = 2*-Y(9sin(X)2 + cos(2/3X)2) 

Venster: Xmin = 0, Xmax = 8, Ymin = 0, Ymax = 10 

Optie: CALC, [/{x)dx (Tl) of G-Solve, Jdx (Casio) 

De lengte van Kis 26,22. 

33a De afgeleiden zijn x'(t) = 6t en y'(t) = 6t2. 

De lengte van Kis f \ / (6t)2 + (6t2)
2 dt. 

0 

b f \ / (6t)2 + (6t2)
2 dt= f 16Vt2 +t'dt= f 16tV1 +t2 dt 

0 0 0 

c Als G(t) = a( 1 + t2)Y1 + t2 de primitieve van g(t) is, dan moet gelden G'(t) = g(t) . 

G'(t) = a 2t · Yl + t2 + (1 + t2) · = a + = 3a · tY1 + t2 ( 
~ · 2t ) (2t(1 + t2) t(1 + t2)) 

V1 + t2 V1 + t2 V1 + t2 

Er geldt 3a = 6, dus a = 2. 

d f1

6tV 1 +t2dt= [20 +t2)V1 +t2]~= 4V2 - 2 
0 

34a Voor snijpunten met de x-as geldt y = 0. 

e' · sin(t) = 0 

sin(t) = 0 

t=Ovt=n 

Voor snijpunten met de y-as geldt x = 0. 

e' · cos(t) = 0 
cos(t) = 0 
t=in 

De snijpunten met de assen zijn dan (e0cos(O), 0) = (1, 0) en (e"cos(n), 0) = (- e", 0) 

en ( 0, e~ · sin(~)) = ( 0, ei!.n) . 
b De afgeleiden: 

x'(t) = e'(cos(t) - sin(t)) 

y'(t) = e'(cos(t) + sin(t)) 

De integraal voor de lengte van K: 
1t 

f Ye21 (cos (t) - sin (t))2 + e21 (cos (t) + sin (t))2 dt 

0 
1t 1t 

c f Ye21 (cos (t) - sin (t))2 + e21 (cos (t) + sin (t))2 dt = f e'Y2(sin (t))2 + 2(cos (t))2 = 

0 0 

[ e'V2]~ = ( e" - 1 )V2 
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35a 
y 

2 

K ,,······ •• •• •• 
t 

•• 
--+--·------'••,••~-·----·--X •• 0 2 

·1 

·2 

3 • •• _ 4 5 61 --. : .. ' ••• • ··-·· 

b De afgeleiden: 

x'(t) = 1 - cos(t) 

y'(t) = cos(t) 

De lengte van de kromme K: 
21! 21! 

f Y(1 - cos(t))2 + (cos(t))2 dt= f Y1 - 2cos(t)+2(cos(t))2 dt. 

0 0 

Invoer: Yl = -Y(l - 2cos(X) + 2cos(X)2) 
Invoer: Xmin = 0, Xmax = 8, Ymin = 0, Ymax = 5 
Optie: CALC, fftx)dx (Tl) of G-Solve, Jdx (Casio) 

De lengte van Kis 8,21. 

36a Voor snijpunten met de y-as geldt x = 0. 

t3 - t=O 

t(t - 1)(t+ 1) =0 

t = - 1 of t = 0 of t = 1 

Deze waarden van t komen overeen met de punten (0, 3) (twee keer) en (0, 4). 

Voor snijpunten met de x-as geldt y = 0. 

4 - t2 =0 

(2 - t)(2 + t) = 0 
t= - 2 of t=2 

Deze waarden van t komen overeen met de punten (- 6, 0) en (6, 0). 

b Hetdomein: 

y= 4 - t2 ~o voor - 2~ t~ 2 

De afgeleiden: 

x'(t) = 3t2 - 1 en y'(t) = - 2t. 

De lengte van het deel van de kromme dat boven de x-as ligt: 
2 2 

f \/ (3t2 - 1)2 + c- 2r)2 dt= f V9t - 2r2 + 1 dt. 

- 2 - 2 

c Invoer: Yl = -Y(9X"4 - 2X"2+ 1) 

Invoer: Xmin = -4, Xmax = 4, Ymin = 0, Ymax = 20 

Optie: CALC, fftx)dx (Tl) of G-Solve, fdx (Casio) 

De lengte van het gedeelte van de kromme dat boven de x-as ligt is 16,21. 

© Noordhoff Uitgevers bv 
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2-7 Gemengde opdrachten 

Pagina 46: 

37a 
X=P 

0 1 3 4 X 

Als p onbeperkt toeneemt, wordt A(p) willekeurig groot. 

b /(p) = JP m -2 c1x = [- m -1]'; = n(l - p - 1) 

1 

Als p onbeperkt toeneemt, gaat de term p-• naar Oen nadert /(p) dus naar n. 

38a Het gebied onder de grafiek van gis een rechthoek. 

De oppervlakte van een rechthoek is lengte x breedte= (b - a)c. 

Dit moet gelijk zijn aan de oppervlakte onder de grafiek van/ 
b b 

b (b - a)c = f f(x)dx, dus c = (b ~ a) · f f(x)dx 

C 

a a 

De gemiddelde functiewaarde van de functief(x) =rop het interval [O, 1] is 
1 

1 f x1 dx = [1x1J • = l 1 - 0 3 0 3· 

0 

De gemiddelde functiewaarde van de functief(x) =rop het interval [O, 3] is 
3 

3~0 f rdx=H!x1]~=3. 
0 
p 

1 f , '[' --l]" 1 , p - 0 .rdx=; 3Á- o= 3p-

o 
Er moet gelden w2 = 12, dus p2 = 36, dus p = 6. 
In dit vraagstuk is p > 0. Dit kun je bijvoorbeeld afleiden uit de notatie [O, p] . 

Dus p = - 6 vervalt als oplossing. 

50 
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b 

C 

d 

HOOFDSTUK 2 - TOEPASSINGEN VAN INTEGREREN 

y 

(h, R) 

(0, r) 

0 X 

R - r R - r 
De helling van deze lijn is --, dus is y= --x+ reen vergelijking van de lijn. 
h h h 

f n(R h rx+ ,-)
2 

dx 

0 
h 

f naR h rx+r)
2

dx= 

0 

h · 1t · R3 

3 · (R - r) 

Pagina 47: 

h·1t·13 

3 · (R - r) 
-

h 

7t (-R_- _rx + r)3 
R - r h 

3.--
h 

[ 
h·n (R - r )

3]h - x+r -
3 · (R - r) h 

0 

0 

h · 1t · (R3 - 13 ) h · 1t · (R - r) (R2 + Rr + r2
) 

---------= t,r.Uf- + Rr + 12)h 
3 · (R - r) 3 · (R - r) 

40a Het moment van het k-de rechthoekje is (m0 + k · .6.x) · f(m0 + k · .6.x) · .6.x. 
n - 1 

Sommeren over allen rechthoekjes geeft de Riemann-som L (m
0 

+ k · .6.x) · f(m
0 

+ k · .6.x) · .6.x . 
k=O ,, 

Als .6.x naar O nadert gaat de Riemann-som naar M = f x · f(x) dx. 

a ,, 

b M =x2 • f f(x)dx, 

a 

M 
dus x2 = b 

J f(x)dx 
a 

,, 

1, f X ·f(x) dx 

Omdat M = f x · f(x) dx is dus x
2 

= -
0
-,,---

a f f(x)dx 

a 

© Noordhoff Uitgevers bv 
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y 

4 

Het moment: 

4 4 4 f x ·f(x) dx = f x(4x -x2)dx= f (4.x2 - x3) dx= [ 1 :tx3 - ix4
] : = 21! 

0 0 0 
De oppervlakte ingesloten door fen de x-as: 

4 4 

{f(x)dx= J
0 

(4x - x2)dx= [2x2 - tx3]: = 10} 

De x-coördinaat van het zwaartepunt van het gebied G: 
211 

X =___2=2 
z 1oi 

, , 

3 

T 
.J 

, , 
A .,, -- -- -- -- -- -- -- --• '- -- -- - - - - - - - - - - -, , , 

C 

, , 
, , , 

In de figuur zijn enkele hulplijnen getrokken, o.a. AB en CD, de assen van de 
halve cilinders en TM, de verbinding tussen het snijpunt van de assen en de top 
van het kruisgewelf. 

De doorsnijdingsfiguur bij het vlak door A, Ben T is een halve cirkel met een 
straal van 5 meter, dus is de hoogte van het kruisgewelf ook gelijk aan 5 meter. 

b 41PQI = v'IPMl2 
- h2 = V25 - h2 

De hoogte en de breedte van het vierkant op hoogte h is dus gelijk aan 2v'25 - h2
• 

De oppervlakte van een doorsnede op hoogte h is (2V25 - h2
)
2 = 4 (25 - h2

) = 100 - 4h2
• 

c De inhoud van het kruisgewelf is 

f 
5

(100 - 4h2)dh = [100h - ih3]
5 = 500 -

500 
= 3331 m3. o . 3o . 3 3 

se 
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T-1a 

Test jezelf 

Pagina 50: 

De gevraagde oppervlakte bestaat uit drie delen. 

Het linkerdeel en het rechterdeel zijn samen net zo groot als het middelste deel. 

De oppervlakte van het middelste deel in twee stappen berekenen: 
51! 

J (4 - cos (x))dx= [}x - sin (x)]~ = fï7t - }- bc + 4V3 = !n- 4 + 4V3 
l'1t 
J 

1! 1t 

' f (sin (x) - cos (x))dx = [-cos (x) - sin (x)] ;~"= }V2 + 4V2 - 4V3 +} = V2 - 4V3 +} 
~ • 

De oppervlakte van het middelste deel is~ - 4 + 4V3 + V2- 4V3 + 4 = !n + V2. 

De totale oppervlakte is 2 · (!n + V2) = 4n + 2V2. 
b Het rode gebied links van de y-as heeft een oppervlakte gelijk aan 

f O 

(1 + cos (x))dx + - f O 

sin (x)dx = [x + sin (x) ]~" - [-cos (x) ]~" = (0 + n) - (- 1 - 1) = 7t + 2. 
- 1! - 1! 

Rechts van de y-as heeft het rode gebied een oppervlakte gelijk aan 

!7t ! f' (1 + cos (x))dx - f "'sin (x)dx = [x + sin (x) ]t" - [ - cos (x) ]t" = (4n + 1) - (1) = 4n. 
0 0 

Het hele rode gebied heeft dus een oppervlakte van (n + 2) + 4n = 1 4n + 2. 
De oppervlakte van het blauwe gebied is 

f1: sin (x)dx - f! (1 + cos (x))dx = [ - cos (x) ];" - [x + sin (x) ]~ = ctn + 1 )- (1) = 

1- en - ctn+ 1))=2 - tn. 
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T-2a T T 

A 6 6 C 8 3 3 D 

Hierboven zie je twee doorsnedes van de piramide met daarin gelijkvormige 

driehoeken. x 
6 

Voor de helft van de lange diagonaal van de ruit op hoogte h geldt: 1 

12 - h 12 
Hieruit volgt datx

1 
= 6 - ih, dus de lange diagonaal van de ruit op hoogte h heeft 

lengte 12 - h. x 
3 

Voor de helft van de korte diagonal van de ruit op hoogte h geldt: 
12 

~ h 
12

. 

Hieruit volgt datx
2 

= 3 - kh, dus de korte diagonaal heeft lengte 6 - 4h. 

b De oppervlakte van de ruit op hoogte h is 4( 12 - h) (6 - 4h) = (6 - 4h)2. 
12 

c De inhoud van de piramide is f (6 - 4h)2 dh= [- ~(6 - 4h)3
]~

2 = (0 - (- ~ · 63
)) = 144. 

0 

T-3 {\c · 22 dx - {\c · ('}~)2 dx = [ 4nx g- [~1 
;)~ = 

(32n - sn) - C19bc - 1 bcW) =n(4~ + 1 !V4) 

T-4 De inverse functie van/is g(x) =x3• 

V2 ·"2 t 7t · 22 dx - t n(x3
)
2 dx = n[4x] f 2-n[4x1]f = 41t"V2 - 17e"V2 = 3,t1t"V2 

T-5a De afgeleide: 

f' (x) = 
1

4vx2 +4. 2x =2-xYx2 + 4 
6 2 

De lengte van de grafiek van/voor O ~ x ~ VS: 
V5 V5 t Yl + (f'(x))2 dx= t Y~1-+~kr-,(-x2_+_4- )dx 

Invoer: Yl = -Y(l + 0.25X2(X2 + 4)) 

Venster: Xmin = 0, Xmax = 4, Ymin = 0, Ymax = 10 

Optie: CALC, ff{x)dx (Tl) of G-Solve, fdx (Casio) 

De lengte van de grafiek is 4,10. 

b 1 + !x2 (x2 + 4) = 1 + !x4 +x2 = k(x4 + 4x2 +4) = (i(x2 + 2))2 

De exacte lengte van de grafiek van/ voor O ~ x ~ VS: 

f Vst(x2 + 2) dx = [!x3 + x]f = 1 ~vs. 
0 

54 
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Pagina 51 : 

T-6a De afgeleiden: 

f'(t) = e' + e-1 
• - 1 = e' - e-1 

g'(t) = - 2 
Kwadraat uitwerken: 

(f'(t))2 + (g'(t))2 = (e' - e-1)2 + 4 = e21 - 2 + e-21 + 4 = e21 + 2 + e-21 = (e' + e-1)2. 

b De exacte lengte van de kromme is: J 
I

V (f' (x))2 + (g' (x))2 dx = f 1 

(e' + e-1
) dx = [ e' - e-1

] ~ = e - : . 
0 0 

T-7a y 

g 

G 
O=t----+---2---3---4--+5---x 

1 

J
5 ( 4 )2 J5 b 
1

7t x+ 3 dx=n· 
1

16(x+3)-2dx=1t· [- 16(x+3)-1]:=1t· ( - 2 - ( - 4)) =27t 

c Functie g snijdt de lijn x = 1 in punt (1, 1) en de lijn x = 5 in punt (5, 0. 
4 

De inverse functie h vang is h (x) = - - 3. 
X 

De exacte inhoud van het omwentelingslichaam dat ontstaat als je G wentelt om 

de y-as is 

J:n · 52 dx + J
1

1

n · (; - 3 )
2 

dx - J
0

1

n · l2 dx= 

! 1 1 

7t· J;2sdx+1t· J1 (16x-2 - 24x-• +9)dx - 7t· Jo ldx= 

7t· [2sx]~+1t· [- 16x- 1 - 24Inlxl+9xJi - n· [x]~= 

12tn+ 7t · (- 7 - (- 32 + 241n (2) + 4i)) - n = (32 - 241n (2))n 

T-Sa De vergelijking van de horizontale lijn door B is y = e0 + 1• 

De oppervlakte van het (van a afhankelijke) gebied is gelijk aan 

Ja+ I ea+I dx - Ja+ 
1

exdX = [ ea+lx]: +J - [ e ]: +I = (ea+I (a + 1 ) - ea+la) - (ea+I - e0 ) = e0 • 

a a 

De oppervlakte is dus gelijk aan 3 als a = In (3). 
b Er geldtf'(x) = ex. 

De lengte van de grafiek van/tussen A en Bis 
? ? 

r -v 1 + (f'(x))2 dx= r -v~1 +- e-2xdx. 

Invoer: Yl = -Y(l + eA2X) 

Venster: Xmin = 0, Xmax = 3, Ymin = 0, Ymax = 10 

Optie: CALC, ff{x)dx (Tl) of G-Solve, fdx (Casio) 

De lengte van de grafiek tussen A en Bis 4,79. 

c De inhoud van het omwentelingslichaam dat ontstaat als de rechthoek OPAQ 

wordt gewenteld om de x-as is gelijk aan J 
1

ne2 dx = [ne2x]~ = ne2
• 

0 
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De inhoud van het omwentelingslichaam dat ontstaat als het gedeelte onder de 

grafiek van/wordt gewenteld om de x-as is gelijk aan J \ce2xdx = [Fte2x t = Fte2 
- Ft· 

0 
De inhoud van het omwentelingslichaam dat ontstaat als het gedeelte boven de 

grafiek van/wordt gewenteld om de x-as blijft over. De inhoud hiervan is dus 

ne2 - !n(e2 
- 1) = Fte2 + Ft· 

Het laatste lichaam is qua inhoud dus 7t groter. 

T-9a Jr n(t:(x))2dx= Jr 1t(12 - .x2)dx 
- r - r 

b Jr n(,2 - x2)dx = n [,2x - tt3 [ , = n( (13 - i13 ) - ( - 13 + i13 )) = pc,3 

- r 

56 
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Vaardigheden 1 

Pagina 54: 

1 a 4x - x2 = x3 - 4x2 

x3 - 3x2 - 4x = 0 
x(x2 - 3x2 - 4) = 0 
x(x - 4 )(x + 1) = 0 

x = 0 of x = 4 of x = - 1 
b Uit de getekende grafieken en uit het antwoord van opdracht ais af te leiden 

ft.x) 5' g(x) voor - 1 5' x 5' 0 ofx ~ 4. 
c 4x - x2 = - 45 

.x2 - 4x - 45 = 0 

(x - 9)(x+5)=0 

x=9ofx= - 5 

De grafiek van/is een bergparabool. Hieruit volgt het antwoord x < - 5 of x > 9. 

2 a 2.x - 4=2 - Vx 

b 

C 

2.x - 6= - Vx 

(2x - 6)2=x 

4.x2 - 24x + 36 =x 

4.x2 - 25x + 36 = 0 

25 ± VC- 25)2 - 4-4-36 

2·4 
x=2iofx=4 
Alleen x =21 voldoet. 

Het domein is x ~ 0. 
Uit de plot en het snijpunt volgt dat 2x - 4 5' 2 - Vx als O 5' x 5' 2i. 

18x 
X 

3x - 1 
18x=x(3x - 1) 

18x = 3.x2 - x 

3.x2 - 19x = 0 
x(3x - 19)= 0 
x=O ofx= t=6i 

Beide oplossingen voldoen. 

Alleen x =! hoort niet tot het domein. 8x 
Uit de plot en de snijpunten volgt dat 

1 ~ x als x 5' 0 of i < x 5' 6 i. 

D 1 
3x - 1 

ee 1 

.x2 - 6x - 7 = - 2x + 14 

.x2 - 4x - 21 = 0 

(x - 7)(x + 3) = 0 
x= 7 ofx= - 3 

Beide oplossingen voldoen. 
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d 

e 

f 

VAARDIGHEDEN 1 

Deel 2 

.x2 - 6x - 7 = - (- 2x + 14) 

.x2 - 8x+ 7 =0 
(x - 7)(x - 1)=0 

x= 7 ofx= 1 

De volledige oplossing van de vergelijking is x = - 3 of x = 1 of x = 7. 

Uit de plot en de snijpunten volgt dat l.x2 - 6x - 71 < 1- 2x + 141 als - 3 < x < 1. 

23-x' _ ! -s 
23-x' = 2-3 

3 - x2= - 3 
.x2 = 6 
X = - V6 Of X = V6 

Uit de plot en de snijpunten volgt dat 23-x' > k 
als - V6<x<V6. 
2x+2 1 
--- --
.x2+2 x+1 

(2x + 2)(x + 1) = x2 + 2 
2.x2 + 4x + 2 = .x2 + 2 
.x2 +4x = 0 
x(x+4)= 0 
x=Oofx= - 4 
Beide oplossingen voldoen. 
Alleenx= - 1 hoort niet tot het domein. 

Uit de plot en de snijpunten volgt dat 
2
: + 

2 ~ - 1
- als x ~ - 4 of - 1 < x ~ 0. 

x-+2 x+1 

s - V2 + t.x2 = 5x + 1 4 

V2 +kr = 64 - 5x 

2+kx2 = (64 - 5x)2 

2+ kx2 =25x2 - 65x+42k 

24}.x2 - 65x +40k = 0 

65 ± VC- 65)2 - 4. 24~. 40~ 
x1.2 = 

62 x
1 
= 1 en x

2 
= 199 

2· 24~ 

Alleen x = 1 voldoet. 

Uit de plot en het snijpunt volgt dat 8 - Y2 + !x2 ~ 5x + 1 4 als x ~ 1. 

Pagina 55: 

3a Invoer: Yl = 10-0.4*6A(2-X) en Y2 = X-Y(X + 1) 

Venster: Xmin = 0, Xmax = 6, Ymin = -5, Ymax = 12 

Optie: CALC, intersect (Tl) of G-Solv, ISCT (Casio) 

De oplossing is x"" 0,22 of x ""4,33. 
Het domein is x~ - 1. 

Uit de plot en de snijpunten volgt dat 
10 - 0,4 · 62-x < xV x + 1 als - 1 ~ x < 0,22 of x > 4,33. 
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b Invoer: Yl = (X"3 - 2)/(4 - X"2) en Y2 = X - 1 

Venster: Xmin =-10, Xmax = 10, Ymin = -10, Ymax = 10 
Optie: CALC, intersect (Tl) of G-Solv, ISCT (Casio) 

De oplossing is x "" - 1,41 ofx"" 0,5 of x"" 1,41. 

Het domein is<~. - 2), ( - 2, 2), (2, ~). 
x' - 2 

Uit de plot en de snijpunten volgt dat 
4 

_ x
2 

> x - 1 als 

x< -2 of-1,41 <x < 0, 5 of 1,41 < x< 2. 

4a 9 - r ~ 0 geldt voor r ~ 9, dus voor - 3 ~ x ~ 3. 

6 - x ~ 0 geldt voor x ~ 6 

Aan beide voorwaarden moet worden voldaan, dus het domein is - 3 ~ x ~ 3. 

b De waarde onder de wortel moet groter dan of gelijk aan nul zijn en de noemer 

van de breuk mag niet nul zijn, dus er moet gelden x 4 + x1 > 0. 

Dit geldt voor alle waarden ongelijk aan nul, dus het domein is x< 0 ofx > 0. 

c De waarde onder de wortel moet groter dan of gelijk aan nul zijn en de noemer 

van de breuk mag niet nul zijn, dus moet gelden x + 4 ~ 0, dus x ~ - 4. 

d 

Verder moet er gelden 15 - 5Y x + 4 * 0. 

Vx+4 * 3 
x+4 ;t9 

x ;t 5 

Het domein is - 4~x < 5 ofx > 5. 

3x+ 17 
Er moet gelden ? 1 > 0 en de noemer van de broek mag niet nul zijn. 

x- +7 
De noemer van de breuk is door het kwadraat altijd groter dan nul, dus dit levert 
geen beperkingen voor het domein. 
3x+ 17 

1=0 
r+7 

3x+ 17 

r+7 
1 

3x+17=x2 +7 

r - 3x - 10=0 

(x - 5)(x+2)=0 

x= 5 ofx=-2 
3x+ 17 

Uit een plot en de snijpunten volgt dat ? 

7 
- 1 > 0 als - 2 < x < 5. 

x- + 

5a f./x) = (x5 + 3x - 2)3 

J;'(x) = 3(x5 + 3x - 2)2 
• (5x4 + 3) 

De factoren 3 en (5x4 + 3) zijn altijd positief. 

(x5 + 3x - 2)2 is nul of groter dan nul, dus de afgeleide van/
3 

is nul of groter dan nul. 

Conclusie: de grafiek van J; is overal stijgend. 

b J;,'(x) = p(x5 + 3x - 2)1,-
1 

• (5x4 + 3) 

J;,'(2) = p(25 + 3 • 2 - 2)1,-J • (5 • 24 + 3) = 83p • 361>- I 

Uit een tabel van Yl = 83X · 36"(X - 1) volgt dat voor p ~ 4 de 

richtingscoëfficiënt van de raaklijn in het punt met x-coördinaat 2 groter is dan 

één miljoen. 
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VAARDIGHEDEN 1 

Sa y 

8 

X 
-3 - 2 - 1 0 2 3 -3 

b Invoer: Yl = 3*(2/7)/\X en Y2= 1/100 

Venster: Xmin = 0, Xmax = 10, Ymin = 0, Ymax = 2/100 

Optie: CALC, intersect (Tl) of G-Solv, ISCT (Casio) 

De oplossing is x ""4,55. 

Uit de grafiek is af te lezen dat f(x) < ióo als x > 4,55. 

C g(x) = 64 
8 .4x= 64 
4x= 8 

(2)2x = 23 

2x= 3 

x= 1,5 

h(x) = 1 
~ - 4 = 1 

In (~- 4
) = In (1) 

x - 4=0 
x=4 

- 2 

7 ft.x) = 6 - 3 · (0,43Y heeft een horizontale asymptoot voor y = 6. 

- 1 

De grafiek van (0,43Y is dalend, dus de grafiek vanf(x) is stijgend. 

Het bereik vanf(x) is (~.6). 

g(x) = 2 + 5 · 1,4-x heeft een horizontale asymptoot voor y = 2. 

De grafiek van 1,4x is stijgend, dus de grafiek 1,4-x is dalend. 

De grafiek van g(x) is dus ook dalend. 

Het bereik van g(x) is (2, -'>). 

0,9 

0,8 

0,7 

0,6 

0,5 

0,4 

0,3 

0,2 

0,1 

0 

Sa 821=_1_ 
2V2 

b ~=!-125-i 

? 1 
8

ll _ _ 

- 1 21; 
(23)21 = 2-1} 

261 = 2-1i 

6t= - 1! 

t= - i 

60 

(531-2) = 5-1 . (53) -1 

5'-; = 5-31-1 
? 

t - 3= - 3t - 1 

4t= - k 
1 

t= -1 2 

2 3 
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6 . (!)3-1 = 2V3 ( 1 )
1
'-3 Sa C 30 - 7· V5 = - 5 

3. (3 -2)3-1 = V3 
( 1 ) r-3 

3. 321-6= 3l 7 · 1 =35 

321-5 = 3l 
5, 

(5 -;l -3 =5 
2t - 5=t 

5-}r+I} = 51 
2t= 5t 

- tf + 1 t= 1 
t=2! 

f= 1 
t= - 1 of t = 1 

b 4 - go.21+ 3 = 0 d e2-5x=~ 
go.21+ 3 = 4 1 

(23)°.21 + 3 = 22 
e2-5x = (e-X)i 

1 

20.61 +9 = 22 
e2-5x = e -rx 

1 

0,6t+ 9 = 2 
2 - 5x= - ïX 

0,6t= - 7 4~=2 
? 

t= - 113 x=i 

10a 26 - fï · 6x+? = 5 C e9-4x _ Ve" = 0 

131 • 6x+7 = 21 e9-4x = e}x 

~+ 7 = 77 9 - 4x=~ 
X + 7 = 6Jog(77) 4~=9 
X = 6Jog(77) - 7 x=2 

b 
- 3 

- +2= - 1 7°-5x d 
1 4 
- - - =0 
e' e2x 

- 3 1 4 
-= - 3 - - -
70.sx e' e2x 

70.sx = 1 1·e2x=4·e' 

0,5x= 0 e'=4 

x=O x=ln(4) 

11 a Voor grote waarden van x nadert de grafiek vanf(x) de waarde 14, dus de 

horizontale asymptoot is y = 14. 

Er is geen verticale asymptoot. 

b De noemer is nul als 3ex = 5. Dat is het geval voor x = In (i), dus de verticale 

asymptoot is x = In (i) . 

Voor grote waarden van x nadert de grafiek van g(x) naar f, dus een horizontale 

asymptoot is y = f. 
Voor kleine waarden van x naderen de waarden van 7ex en 3ex beide naar nul. 

De grafiek nadert dan naar - !, dus een horizontale asymptoot is ook y = -k. 
c Voor kleine waarden van x nadert e6x-5 naar nul. Dan nadert h(x) naar V4 = 2, dus 

de horizontale asymptoot is y = 2. 

Er is geen verticale asymptoot. 

d Voor kleine waarden van x naderen de machten van e beide naar nul. 

De grafiek nadert naar 4 · - 10 = - 40, dus de horizontale asymptoot is y = - 40. 

Er is geen verticale asymptoot. 
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VAARDIGHEDEN 1 

12a x - 2 > 0, dus het domein vanf(x) is (2, ~). 
31og (x - 2) - 1 = 0 

b 

31og (x - 2) = 1 
x - 2=3 

x = 5, dus het nulpunt is x = 5. 
y 

---;:.O;t-~--:----::::;;,,"~;___---- X 

- 1 

- 2 

- 3 

-4 

c 2x > 0, dus het domein van g(x) is (O, ~). 

d 

13a 

1 

,Jog (2x) = 0 

2x = (,D0 = 1, dus het nulpunt is x = l. 
y 

2 

---,+-;-----------x 
- 1 0 

- 1 

-2 

-3 

-4 

-5 
1 

,Jog (2x) = 8 
1 . 

2x= (vH 
X- (l\9 _ _ 1 

- V -512 
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2 3 4 5 6 7 8 9 

1 1 

;Jog (4x+ 2) - ,Jog (2 - 6x) = - 1 

liog(4x+2)= - 1 
2 - 6.x 

4x+2 =(_!_) -
1 
= 3 

2 - 6.x 3 

4x + 2 = 3(2 - 6x) 

4x+2=6 - 18x 

22x=4 
2 

X=ïï 
b (In (x) - 2)(ln (x) + 4) = 16 

Stel In (x) = y. 

(y - 2)(y +4) = 16 
y2+2y - 24=0 

(y + 6)(y - 4) = 0 
y= - 6 ofy=4 

In (x) = - 6 of In (x) = 4 
x=e-6 ofx=e4 

62 

C 

2log (2x + 12) - 1 
-"------- = 2 

2log (x) 
2log (2x + 12) - 1 = 2 · 2log (x) 
2log (2x + 12) - 2log (2) = 2log (.x2) 
2log (x + 6) = 2log (x2

) 

x2=x+6 

.x2 - x - 6=0 

(x - 3)(x + 2) = 0 

x= 3 ofx= - 2 

x = - 2 voldoet niet 

x = 3 voldoet wel 
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d 3 - 2 · In (4x + 8) = 5 

2 · In (4x + 8) = - 2 
In (4x+ 8) = - 1 

1 
4x+8=e-•= -

e 

1 
4x= - - 8 

e 
1 

x= - - 2 
4e 

e 2 · In 2(x) - 3 · In (x) = - 1 

Stel In (x) = y. 

2y2 - 3y+ 1 =0 
-----

3 ± V c - 3)3 - 4. 2. 1 
Y1.2 = 

2·2 
y=1 ofy=! 

In (x) = 1 of In (x) = ! 
x=e of x=Ve 

14a Er moet voldaan worden aan twee voorwaarden. 

De eerste voorwaarde is 2x + 4 > 0, dus x > - 2. 

De tweede voorwaarde is 5 - 4x > 0, dus x < 1 k. 

Uit de twee voorwaarden volgt het domein - 2 < x < 1 k. 
b j(x) = 2log (2x + 4) + 2log (5 - 4x) - 2log ( 4) 

f 2 · In (In (x)) = 3 

In On (x))= 1 ! 
In (x) = e• ; = eVe 
X = e•Ve 

, ((2x+4)(5 - 4x)) (20 - 6.x - 8.x2) , 1 , 
f(x) = -Jog 

4 
= 2log 

4 
= -Jog (5 - 1 p: - 2.x') 

15a j(x) = 6e2 - 2e8x- 19 

f'(x) = - 2e8x- 19 . 8 = - 16e8x- J9 

b g(x) = 31n 2(x) - In (In (x)) 
1 1 1 6 1 

g'(x)= 6 · In (x) · - - ·-=-·In (x) - --
, x In (x) x x xln (x) 

e"" - 1 
C h(x) = 

3 2 + ex 

l l l l t 
I 2 • e2x(3 + 2eïX) - (e2x - 1) (eîX) 6e2x +4e2>X - e2,x + e,x 

h(x)= , - -------
(3 + 2&x)2 (3 + 2e~)2 

d k(x) = 4log (x3 - 3x - 3) 

k' (x) = 
1 

· (3.x2 - 3) . 
1 

x3 - 3x - 3 ln(4) 

3.x2 - 3 

(x3 - 3x - 3)ln (4) 

e p (x) = Ylog (.x2 + 1) = Oog (.x2 + 1 ))l 

1 
1 , 1 1 X 

• • 6e2x + 3e2,x + e;x 

(3 + 2e~)2 

p(x)=20og(x2+1))-ï ·x2+1 ·2x·ln(10)- , , 
(.x2+ 1) · ln(10) · vlog(.x2+ 10) 

f 
2x- J 

q(x)=e­,rx 
1 

2Vx - (2x - 1)·- 1 , 2x- J 2Vx 2x-1 2x - 2(2x - 1) 
q (x) =er,· = e7. · -----

1x X \x xVx 

16a F(x)= - 12· lnl4x+71 ·k+c 

F(x) = - 3 · In l4x + 71 + c 
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2x- l X + ? 
~----

Vx xVx 
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b 

C 

d 

VAARDIGHEDEN 1 / EXTRA OEFENINGEN 

G(x) =6e2 • x - 2e11x- •9 • k+ c 
G(x) = 6e2 • x - keSx-)9 + C 

k(x) = 3~ - 5e5x+3 - 12 + 20e4x+3 

K(x)= 3ex- 5e5x+3 • k- 12x+ 20e4x+3 • k+c 

K(x) = 3~ - e5x+3 - 12x + 5e4x+3 + C 

H(x) = 6.x2 + 5x - 1~x13 + 5 · 125x-•2 
• k · In l 12) + C 

H(x) - 6.x2 + 5x - ..l...x13 + - 1 
- • 125x-12 + c - 13 In (12) 

Extra oefening - Basis 

Pagina 58: 

8-1 a cos (t - be) kan waarden van - 1 tot en met 1 aannemen. 

2cos (t - !n) kan waarden van - 2 tot en met 2 aannemen. 

b 

Dus x = 2cos (t - be) - 3 kan waarden van - 5 tot en met - 1 aannemen. 
sin(t) kan waarden van - 1 toten met 1 aannemen. 
2sin(t) kan waarden van - 2 tot 2 aannemen. 

Dus y = 2sin(t) + 1 kan waarden van - 1 tot en met 3 aannemen. 
y 

3 

2 

- 1 

0 X 

c Er moet gelden y = 0. 

2sin(t) + 1 = 0 
sin (t) = - ! 
t = 1 be of t = 1 pc 
x = 2cos (n) - 3 = - 5 of x= 2cos (1 ~) - 3 = - 2 
De snijpunten met de x-as zijn (- 5, 0) en (- 2, 0) . 

d Er moet gelden y = x + 4. 

2sin (t) + 1 = 2cos (t - be) - 3 + 4 
sin (t) = cos (t - be) 
sin (t) =sin(~ - (t - be)) 
sin (t) =sin(~ - t) 

t= fn - t+k· 2n of t=n - (~ - t) +k · 2n 

2t = ~ + k · 2n of O = ~ + k · 2n 
t = ~ + k · n of geen oplossing 
Op het interval [O, 2n] zijn de oplossingen t =~en t = 1 ~ -

Voort= in is x = 2cos (~) - 3 = V3 - 3 en y = 2sin (~) + 1 = 1 + V3. 

Voort= 1 ~ is x = 2cos ( 1 pc) - 3 = - V3 - 3 en y = 2sin (1 ~) + 1 = 1 - V3. 

Dit geeft de (V3 - 3, 1 + V3) en ( - V3 - 3, 1 - V3). 

Afgerond op twee decimalen zijn de snijpunten (- 1,27; 2,73) en (- 4,73; - 0,73) . 

dy dx 
e - =2cos(t)en - = - 2sin(t - be) 

dt dt 
Een punt van K heeft een horizontale raaklijn, als 2cos(t) = 0 en - 2sin (t - be) -:t: 0. 
Dit geldt voort=~ ent= 1 ~-
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Voort=~ is x = - 2 en y = 3, dit geeft het punt (- 2, 3). 

Voort= 1 ~ is x = - 4 en y = - 1, dit geeft het punt (- 4, - 1). 
In de punten (- 2, 3) en (- 4, - 1) loopt de raaklijn horizontaal. 

B-2a De periode van x = 2 - 5cos(nt) is 2. 
De periode van y - 4sin (2n (t - f)) is 1. 

De periode van Kis dan 2. 

b Er moet gelden x = 2. 

2 - 5cos(nt) = 2 
cos(nt) = 0 

t=4 of t= 14 
Voor t=4 is y= 4sin (2n(4 - f)) =4sin (tn) = 2V3. 

Voort= 14 is y =4sin (2n0 4- !)) = 4sin (2tn) = 2V3. 

Dus de y-coördinaat is 2V3. 

c Voor de snijpunten met de y-as geldtx = 0. 

2 - 5cos(nt) = 0 
5cos(nt) = 2 

cos(nt) = 0,4 
nt""' 1,159 ofnt""' 5,124 

t""' 0,369 of t""' 1,631 

dy !!f 4cos (2n (t - !)) · 2n 8cos (2n (t - !)) 
- - - -- -
dx ':; 5sin (nt) · n 5sin (nt) 

In het punt met t = 0,369 is de helling ongeveer 1,702. 
In het punt met t = 1,631 is de helling ongeveer 0,515. 
De helling is dus niet twee keer zo groot. 

B-3a De waarden van x lopen van - 4 tot en met 4. 

De waarden van y lopen van - 2 tot en met 2. 

De rechthoek waar alle krommen in passen is 8 breed en 4 hoog. 

b Er moetgeldenx = 0 eny = 0. 

x4cos(t) = 0 als t= 4n of t= 14n 

Invullen geeft y (4n) = 2sin (3 (4n - a)) = 2sin ( 14n - 3a) 

2sin (14n - 3a) = 0 

14n - 3a = k · n. 

Voor k = 0 geldt a = 4n. 
Voor k = 1 geldt a = /re. 
Voor k = 2 geldt a = -/re. 
Voor k = 3 geldt a = -4n. 
Voor k = 4 geldt a = -pc. 
Voor k= 5 geldt a= - 1 /re. 
t = 1 4n geeft dezelfde oplossingen. 

Op het interval [O, 2n] zijn de oplossingen 
1 1 5 11 11 15 a = i;ît, a = ~. a = ó1C, a = i;ît, a = ~ en a = ó1C· 

B-4a De periode van de grote wijzer is 1 uur (60 minuten). 

De periode van de kleine wijzer is 12 uur (720 minuten). 

b Voor de grote wijzer geldt: 

De amplitude is 8, de periode is 60 minuten, dus b = foTC. 
De wijzer draait in negatieve richting en het startpunt is - 15 (minuten). 
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EXTRA OEFENINGEN 

. . {x= 8cos (in(15 - t)) 
De parametervoorstelhng voor G 1s . ( 1 ( )) • 

y = 8sm wc 15 - t 
Voor de kleine wijzer geldt: 

De amplitude is 5, de periode is 720 minuten, dus b = 3~7t. 

De wijzer draait in negatieve richting en het startpunt is - 180 (minuten) . 

{
x = 5cos (~(180 - t)) 

De parametervoorstelling voor Kis . ( 1
60 

( )) . 
y=5sm 360rr 180 - t 

Pagina 59: 

B-5a y 

b De snijpunten zijn (- 2, 0) en (3, 5) . 

Controle: 
f( - 2) = 22 - 4 = 0 eng( - 2) = Y5 · - 2 + 10 =0, dus (- 2, 0) klopt. 

/(3) = 32 - 4 = 5 en g(3) = Y5 · 3 + 10= 5, dus ook (3, 5) klopt. 
3 3 

c f (g(x) - f(x))dx= f (Y5x+10 - x2+4)dx= [ 1
2
5(5x+10) 1! - ~x3 +4x]:_

2
=25 

- 2 - 2 

De ingesloten oppervlakte is 25. 

8 -Sa Teken de doorsnede door de middens van AD, BC, GF en EH. 

' •10 
' 

2V, 

15 

15 

De afmetingen van de horizontale lijnstukken van de doorsnede zijn gelijk aan de 
afmetingen van de horizontale lijnstukken in de tekening. 
MAv staat voor het midden van lijnstuk AD. Op deze manier zijn ook de andere 
middens gedefinieerd . 

10 h 
Met behulp van gelijkvormigheid van driehoeken volgt 

2 5 
= M K' dus MAvK = kh. 

' AD 

Ook aan de rechterkant zit een stukje kh. 

Hieruit volgt PQ =M,,µQn= 20 - 2 · ih =20 - !h. 

b PQRS is een vierkant, dus de oppervlakte is O = (20 - !h)2 = kh2 
- 20h + 400. 
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c De inhoud van de afgeknotte piramide is 
10 

I = f (!h2 
- 20h + 400)dh = [ 1ih3 - 1 Oh2 + 400h ]~0 = 3083 i 

0 

8 -7a 4Vx - x=O 
Vx(4 - Vx) =0 

Vx=O of Vx=4 
x=Oofx=16 
De grafiek snijdt de x-as is de punten (0, 0) en (16, 0) . 

16 

De ingesloten oppervlakte is O = f (4Vx - x)dx = [2~xVx - µ 2 ]~6 =42~. 

0 
16 16 

b / = f n(4Vx - x)2dx= f n(16x - 8xVx +x2)dx= [n(8x2 
- 3kx2Vx +ix3

) ]~
6 = 136f.0 

0 0 

8-8 De inverse functie van/is g(x) = In (5 - x2
). 

In (5 - .x2) = 0 
5 - x2=1 
x2=4 
x=2ofx= - 2 
Het snijpunt met dex-as van g(x) is (2, 0). 

2 

De gevraagde oppervlakte is f n · On (5 - .x2) )2dx "" 10,53. 

0 

8-9 De snijpunten met de assen zijn (0, 2) en (In 5, 0). 

f' (x) =}(5 - ex)-; . - ex= - e 
- 2V5 - ~ 

EXTRA OEFENINGEN 

ln5 ln5 

De lengte van het lijnstuk is f ~ 1 + ( - ex )
2 

dx = f ~ 1 + ( ( e2x ) )dx "" 2,80. 
2V5 - ~ 4 5 - ex 

8 -10a y 

b dx = - 2sin (t) + cos (t) 
dt 
dy 
- = - 2sin (2t) 
dt 

21! 

0 0 

L= f ((- 2sint+cost)2+ (- 2sin(2t))2)dt=97t"" 28,27 

0 
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67 



EXTRA OEFENINGEN 

Extra oefening - Gemengd 

Pagina 60: 

y 

G-1a 

0,8 

0,6 

0,4 

0,2 

-5 -4 -3 - 2 0 2 3 4 
X 

,2 

--0,4 

--0,6 

--0,8 
_, 

b Als t nadert naar FC, nadert cos(t) naar 0, dus x wordt heel groot. 
Dan nadert y = sin(t) naar 1, dus er is een horizontale asymptoot y = 1. 

Als t nadert naar 1 Ft, nadert cos(t) ook naar 0, dus x wordt heel groot. 
Dan nadert y = sin(t) naar - 1, dus er is een horizontale asymptoot y = - 1. 

c Er moet gelden x = 2. 

1 2 
cos (t) 

cos (t) =t 
1 f' 12 t=]1C O t= pc 

y (~) = sin (in) = tV3 en y(l ~) = sin (1 fn) = - tV3 
De coördinaten zijn A (2, - !V3) en B(2,!V3). 

De lengte van lijnstuk AB is tV3 + tV3 = V3. 

G-2 a cos(t) = cos(2n - t), dus voort en 2n - t zijn de waarden voor x hetze! füe. 

sin(2n - t) = - sin(t), dus voort en 2n - t zijn de waarden voor y tegengesteld . 
Bij ten 2n - t horen dus gelijke waarden voor x, maar tegengestelde waarden voor 
y, dus dex-as is de symmetrieas van de parametervoorstelling. 

b x = cos (t) · (1 - cos(t)) 
dx 
dt = - sin (t) · ( 1 - cos (t)) + cos (t). sin (t) 

dx 
dt = - sin (t) + 2cos (t) · sin (t) = sin (t) · (- 1 + 2cos (t)) 

y = sin(t) · (1 - cos(t)) 

:: =cos (t) · (1 - cos (t)) + sin (t) · sin (t) 

dy 
dt = cos (t) - cos 2 (t) + sin 2 (t) 

D ki.. · "d · d I dx O dy O e raa IJn 1s evenWIJ 1g aan e y-as a s dt = en dt '# . 

sin(t) · ( - 1 + 2cos(t)) = 0 en cos(t) - cos2(t) + sin2(t) :t: 0 

sin (t) = 0 of cos (t) = ! 

t = 0 of t = n of t =~of t = 1 ~ 
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C 

Bij t = 0 geldt dy = 0, dus dit geeft geen oplossing. 
dt 

Bij t = n hoort het punt (- 2, 0) . 

Bij t =behoort het punt (t, tv'3) . 

Bij t = 1 ~ hoort het punt (!, - tV3) . 
In de punten (- 2, 0), (t, tV3) en (t, - !V3) loopt de raaklijn evenwijdig aan de y-as. 
Bij het punt (0, 0) hoort t = 0 (of 2n). 

6 .ó. y y (O.OO l ) - y (O) 0 000000 
E b d . d b k . y .Ó.I 0,001 ' 5 0 00 

en ena enng naar e oven ant 1s 6.x = .ó.x = x(ooo il - x(O) "" 0,0005 = , 1 . 
.Ó.I 0,001 

6 è: y(21t) - y (21! - 0.001) 

E b d , d d k . Y .ó.t 0,001 0,0000005 = _ 0 OOl . 
en ena enng aan eon er ant 1s 6.x = .ó.x = x(2n> _ x c2n _ 0_001 > "" _ 0,000

5 
, 

.Ó.I 0,001 

Beide benaderingen duiden erop dat de helling in (0, 0) naar O nadert. 

G-3a Voor een punt op de y-as geldtx = 0. 
2cos (t + be) = 0 

t+be=~ of t+be= 1~. 

t = kn of t = 1 ~ 
Voor a = 2 geldt dan: 

y(~) =sin (be) =}V3 ofy(l~) =sin (2be)=!V3 
De y-coördinaat van het punt Ais lV3. 

b Er moet nog steeds gelden x = 0, dus t = ~ of t = 1 ~ ­
Er moet ook gelden sin (at) = }V3 ofwel sin (at) = sin (be) 

Voort= kn geldt: 

C 

sin(~ . a) = sin (be) 

a• ~=be+k· 2nofa -~=n - be+k· 2n 

ka = i + k · 2 of a · k = f + k · 2 
a=2+k· 12of a=4+k· 12 

Voor t = 1 ~ geldt: 
sin ( 1 ~ · a) = sin (be) 

a · 1 ~ = be + k · 2n of a · 1 ~ = 7t - be + k · 2n 

1 ka = i + k · 2 of a · 1 k = f + k · 2 

a=~+k· 1tof a=f+k· 1t 
Detotaleoplossingisa=2+k· 12of a=4+k· 12ofa= ~+ k· 1~of a=f+k· 1~ 

dy ':; acos (at) 
- - - -
dx - t - -2sin (t + be) 

De helling berekenen voort=~ en t = 1 ~ende oplossingen van opdracht b 
geeft het volgende resultaat. 

1 t = t;1t t= Jbt 

a=2+k· 12 
dy 
dx negatief 

dy 
dx positief 

a=4+k· 12 
dy 
dx positief 

dy 
dx negatief 

a=î+k· 1~ 
dy 
dx negatief 

dy 
dx positief 

4 k 5 a= 1+ . 11 
dy 
dx negatief 

dy 
dx negatief 
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EXTRA OEFENINGEN 

G-4ab y x = 3 y 

5 t = 1 20 

4 15 

3 

2 t ='/, 

X 

-1 

- 2 
t = -v, - 15 

- 3 - 20 

-4 - 25 

y 
c tan (t) = ; , dus de coördinaten van A zijn (3, 3tan(t)) . 

In 6.APR geldt: 
PR 

cos (t) = 2 , dus PR= 2cos(t) 

AR 
sin (t) = 2 , dus AR= 2sin(t) 

Dus de coördinaten van P zijn (3 - 2cos(t), 3tan(t) - 2sin(t)). 

{
x= 3 - 2cos (t) 

De parametervoorstelling van K: ( ) . ( ) 
y = 3tan t - 2sm t 

Pagina 61 : 

G-5a Er moet gelden f(x) = fx 
4x 2x 

.x2+1 5 

2x(x2 + 1) = 10 · 2x 

2x=Oofx2 +1=10 

x=O of x= - 3 of x=3 
De snijpunten zijn (- 3, - lk), (O,O)en (3, 1k). 

3 3 

b 0=2· J (f(x) - g(x))dx=2· J (.x2
4
:

1 
;x)dx 

0 0 
C 

c De afgeleide van c · In (x2 + 1) is ? • 2x, dus c = 2. 
x-+1 

3 

X 

d 0= 2· J ( (x2

4
: 

1
) - ;x) dx=2 · [21n (.x2+ 1) - }rn = 2· (21n (10) - 1})=4 · In (10) - 3~ 

0 
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y 

G-Sa 

20 

15 

10 

5 

--3---2---_,==0+:-----2-- X 

- 5 

b De raaklijn gaat door het punt (3, e3) en heeft richtingscoëffïciënt/'(3) = e3. 

De raaklijn y = e3 · x + b gaat door (3, e3) . 

Dit geeft de vergelijking e3 = e3 · 3 + b, dus b = - 2e3. 

De formule voor de raaklijn is y = e3 · x - 2e3. 

Voor de x-coördi naat van A geldt y = 0. 

e3 · x - 2e3 = 0, dus x = 2. 
2 3 2 3 

c O = f f(x)dx + f (f(x) - g (x))dx = f edx + f (e - e3x + 2e3)dx = 

0 2 0 2 

[ex]2 + [ex - !e3 
• i2 + 2e3 

• x]3 = (e2 
- 1) + (e3 - 4!e3 + 6e3 

- (e2 
- 2e3 + 4e3

)) = !e3 
- 1 

0 - 2 - -

d Het snijpunt vanf(x) en y = e2 ligt bij x = 2. 

De inhoud na wentelen om de x-as is 
2 2 2 2 

f 1t · (e2
)
2dx - f 1t · (ex)2dx = f 1t · (e4)dx - f 1t · (e1x)dx = 1t · [ e4 · X n-1t · [!e2x]~ = 

0 0 0 0 

7t . (2e4 - !e4 + 0 = 7t . (1 !e4 + 0 
e G' (x) = 1 · (In (x))2 + x · 21n (x) · ; - (2 · In (x) + 2x · ;) + 2 

G'(x) = (In (x))2 + 21n (x) - 2 · In (x) - 2 + 2 

G-7a 

G'(x) = (In (x))2 

Conclusie: G(x) is een primitieve van g(x). 

De inverse vanf(x) = ex is k(x) = In (x) . 

De inhoud na omwentelen om de y-as van H is 
è' 

f n(ln (x))2dx =7t · [x · (In (x))2 
- 2x · In (x) + 2x]~' = n · (e2 

• 4 - 2e2 
• 2 + 2e2

) - n. 2= 2ne2 
- 2n 

1 

y 

90 

80 

70 

ro 
50 

40 

30 

20 

10 

X 
0 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
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b f' (x) = 2x - .!_ · .!_ = 2x - -
1 

8 X 8x 

(fl ( ))' ( 1 )
2 

, 1 1 , 1 1 1 + x - = 1 + 2x - - = 1 +4x-- :,+-=4x- + :,+-= 
8x - 64.x2 - 64.x2 

(2x)2 + 2. 2x . _1 + (-1 )2 = (2x + _1 )2 
8x 8x 8x 

C 
e? e? (il 

L= f Y1 + (f'(x))2dx= f ~( 2x+ 
8
~)

2

dx= f ( 2x+ 
8
~)dx= [x2 +kin(x)]~ =e4 +! - 1 =e4

- ~ 

G-Ba 

1 1 1 

dx 
-=cos (t) 
dt 
dy 
dt = - 3sin (3t) 

21! 21! 

L= f Y(~;)2 +(~ )2dt= f Vcos2 (t)+9sin2 (3t)dt"" 13,07 

0 0 
21! 21! 

b L= f Y(~;)2 + (~~)2dt= f Y25cos2 (t) + 225sin2 (3t)dt= 

0 0 
21! 

5· f Vcos2 (t)+9sin2 (3t)dt"" 5· 13,07=65,35 

0 

Extra oefening - Vaardigheden 

Pagina 62: 

V-1a - 7(2x+5)=3x - 1 
- 14x - 35 = 3x - 1 

- 17x=34 
x= - 2 

b 2x(2x+1)=42 
4.x2 + 2x - 42 = 0 

- 2 ± V~22 _ __ 4 ___ 4_. ---4-2 
x= 

2·4 
x=3 ofx= - 3! 

V-2a (x+ 1)(x - 1)= (x - 4)( - 2x - 2) 

.x2 - 1 = - 2x2 + 6x + 8 
3.x2 - 6x - 9=0 
.x2 - 2x - 3=0 

(x - 3)(x + 1) = 0 
x=3ofx= - 1 

72 

C 

d 

2!(.x2 - 1)=12x 

2µ2 
- 12x - 2! = 0 

x= 
12 ± V~(-- -1-2-)2---4- .-2~~-. ---2~~ 

1 2 · 2:, 
1 -

x=5ofx= - s 

- 4x(5x + 1) = (3 - 3x)(x - 6) 

- 20x2 - 4x = 3x - 18 - 3.x2 + 18x 

- 17x2
- 25x+ 18 = 0 

25 ± V c - 25)2 - 4. - 17. 18 
x= 

2· - 17 

x= - 2 ofx= 0 

b (x - 5)(2x+ 1) = (2x - 1)(x - 3) 

2.x2 - 9x - 5 = 2x2 - 7x + 3 

- 2x=8 

x= - 4 

© Noordhoff Uitgevers bv 



c (2x - 3)(3x - 7) = 25 

6.x2 
- 23x + 21 = 25 

6.x2 
- 23x - 4 = 0 

V-3a 

b 

------
23 ± V c - 23 )2 - 4 . 6 . - 4 

x= 
2·6 

x=4 ofx= - ! 

x+3 x x+3 
--+--=--
x+3 x+3 x+5 

2x+3 x+3 --- --
x+3 x+5 

(2x+ 3)(x+ 5) = (x + 3)2 

2.x2 + 13x + 15 =x2 + 6.x + 9 

x2+7x+6= 0 
(x + 6)(x + 1) = 0 
x= - 6ofx= - 1 

x(x+1) 1 8+x 
---+--=--

x+ 1 x+ 1 8+ 5x 

x2 +x+ 1 8 +x 

x+ 1 8 +5x 
(x2 +x+ 1)(8 + 5x)= (x+ 1)(8 +x) 

5.x' + 13x2 + 13x + 8 = x2 + 9x + 8 
5.x' + 12x2 +4x= 0 
x(5.x2+ 12x+4)=0 

x = 0 of 5x2 + 12x + 4 = 0 
- 12 ± V~12_2 __ _ 4_. 5-.-4 

x=O ofx=--------
2· 5 

x=O of x= - 2 ofx= - ~ 

V-4a sin (x) = - tV3 = sin ( - pc) 
1 t· 2 x= - pco x= - pc 

b 2cos (x) · (cos (x) - 0 = 0 
cos (x) = 0 of cos (x) = t 

1 t· 1 t· 1 t· 1 x= - ï7t o x=ï7t o x= - pc o x=pc 
c 2cos2(x) - cos(x) - 1 = 0 

1 ± V c - 1 )2 - 4 . 2 . - 1 
cos (x) = 

2
. 
2 

cos (x) = 1 of cos (x) = - t 
0 f. 2 t· 2 x= o x=pc o x= - pc 

d 3x = 2x of 3x = 7t - 2x + k · 2n 

x = 0 of 5x = n + k · 2n 

x=O ofx=bc+k· ~ 
Op het interval - 7t ~ x ~ n zijn de oplossingen 

3 1 0 1 3 x= - n,x= - sn,x= - sn:,x= ,x=s7t,x=s7t,x=1t. 

e sin(x) = cos(n - x) 

sin(x) =sin(~ - (n - x)) =sin (x - ~) 

x =x - !n+ k · 2n of x =n - (x - ~) +k · 2n 

© Noordhoff Uitgevers bv 
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d (1 - x)( - 3 - 3x) = (1 + x)(x + 7) 

3x2 
- 3 = x2 + 8x + 7 

C 

d 

2x2 
- 8x - 10 = 0 

x2 - 4x - 5 =Ü 

(x - 5)(x+1)=0 

x = 5 (voorwaardex :t:-1) 

(x + 7)2 1 2 
+--= -

x+7 x+7 1 

x2 + 14x+50 2 

x+7 1 
x2 + 14x + 50 = 2x + 14 
x2 + 12x + 36 = 0 

(x+ 6)2 =Ü 

x= - 6 

2x - 1 2x+1 4 
------+ =-
(2x+1)(2x - 1) (2x+1)(2x - 1) 3 

4x 4 
4.r - 1 3 
16.r - 4= 12x 

16.x2 - 12x - 4=0 
4x2 - 3x - 1 =Ü 

3± \!( - 3)2 - 4-4· - 1 
x= 

2·4 

x=1 ofx= -i 
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geen oplossing of 2x = 1 rn + k · 2n 

geen oplossing of x =be+ k · n 
geen oplossing of x = - ;\-n of x = be 

f sin (x) = sin (rn- (x - pc)) 

sin (x) = sin (t7t - x) 

x = t7t - x + k · 2n of x = n - (tJC - x) + k · 2n 

2x=tJC+k· 2n of geen oplossing 

X=fï1C+k·1t of geen oplossing 
7 t· 5 t· 1· x = - j'ï1C o x = ~ o geen op ossmg 

g cos2 (x)=! 
cos (x) = - !V2 of cos (x) = !V2 

3 t· 1 t· 1 t· 3 x= - ~ 0 x= - vc O x=vc O x=~ 
h sin (6.x) = 1 = sin (rn) 

6.x=!n+k· 2n 
1 k 1 x=tpc+ . pc 

J J 7 1 1 5 t· 3 X= -1 21t,X= - j'ï1C,X= - ,j1C,X=j'ï1C,X=j'ï1CO X=VI: 

V-5a cos2(x) + cos(x) = 0 
cos(x)(cos(x) + 1) = 0 
cos(x) = 0 ofcos(x) = - 1 

1 t· 1 1 t· x=,rc o x= ,re o x=n 

b Er moet geldenf'(x) = 0 
De afgeleide: 
f'(x) = 2cos(x) · - sin(x) - sinx 

f' (x) = - 2sin (x)(cos (x) + t) 
De nulpunten: 
- 2sin (x) (cos (x) + t) = 0 

sin (x) = 0 of cos (x) = -t 
x=0,x=n,x=2n,x=~ ofx= 1in. 
De extreme waarden: 

ft.O) = f(2n) = 2 zijn (rand)maxima. 
ft.n) = 0 is een maximum. 
!(~) =f(1pc) = - ! zijn minima. 
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V-6 Er moet geldenf'(x) = 0. 
f'(x) = 3 · cos(3x) + 9 · sin(x) 
f'(x) = - 9 · sin(3x) + 9 · cos(x) 

- 9 · sin(3x) + 9cos(x) = 0 
sin(3x) = cos(x) 
sin (3x) = sin (rn -x) 

3x = tn - X + k · 21t Of 3x = 7t - (rn -x) + k · 21t 
4x=!n+k· 2n of 2x=rn+k· 2n 

1 k I f' 1 k x=g1t+ · ,rt O x=vc+ ·7t 
J J 5 1 1 t· 5 x = g1t, x = VC, x = g1t, x = 1 g7t, x = 1 vc o x = 1 g7t 

74 

c f' (x) = - 2sin (x)(cos (x) + t) 
f' (x) = - 2cos (x) (cos (x) + t) -2sin (x) · - sin (x) 

f'(x) = - 2cos2(x) - cos(x) + 2sin2(x) 
f'(x) = - 2cos2(x) - cos(x) + 2(1 - cos2(x)) 

f'(x) = - 4cos2(x) - cos(x) + 2 
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a 

V-7 f }cos (2x) dx = [ksin (2x) ]~ = ksin (2a) 

0 

V8a 

b 

C 

d 

V-9a 

b 

C 

ksin (2a) = k 
sin (2a) =} 

2a =tn+ k · 2n of 2a =tn+ k · 2n 
1 t· 5 a= 12n o a=121t 

3p = 24 - 8q 

p=8 - 2fq 
3p+ 12pq=36 - 4q 

p(3 + 12q) = 36 - 4q 
36 - 4q 

p- 3+ 12q 

4p + 3 = q5 
4p=q5 - 3 

p =kl - i 
27 

3p+9=-
q 

27 
3p=- - 9 

q 

9 
p=-- 3 

q 

D ··1 k . . x - 7 +J e p1J en ettJ ng 1s .. . ~ . . . ___,_,__,. .... 

De omgekeerde pijlenketting is ... ~ ... ~ .... 
De inverse functie is Jim• (x) = - x 1 1 = - 4x + 4. 

D • ·1 k • • X J - 5 e-e plJ en ett1ng1s ... ~ ... ~ ... ~ .... 

De omgekeerde pijlenketting is ... ~ ... ~ ... 

D . t· . . . ( ) In (x) + 5 1 ? e mverse unctie 1s gm•· x = = 31n (x) + 13. 3 
De pijlenketting is ~ ... +

4 
... ' logL}> .... 

De omgekeerde pijlenketting is ... ~ ... ~ ... 

D . f" . . h. ( ) 2x - 4 1 2 4 e mverse unctie 1s m ,• x = - 5 · x - 5. 
5 

e pq - 2p= 1 - q 
p(q - 2)= 1- q 

1- q 
p=--

q - 2 

f (?-P+3 = 1 _ q 

2p + 3 = In (1 - q) 

2p = In (1 - q) - 3 

p = }In ( 1 - q) - 1 ! 
g 3p+q=(q+ 1)3 

3p=(q+1)3 - q 
p=}(q+ 1)3- fq 

h p=(p+ 1)(q+2) 

p=pq+2p+q+2 
pq+p= - q - 2 
p(q + 1) = - (q + 2) 

p= -
q+2 

q+1 

~--·· 

? -
+-=-- .... 

d D • ·1 k • • J - J .!. X )5 e p1J en ettJ ng 1s . . . --=--)- . . . ----=-..:....,. • • • ~ • • • ---"-=)- .... 
• '~ 1 

D k d . ·1 k tt" . ~ L..±...L "--=- ~ e omge eer e p1J en e mg 1s .. . ··· ... ~ ... ~ .. . . 

De inverse functie is k m'(x) =~-

D . "J k . . X - ? + 10 In x 5 e e p1J en ettJ ng 1s . . . ~ . . . --'--"'-)- . . . ~ . . . ----"-"--)- .... 

De omgekeerde pijlenketting is ... ~ ... ~ ... ~ ... ~ 
De inverse functie is f m'(x) = - t(ex- 10) = - te<+ 5. 

f D • ·1 k • • X 5 - - ? ..:r:. -e p1J en ettJ ng 1s . . . ~ . . . ----=--=--)- • • • ~ •••• 

De omgekeerde pijlenketting is ... ~ ... f-±.L ... ~ .... 
De inverse functie is gm·(x) = (x3 + 2):5 = }x3 + ~-
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D ··1 k . . x ? - 1 3-g e p1J en ett1 ng 1s . . . ~ . . . --=-..:....,- . . . ---"---,- .... 

De omgekeerde pijlenketting is ... ~ ... -±...!..,. . .. ' log ··· > .... 
. 

3log (x) + 1 
De inverse functie is hm''(x) = 

2 
- ! · 3log (x) + ! = 3log (Vx) + !. 

h D ··1 k . . x ? - 1 ' e p1J en ettJ ng 1s . . . ~ . . . --=-..:....,- . . . --=--,- .... 

De omgekeerde pijlenketting is ... ~ ... ~ ... <--r.. .... 

D . t· .. k. ( ) Vx + 1 • ~sr • e mverse unctie 1s m• x = 2 · v x + 2. 
2 

V-
108 

f(x) = 5x - 1 _ 5x + 10 - 11 _ 5(x +2) _1_1_ = 
5 

_ _ 1_1_ 
x+2 x+2 x+2 x+2 x+2 

Dus a = 5 en b = - 11. 

b D ··1 k • • +? .4 X - IJ + 5 e p1J en ettJng 1s ... ~ ~ ... ~ ... ~ .... 
1 

De omgekeerde pijlenketting is ... ~ ~ ... ~ ... ~ 

De inverse functie is Jim·(x) = -
11 

_ 2. 
x - 5 

C 
g(x)=5 - 3x _ - 3x - 3+8 - 3(x+1) +-8-= _ 3 +_8_ 

x+1 x+1 x+1 x+1 x+1 

D ··1 k • • + 1 l X $ J e p1J en ettJng 1s ... ~ ... ~ ... ~ ... ~ .... 
1 . 

De omgekeerde pijlenketting is ... ~ ... ~ ... ~ ... f-±-1-

De inverse functie is g m·(x) =-
8

- - 1. 
x+3 

d g m·(x) =-8 _ _ 1 =-8 _ _ x+ 3 = - x+5 
x+3 x+3 x+3 x+3 
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Hoofdstuk 3 - Cirkels en hoeken 

Voorkennis: Cirkels 

Pagina 66: 

V-1ab 

E 

' ' / ' / 

' / ' / 

' ' / 
< / ,, 

I ' ' 
, 1 

1 ' / 

1 ' / 

' / 

1 4 

' 
, 

M ' / ' 1 / ' 1 / ' , 
' I 

, " 
,, 

' ' / / ' / ' / ' / ' / 

A 6 

c Stelling van Pythagoras: AC2 =AB2 + BC2. 
Invullen geeft AC2 = 62 + 42 = 52 ::::} AC = ill = 2Y13. 

d De grootste cirkel binnen ABCD heeft een straal van 2. 

V-2a A en D liggen op een cirkel met middelpunt F =}FA= FD. 

LA= 60° (MBC gelijkbenig) ::::} L.D = 60° (MDF gelijkbenig) ::::} LF = 60°. 

De drie hoeken zijn hetzelfde, dus 6.AFD is gelijkzijdig. 

Op dezelfüe manier kun je bewijzen dat 6.BFE gelijkzijdig is. 

b De driehoeken AFD en ABC zijn gelijkzijdig, dus DA= DF =!AB= ! AC. 

C 

V-3a 

b 

C 

V-4a 

Dus D is het midden van AC. 
Op dezelfüe manier is te bewijzen dat BE=! BC, ofwel Eis het midden van BC. 

De lijn AE is de hoogtelijn, dus LAEB = 90°. 

LBAE = 180° - 90° - 60° = 30° 

In MMD geldt: MA = MD dus LA = LD = a. Dus LM = 180° - 2a::::} LBMD = 2a. 

Ook geldt LBMC = LA = a (F-hoeken). 

Dus MC is de bissectrice van LBMD. 

MA= MB (straal) } 
LAMD = LBME (overst hoeken) ::::} MMD :::: 6.BME (ZHZ) ::::} LADM = LEEM. 

MD = ME (straal) 

Hieruit volgt datAD//EB (Z-hoeken). 

LMDA = !LBMD (zie vraag a)}LBED = !LBMD 
LMDA = LBED (Z-hoeken) -

De som van de hoeken van een (willekeurige) vijfhoek is 3 · 180° = 540°. 

In een regelmatige vijfhoek zijn alle hoeken even groot, dus 

LEAB = ! · 540° = 108°. 
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b AE = DE, dus 6.ADE is gelijkbenig. 

LEAD= !(180° - 108°) =36° 
c LEAD= 108° - 36° = 72° en LABE =!(180° - 108°) = 36° (zie opdracht b) 

Fis het snijpunt van de diagonalen AD en BE. 

Dus in 6.ABF geldt voor de hoek tussen AD en BE: L. AFB = 180° - 72° - 36° = 72°. 
d LCED = LBEA = !0 80° - 108°) = 36° (vergelijk met opdracht b). 

Voor LBEC blijft over LBEC = 108° - 36° - 36° = 36°. 

De drie delen zijn alledrie 36°. 

Pagina 67: 

V-5a De hoekensom van een achthoek is 6 · 180° = 1080°. 
In een regelmatige achthoek zijn alle hoeken even groot, dus 

LBAH=i· 1080° =135°. 
b 6.MAG is gelijkbenig en L.M = 90°, dus LMAG = i · (180° - 90°) = 45°. 

6.HAG is gelijkbenig en LH = 135°, dus LGAH = t080° - 135°) = 22,5°. 

c 6.MAD is gelijkbenig en LAMD = 90° + 45° = 135° 
LMAD=}(180° - 135°) =22,5° 

d 6.MDE is gelijkbenig en LEMD = 45°, dus LEDM = t( 180° - 45°) = 67 ,5°. 

LADM = LMAD = 22,5° (zie opdracht c) 

Dus LADE= LADM + LEDM= 22,5°+ 67,5° = 90° 
of 

LEAD= LMAD = 22,5° 
In 6.ADE is LADE= 180° - LEAD - LAED = 180° - 22,5° - ! · 35° =90° 

V-6abc c 

d Stelling van Pythagoras: AP + CP = AC2 

Fis het midden van AB, dus AF= 3. 

Invullen geeft: 32 + CP = 62 
::::} CP = 27 ::::} CF = \/27 = 3V3. 

De getekende lijnen zijn zwaartelijnen. 

PuntM verdeelt zwaartelijn CF in delen die zich verhouden als 1:2. 
Dus CM= 2V3 is de straal van de cirkel door de hoekpunten. 

En FM= V3 is de straal van de cirkel die de zijden van de driehoek raakt. 

V-7a Een vierkant en een rechthoek. 

b Een vierkant en een ruit. 
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V-Bab 

/ 

'> 'o E ~ - ----- , , -. 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

"M _ _ _ _ 

--
// 1 ---

/ 1 

,F 

c Als het middelpunt van de omgeschreven cirkel buiten de driehoek ligt, dan heeft 

de driehoek een stompe hoek. 

3-1 

1ab 

I 
I 

' 
' 

I 

'L 
8 

'F I 

' 1 I 

' 1 I 

' 1 / 

'i,M , , ' 
' 1 ' I 1 

I 
I 

Stelling van Thales 
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-- -- --
C 

, ' ' , 
' ' ' ' ' ' 

' ' 
' 

\ 

' \ 

' ' ' 
M ' ,, 

' ' ' ' ' 1 
' ' I 1 

\ ' ' ' I I 
\ ' ' ' I I 

' ' \ ' ' ' I I 

' ' ' I I 
' ' ' ' I I 

' ' ' ' , , 
' ' "tl' ' ' , D 

' ' 
, , --- ---

8 

c Als ACBD een rechthoek is, dan zijn de diagonalen even lang en delen elkaar 
middendoor. 

d MA =MB =MC metM is het midden van AB. Dus gaat er een cirkel door C met 
middellijn AB. 

e Als in driehoek ABC geldt L.C = 90°, dan ligt punt C op een cirkel met middellijn AB. 

© Noordhoff Uitgevers bv 
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2 a 

b AM =CM=,; dus 6.AMC is een gelijkbenige driehoek met basishoeken L.MACen LMCA. 
Dus LMAC= LMCA. 

c LMCB=LMBC 
d De hoeken van een driehoek zijn samen 180° ofwel LMAC + LMCA + LMCB + LMBC = 180°. 

Met het resultaat van opdracht ben c geeft dit 2 · LMCA + 2 · LMCB = 180° ::::} 

LMCA + LMCB = 90°. 

LACB = LMCA + LMCB = 90°. 

3 AB is middellijn, dus L ACB = L ADB = 90°. 

AC=BC ::::} LBAC = LABC= 4080° - 90°) =45° 

LABD = 180° - 90° - 40° = 50° 

Hieruit volgt LCAD = 45° + 40° = 85° en LCBD = 45° + 50° = 95°. 

Pagina 69: 

4a PuntD ligt op een cirkel met middellijn AB, dan geldt LADB = 90° (Stelling van Thales) . 
b De som van de hoeken van een vierhoek is 360°. 

LDAC + LACB + LCBD + LADB = 360° 

LDAC + 90° + LCBD + 90° = 360° ::::} LDAC + LCBD = 180° 

5 Punt Mis het midden van PQ en MR = 4PQ is gegeven. 

Dus er geldt: MP = MR = MQ, dit is de straal van de cirkel door P, Q en R. 
PQ is de middellijn van deze cirkel, dus 6.PQR is rechthoekig (Stelling van Thai es) . 

Sa 
C 

BO 
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b LAPB = 90°, dan ligt punt P ligt op een cirkel met middellijn AB (Omgekeerde 

stelling van Thai es) . 

C 

d 

LAQB = 90°, dan ligt punt Q ligt op een cirkel met middellijn AB ( Omgekeerde 

stelling van Thai es) . 

Er is maar één cirkel mogelijk met middellijn AB, dus liggen A, B, Pen Q op één 

cirkel. 

Het bewijs kan op dezelfüe manier worden uitgeschreven. 

Ook dit bewijs kan op dezelfde manier worden uitgeschreven. 

7a Omdat DE een middenparallel is. 

b VierhoekADEF is een rechthoek, want DE= AF (gevolg middenparallel) 

en DEI/AF met verder nog LA = 90° (gegeven). 

Dus vierhoek ADEF is een para! lellogram met een rechte hoek, dus een rechthoek. 

c In een rechthoek zijn de diagonalen even lang, dus AE = DF = 2r. 
Sis het snijpunt van AE en DF. 
A, E, Den F liggen op de cirkel met middelpunt Sen straal ,: 

G ligt ook op die cirkel wegens de Omgekeerde stelling van Thales. 

d Het middelpunt ligt op het midden van AE. 

Ba HFB is een rechthoekige driehoek, dus H, Fen B liggen op een cirkel met 

middellijn HB (Omgekeerde stelling van Thales). 

HBD is een rechthoekige driehoek, dus H, Fen D liggen op een cirkel met 

middellijn HB (Omgekeerde stelling van Thales). 

Er is maar één cirkel mogelijk met middellijn HB, dus liggen H, F, Ben Dop één 

cirkel. 

b AFHE, ABDE en CDHE. 
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3-2 Omtrekshoeken 
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Sa Gegeven: Cirkel met middelpuntM, 

b 

C 

10ab 

A, B, C, Dop cirkel, met LAMB = LCMD 

Te bewijzen: AB= CD 

Bewijs: 

AM = CM (straal) } 
LAMB = L CMD (gegeven) ::::} 6.ABM :::: 6.CDM (ZHZ) ::::} AB= CD 

BM = DM (straal) 
LAMB 

3600 
geeft aan welk deel van de cirkel bij de boog AB hoort. 

lengte boog AB= lengte boog CD, omdat de bijbehorende hoeken gelijk zijn. 

8 

M 

c Gegeven: Cirkel (M, r) met puntenA en Bop de cirkel 
MNl_AB 

Te bewijzen: Nis het midden van AB 

Bewijs: 

AM = BM (straal) } 
MN = MN =} 6.ANM :::: 6.BNM(ZZR) ::::} AN= BN 

LANM = LBNM ( = 90°) 

Dus Nis het midden van AB. 

11 Gegeven: Cirkel (M, r) met punten A en B op de cirkel 

Sis het midden van AB 
Te bewijzen: MS l_AB 

Bewijs: 

AM = BM (straal) } 
MS = MS ::::} MSM :::: 6.BSM(ZZZ) ::::} LASM = LBSM. 

AS= BS (gegeven) 

Er geldt LASM + LBSM = 180°(gestrekte hoek), dus LASM = LBSM = 90°. 

12a LBMC= 180° - 80° = 100° (gestrekte hoek) 

b 6.BMC is gelijkbenig, omdat BM =CM= r 

c LABC = LBCM = t (180° - 100°) = 40° 
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d LAMC= 2 · LABC 

e LBAC = LACM = ! (180° - 80°) = 50° 

Bij vraag a berekende je LBMC = 100°, dus geldt LBMC = 2 · LBAC. 

13 Gegeven: LBAC= a 
Te bewijzen: LBMC= 2a 
Bewijs: 

In de gelijkbenige driehoek ACM geldt: LMAC = LMCA = a. 
Dan is LAMC= 180° - 2a::::} LBMC= 180° - (180° - 2a) = 2a. 
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14a Noem het snijpunt van CM met de cirkel D. 

LAMD= 2 LACD (opgave 13) 

LBMD= 2 LBCD (opgave 13) 

Links en rechts van boven naar beneden optellen geeft: 

LAMB=2LACB 
b Teken lijn CM, noem het snijpunt van CM met de cirkel E. 

LBME = 2 LBCE (opgave 13) 

LAME=2LACE(opgave 13) 

Links en rechts van boven naar beneden aftrekken geeft: 

LAMB=2LACB 

15a Je moet aantonen dat bij die twee omtrekshoeken dezelfde middelpuntshoek 

hoort. 

b Construeer eerst het middelpunt van de cirkel met twee middel loodlijnen. 

Q 

p 

LAPB = !L AMB (Stelling van de omtrekshoek) 

LAQB =!LAMB (Stelling van de omtrekshoek) 
Hieruit volgt dat L. APB = L AQB, dus twee omtrekshoeken op dezelfüe boog zijn 

even groot. 

16 Gegeven: 6.ABC met C op cirkel met middellijn AB. 
Te bewijzen: LACB = 90° 

Bewijs: LACB = ! LAMB = ! · 180° = 90° (Stelling van de omtrekshoek). 
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3-3 Constante hoek 

Pagina 72: 

17a 

b LAPB=LACB 
Volgens de stelling van opdracht 15 geldt: 

In een cirkel zijn twee omtrekshoeken op dezelfde boog even groot. 

c Omdat LAPC en LACB omtrekshoeken op dezelfde boog moeten zijn, dat kan 

alleen als Pen C aan dezelfde kant van AB liggen. 

18a LAEB = LACB (zelfde cirkelboog) 

b Als LAQ
1
B = LACB, dan is LAQ

1
B = LAEB. Dan zou moeten gelden 

BQ
1 
Il BE(F-hoeken). 

c Het is niet mogelijk dat BQ
1 
Il BE, want BQ

1
E is een driehoek. 

d LAEB = LACB (zelfde cirkelboog) 

Als LAQ
2
B = LACB, dan is LAQ

2
B = LAEB. Dan zou moeten gelden 

BQ
2 

Il BE(F-hoeken). 

Het is niet mogelijk dat BQ
2 
Il BE, want BQ

2
E is een driehoek. 

e Als Q niet binnen of buiten de cirkel kan liggen, dan ligt Q op de cirkel. 

19 Maak eerst een verhoudingstabel om te zien of 6.ABC - 6.DBE. 

6.ABC AB=6 BC=9 AC= 12 

b.DBE DB=4 BE=6 DE=8 

De driehoeken zijn gelijkvormig met factor i. 
Dan zijn de overeenkomstige hoeken gelijk, dus in het bijzonder is 

LACB=LDEB. 

Omdat Deen punt is op het been van LACB geldt ook LACB = LDCB. 
Hieruit volgt LDEB = LDCB, dus met de omgekeerde stelling van de constante 

hoek geldt dat punt Cook op de omgeschreven cirkel ligt van driehoek BDE. 
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Pagina 73: 

20a Je vindt het antwoord met de Stelling van de constante hoek. 

LDBC = LDAC = 20° 

D 

A 

b De stelling Boog en koorde zegt: 

In een cirkel behoren gelijke bogen bij gelijke koorden. 

Dan zijn de bijbehorende omtrekshoeken ook gelijk, dus LACB = 20°. 

c Volgens de stelling van de constante hoek is LADB = LACB = 20°. 

Hoekensom in 6.ADS geeft LDAS + LADS + LASD = 180°. 

Hieruit volgt dat L.ASD = 180° - 20° - 20° = 140° ::::} LASB = 180° - 140° = 40°. 

(Dat laatste had je ook kunnen vinden met de stelling van de buitenhoek.) 

21 a Je bewijst dat de overeenkomstige hoeken even groot zijn. 
Q 

p 

LP= LS (omtrekshoek boog RQ)} ( ) 
=} 6.PTR - 6.STQ hh 

LR = LQ (omtrekshoek boog PS) 

b Stel een verhoudingstabel op: 

b.PTR PT TR PR 

b.STQ ST TQ SQ 

PT TR 
Hieruit volgt: ST = TQ::::} PT · TQ = ST · TR. 
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22 Eerst een analysefiguur: 

R 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

~ ,.:_) 
M --

p 

------

Je bewijst dat de overeenkomstige hoeken even groot zijn. 

LQPR = !LQMR = !ex 
LQSR = i LQMR* = i (360° - ex)= 180° - tex ::::} 
LQST = 180° - (180° - !ex)= !ex (gestrekte hoek) 

LQPR = LQST (=!ex)} ::::} 6.PTR - 6STQ (hh) 
LT=LT 

Stel een verhoudingstabel op: 

b.PTR PT TR PR 
6STQ ST TQ SQ 

PT TR 
Hieruit volgt: ST = TQ ::::} PT · TQ = ST · TR. 

23 Driehoek PQR is gelijkbenig als geldt PQ = PR. 
Noem LPQR = a, dan is LPAR = a (zelfüe boog PR) . 
LPAR = LCAD (overstaande hoeken), dus LCAD = a. 
Hieruit volgt LCBD = a(zelfüe boog CD). 

LCBD = LPBQ (overstaande hoeken), dus LPBQ = a. 
Tenstotte is LPRQ = a(zelfüe boog PQ). 

Er geldt LPQR = LPRQ, dus boog PR= boog PQ. 
Hieruit volgt dat PR= PQ (opdracht 9) . 

3-4 Koordenvierhoeken 
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24a Als AC de middellijn is , dan weten we met de stelling van Thales dat 

L ABC= 90° en L. ADC = 90°. 

Dan is LABC + LADC = 90° + 90° = 180°. 

Voor de andere twee hoeken geldt (met de hoekensom van een vierhoek): 

LDAB+ LBCD= 360° -180° = 180° 
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b 

Hoek AMC kleiner dan 180° is a. 

Hoek AMC groter dan 180° is /3. 
Het verband tussen deze twee hoeken is a+ /3= 360°. 

c LABC = t/3, want de omtrekshoek op boog AC is de helft van de middelpuntshoek 

bij deze! füe boog. 

d LADC = ta, want de omtrekshoek op boog AC is de helft van de middelpuntshoek 

bij deze! füe boog. 

e LABC+ LADC=!f3+4a=4(f3+ a) =4· 360° = 180° 

25 Eerst een analysefiguur tekenen. 

Noem LCAP= a(1) . 
Volgens de koordenvierhoekstel ling is L.CQP = 180° - L.CAP = 180° - a . 
Een gestrekte hoek is 180°, dus LPQD = 180° - (180° - a) = a . 

Volgens de koordenvierhoekstelling is LPBD = 180° - LPQD = 180° - a. 
Een gestrekte hoek is 180°, dus L.B

2 
= 180° - (180° - a) = a (2). 

Uit (1) en (2) volgt: AC/IBD (F-hoeken). 

26a Zie de tekening bij opdracht c. 

b LACB = LADB, want het zijn omtrekshoeken op dezelfüe boog. 
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c Gelijke tekens, gelijke hoeken. 

D 
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27 Gegeven:VierhoekABCD metL.B+ L.D = 180° 

Te bewijzen: ABCD is een koordenvierhoek 

Bewijs: 

a Teken de omgeschreven cirkel van 6.ABC. 
We moeten nu bewijzen dat Dook op deze cirkel ligt. 

b Eerst kiezen we D binnen de cirkel. Verleng AD zodat deze de cirkel snijdt in punt E. 

Teken DE en EC. 
ABCE is een koordenvierhoek ::::} L.A

12 
+ L.C

123 
= 180° ::::} LA 

12 
+ L.C

12 
< 180° 

(L.C
3 

eraf) (1) 

Hoekensom in ABCD geeft LA
12 

+ L.C
12 

+ LB + LD = 360° (2) 

Uit (1) en (2) volgt: LB + LD > 180°. 

Dit is in tegenspaak met het gegeven LB + LD = 180°, dus D ligt niet binnen de 

cirkel. 

c Nu kiezen we D buiten de cirkel. AD snijdt de cirkel snijdt in punt E. Teken EC. 

sa 
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ABCE is een koordenvierhoek ::::} L. A 
12 

+ L.C
12 

= 180° ::::} L.A
12 

+ L.C
123 

> 180° 

(L.C
3 

erbij) (1) 

Hoekensom in ABCD geeft LA
12 

+ L.C
123 

+ LB + LD = 360° (2) 

Uit (1) en (2) volgt: LB + LD < 180 

Dit is in tegenspaak met het gegeven LB + LD = 180°, dus D ligt niet buiten de 

cirkel. 

d Conclusie: D ligt op de cirkel. 

28 Gegeven: LAPB = LAQB 

Te bewijzen: ABPQ is een koordenvierhoek 

Bewijs: 

Door de punten A, Pen B is één cirkel te tekenen. 

Punt Q ligt aan dezelfüe kant van AB als P. 

LAPB = LAQB, dus Q ligt op de cirkel door A, Pen B (Omgekeerde stelling 

constante hoek) . 

Als A, B, Pen Q op één cirkel liggen is ABPQ is een koordenvierhoek. 

29 M ligt op de middelloodlijn van AB, M ligt op de middelloodlijn van BC en M ligt op de 

middelloodlijn van AC. Dus Mis het middelpunt van de omgeschreven cirkel van driehoek 

ABC met MA = MB = MC = r als straal. 

Op dezelfüe manier vind je: 

M ligt op de middelloodlijn van AB, M ligt op de middelloodlijn van BD en M ligt op de 

middelloodlijn van AD. Dus Mis het middelpunt van de omgeschreven cirkel van 

driehoek ABD met MA =MB= MD = r als straal. 

Deze twee cirkels vallen samen, dus gaat de cirkel gaat door A, B, C, en D. 

Dus isABCD een koordenvierhoek. 

30 Gegeven:L.P = 90° en L.Q = 90° 

Tis het midden van AS en U is het midden van BS 

a Te bewijzen: LTPS = LTSP 

, , , , 
I 

, 
,,' , 

I 
I 

I 
I 

1 
1 
1 
1 

' ' 
A \ I 

\ I 
\ I ' , ' , ' , 

', ,,, ' ',, ... ... -.,. ., ... __ ___ _ 
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Bewijs: 

ASP is een rechthoekige driehoek, dus liggen A, Ben Dop een cirkel met 

middellijn AS (Stelling van Thales) en middelpunt T 

Daaruit volgt dat 6.STP gelijkbenig is, want PT = ST (straal), dus 

LTPS = LTSP (basishoeken). 

b Te bewijzen: TUQP is een koordenvierhoek 

Bewijs: 

Teken PT, QU en TU. 

LP= 90° ::::} 6.ASP is rechthoekig en T is het midden van AS ::::} A, Sen P liggen 
op een cirkel met middelpunt T ::::} PT= ST =} LTPS = LTSP (1) 

LQ = 90° ::::} 6.BSQ is rechthoekig en U is het midden van BS ::::} B, Sen Q liggen 

op een cirkel met middelpunt U =} QU = SU ::::} LUQS = LUSQ (2) 

LTSP = LUSQ (overstaande hoeken), dus uit (1) en (2) volgt: LTPS = LUQS. 

Driehoek PTS en driehoek QUS zijn gelijkvormig, dus met het resultaat van 

opgave 19 volgt dat T, U, Q en Pop de omgeschreven cirkel liggen. Dus TUPQ is 

een koordenvierhoek. 

3-5 Raaklijnen en hoeken 
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31a 

In de rechthoekige driehoek ABM is MA de schuine zijde, dus geldt MB< MA. 

b Punt B ligt binnen de cirkel. 

c Kies op k punt A' met AB= A'B. 

AB=A'B } 
MB = MB =} 6.ABM :::: 6A 'BM (ZHZ) 

LB = LB =90° 
1 2 

Hieruit volgt MA= MA', dus A' ligt ook op de cirkel. 

Dit is in tegenspraak met het gegeven dat keen raaklijn is. (Een raaklijn heeft 

maar één gemeenschappelijk punt met de cirkel.) 

Dus de aanname LA :t: 90° is niet waar, hieruit volgt MA 1- k. 

32 De omgekeerde stelling luidt: 

Als een lijn door een punt van een cirkel loodrecht staat op de verbindingslijn van 

dat punt met het middelpunt, dan is de lijn een raaklijn aan de cirkel. 
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Gegeven: een cirkel met middelpunt M. 
een punt A op de cirkel 

lijn k door A en MA 1- k 
Te bewijzen: kis een raaklijn. 

Bewijs: 

Stel kis geen raaklijn, dan is er nog een ander punt A' waar k de cirkel snijdt. 
6.AMA' is gelijkbenig, dus LMAJ\ = LMAA'. 

Uit het gegeven MA 1- k volgt dan dat 6AMA' een driehoek is met twee rechte 

hoeken, dat is onmogelijk. 

Dus de veronderstelling dat k geen raaklijn is, is onjuist. 

Hiermee is bewezen dat keen raaklijn is. 

33a LMRP = 90° (stelling Raaklfin aan cirkel) 

b Als LPRQ gelijk is aan de omtrekshoek bij de koorde QR en als LQMR gelijk is 

aan de middelpuntshoek bij koorde QR, dan moet gelden LPRQ = iLQMR. 
c Teken de stralen naar Ren Q. 

Bewijs: 

Noem LPRQ= ex. (1) 

LMRP = 90° ::::} LMRQ = 90° - ex. 

MR = MQ (straal) dus LMQR = LMRQ = 90° - ex. 

Hoekensom in 6MRQ geeft LQMR = 180° - 2 · (90° - ex) = 2ex. (2) 

Uit (1) en (2) volgt LPRQ = !LQMR. 
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34a Teken hulplijnstukken PM, MA en MB. 

35 

36 

I 
I 

I 
I 

I 
I 

I 
I 

I M• ----------
' \ 

\ 
\ 

PM=PM } 
LA= LB = 90° ::::} 6.PMA :::: 6.PMB (ZZR) 

MA = MB (straal) 
Hieruit volgt PA= PB. 
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Eerst een analysefiguur, raaklijnstukjes markeren. 
D 5 

R 

A Q 8 

Gelijke raaklijnstukken hebben gelijke markering. 

Met het resultaat van opdracht 34 volgt: 

AQ=AP 

BQ=BR 

CS=CR 

DS=DP 

Links en rechts optellen geeft: 

AQ+BQ+ CS+DS=AP+BR+CR+DP 

Slim bij elkaar nemen geeft: 

AB+ CD= BC+AD 

se 
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Lijn BP is raaklijn, hieruit volgt AP 1- BP (stelling RaaklUn aan cirkel). 

In driehoek ABP geldt LP= 90°, dus A, Ben P liggen op een cirkel met middellijn 

AB (Omgekeerde stelling van Thales). Punt M ligt ook op die middellijn. 

Conclusie: A, Men B liggen op één lijn. 

37 Eerst een analysefiguur maken. Teken een omtrekshoek op boogAP in cirkel c
1
• 

, , , , , 
, , , 

, , , , , 
, , 

C ::_ " M 
...... - ... - - 1 ---

,, 
, 

Volgens de stelling Hoek tussen raaklfin en koorde is LPAQ = LACP. 

In cirkel c
2 

is LPAQ = LSAQ. 

Samen geeft dit LACP = LSAQ. 

Omdat de cirkels even groot zijn, geldt nu boog AP = boog SQ. 

Hieruit volgt met de stelling Boog en koorde dat de bijbehorende koorden ook 

even lang zijn: AP = QS. 

38a Teken een analysefiguur. Teken daarin hulplijn AB. Noem LSPQ = aen LSQP = /3. 

In driehoek PQS is LPSQ = 180° - a - /3. 
Volgens de stelling Hoek tussen raaklfin en koorde is LBAP= LBPS = aen 

LBAQ = LBQS = /3. 
Dan is LPAQ= LBAP + LBAQ= a+ /3. 
Hieruit volgt dat LPSQ + LPAQ = 180° - a - /3 + a + /3 = 180°. 

Volgens de Omgekeerde koordenvierhoekstelling is AQSP een koordenvierhoek. 
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3-6 Gemengde opdrachten 
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39a 

b Noem L AMB = a en LCMD = /3. 

LACB=4LAMB=4aen LCBD=4LCMD=4f3. 
c In 6.BCP is de hoekensom: LBPC + LPCB + LCBP = 180°. 

d 

Invullen geeft: 

LBPC+ LACB+ LCBD= LBPC+4a+4/3= 180° ::::} LBPC= 180° - (4a+4f3). 
Een gestrekte hoek is 180°, dus 

LAPB = 180° - LBPC= 180° - (180° - (4a+ 4/3)) = 4a+ 4/3. 

Hieruit volgt LAPB =4(LAMB + LCMD). 
p 

e Noem L AMB = a en LCMD = /3. 

LADB = iLAMB =iaen LCBD = iLCMD = i/3. 
f LADB = iLAMB = ia, dus is LPDB = 180° - 4a (gestrekte hoek). 

In 6.BDP is de hoekensom: LBPD + LPDB + LDBP = 180°. 

Invullen geeft: 

LBPD + (180° - 4a) + 4/3= 180° ::::} LBPD = 4a- 4f3. 

Hieruit volgt LAPB =4(LAMB - LCMD). 

40a Zie de tekening in het boek. 

b De driehoeken ABR enACR zijn rechthoekige driehoeken (Stelling van Thales). 
c In een parallellogram zijn overstaande zijden even lang en evenwijdig en de 

diagonalen delen elkaar middendoor. 

Gebruik voor het bewijs de definitie van een parallellogram: twee paren 

evenwijdige zijden. 
d CQ l_ AB(hoogtelijn) en RB 1-AB(Thales), dus CHIIRB. 

BP 1-AC(hoogtelijn) en RC l_ AC(Thales), dus BHI/RC. 

Conclusie: CHBR is een parallellogram. 
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41 a Sis het snijpunt van de deellijn uit hoek C en de middelloodlijn van AB. 

Tis het snijpunt van de deellijn uit hoek C en de omgeschreven cirkel van 

driehoek ABC. 

Als Sen T samenvallen dan ligt Sop de omgeschreven cirkel. 

b T ligt op de deellijn van L.C, dus LACT = LBCT. Hieruit volgt dat boog AT gelijk 

is aan boog BT. 

c Bij gelijke bogen horen gelijke koorden, dus AT= BT. 

Teken een loodlijn vanuit Top AB. Nis het snijpunt van de loodlijn en AB. 

8 

T 

:: !~ (gelijke bogen, gelijke koorden)} ::::} 6.ATN :::: 6.BTN (ZZH) 

LANT= LBNT (loodlijn) 

::::} AN= BN en LANT = LBNT = 90° ::::} T ligt op de middelloodlijn van AB. 

d Tligt op de middelloodlijn van AB, dus Tis het snijpunt van de middelloodlijn 

van AB en de bissectrice van L.C. Sis het snijpunt van de bissectrice van L.C en de 

middelloodlijn van AB. 

1\.vee lijnen kunnen slechts één snijpunt hebben, dus S = T. 

Punt Twas het snijpunt van de bissectrice met de cirkel, dus ligt Sop de cirkel. 

42 Gegeven: 

Koordenvierhoek ABCD met AC 1- BD 

Kis het midden van CD 

Te bewijzen: LASL = LKCS 

Bewijs: 
... -- ... 

----....:D:.~, ''' 
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LS = 90°, hieruit volgt dat Khet middelpunt is van de omgeschreven 

cirkel van 6.CSD (Omgekeerde stelling van Thales) . 
KC = KS (straal) ::::} LKCS = LKSC } 

::::} LKCS = LASL 
LKSC= LASL (overstaandehoeken) 

b Te bewijzen: KL 1- AB 
Bewijs: 

T-1a 

b 

C 

d 

Noem LKSC = a , dus LASL = LKCS = a (zie a). 

Noem LKSD = /3. 
KS = KD, hieruit volgt LKDS = LKSD = /3. 
Er geldt: a + /3 = 90°. 

Er geldt ook LSAL = LCAB = LCDB = LKDS = /3 ( omtrekshoek op BC). 
Dan is LALS = 180 - a - /3 = 90° en dus AB 1- KL. 

Test jezelf 

Pagina 82: 

180° - 70° 
LABC= 

2 
55° 

LAEB = 90° (Thales), dus LAEC = 180° - 90° = 90° (gestrekte hoek). 
Hieruit volgt dat LCAE = 180° - 90° - 70° = 20°. 

a<90° 
, , --- - ... 

, , , , , 
I , 

1 

' ' ' ' 
A ...... _ __ ... -' M 8 

LACE=a 
180° - a 

LMAC = 
2 

= 90° - }a (basishoek in gelUkbenige driehoek ABC) 

LMEB = LMBE = 90° - }a (geLUkbenige driehoek MBE) 
Dus LMEC = 180° - (90° - ta) = 90° + !a (gestrekte hoek) 

LBME = 180° - 2(90° - ta) = a (tophoek in gel(jkbenige driehoek MBE) 
Dus LAME = 180° - a(gestrekte hoek). 

e In vierhoekAMEC geldt LMAC + LMEC= 90° - ta+ 90° + !a= 180°, dus 

vierhoekAMEC is een koordenvierhoek (Omgekeerde koordenvierhoekstelling). 
Elk punt van de koordenvierhoek ligt op de omgeschreven cirkel van de driehoek 

die gevormd wordt door de overige punten van de koordenvierhoek. Dus ook M. 
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HOOFDSTUK 3 - CIRKELS EN HOEKEN 

T-2 a 

Bewijs: 

AP 1- PB (Thales) en AP 1- CE (gegeven) 

Daaruit volgt: PB Il CE 

b Hulplijn PE levert twee gelijke Z-hoeken: LPEC = LEPE. 

c LEAE = LBPE (omtrekshoeken op dezelfde boog) 

LPAC = LPEC (omtrekshoeken op dezelfde boog) 

De resultaten van ben c geven LEAE = LPAC. 

T-3a Noem LCAB = 2aen L. ABC= 2/3. 

C 

. , 
M, , , 

' , ,,.. 

, , , 

, 

, ... .... ... ... /J 
/3 ......... 

LADE= LABE = /3 (omtrekshoek op AE) 

LEED= LBAD = a (omtrekshoek op BD) 

LAQD = 180° - a - /J(hoekensom in driehoekAQD) ::::} LCQP= a+ /3 
(gestrekte hoek) 

Net zo is LEPB = 180° - a - /3 ::::} LQPC = a+ /3 
Dus in 6.CPQ zijn de hoeken bij Pen Q gelijk, dus geldt CP = CQ. 

T-4 a PACQ en PBDQ zijn koordenvierhoeken. 
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HOOFDSTUK 3 - CIRKELS EN HOEKEN 

b LP+ LACQ = 180° (Koordenvierhoekstelling) 

LP+ LD = 180° (Koordenvierhoekstelling) 
Dus LD= LACQ ::::}AC Il BD (F-hoeken) . 

Pagina 83: 

T-5a LPQR 

b LTRB = LBAR(hoek tussen raakl(jn en koorde) 
c ABQP een koordenvierhoek , dus L BAP + L Q = 180° (Koordenvierhoekstelling) 

L BAR+ L BAP = 180° (gestrekte hoek) =} LBAR = LQ (1) 

Uit (1) en b volgt dat L. Q = L TRB. 
Omdat deze hoeken een Z-figuur vormen, geldt: t Il PQ. 

T-6 Noem LPAB = LPBA = a . 

A 

C 

Hieruit volgt LACP = LBDP = a(omtrekshoeken op PA, PB). 
Noem LPCD = LPDC = /3. 
ABDC is een koordenvierhoek, dus LABD = 180 - a - /3. 
Ook is LCDB = a+ /3, dus de hoek tussen BD en het verlengde van CD is 

180° - a - /3. 
Hieruit volgt ABIICD (Z-hoeken). 

T-7 Noem LBAD = a en LABC = /3. 
Q 

I 

sa 
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HOOFDSTUK 3 - CIRKELS EN HOEKEN 

a ABCD is een koordenvierhoek, dus LBAD + LECD = 180° ::::} LECD = 180° - a. 

LPCQ = LECD (overstaande hoeken). 
LPCQ + LCQP + LCPQ = 180° (hoekensom 6.CPQ) 
Invullen geeft (180° - a) + LCQP + LCPQ = 180°. 

Hieruit volgt LCQP+ LCPQ= a= LEAD. 
b ABCD is een koordenvierhoek, dus LABC + LADC = 180° ::::} L.ADC = 180° - /3 

LDAP + LAPD + LADP = 180° (hoekensom 6.APD). 

Invullen geeft a+ LAPD + 180° - /3= 180°. 

Hieruit volgt LAPD = /3 - a =} LBPS = 4/3 - ia. 
Verder geldt 90° - i(LBAD + LADC) = 90° - 4(a+ 180° - /3) = 4/3- 4a. 

Dus LBPS=90° - 4(LBAD+LADC). 
c LEAD+ LABQ + LAQB = 180°(hoekensom 6.ABQ) 

Invullen geeft a+ /3 + LAQB = 180°::::}LAQB = 180° - a - /3. 

Hieruit volgt 

LCQS=!LAQB=i080° - a - /3)= 90° - ia - i/3= 90° - !LBAD - !LABC. 
d LPSQ+ LSQP + LSPQ= 180° (hoekensom 6.SPQ) 

Invullen van c en b geeft 

LPSQ + (90° - ia - 4/3+ LCQP) + (4/3 - !a+ LCPQ) = 180°. 

Hieruit volgt LPSQ - a+ LCQP+ LCPQ = 90°. 

Bij ais bewezen LCQP + LCPQ = a , dus LPSQ - a + LCQP + LCPQ = 90° ::::} LPSQ = 90°. 

Dus PS 1-QS. 
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Hoofdstuk 4 - Tekenen en bewijzen 

Voorkennis: Meetkundige plaatsen 

Pagina 86: 

V-1ab De meetkundige plaats van de punten die gelijke afstand hebben totA en Bis de 

middelloodlijn van AB. 

8 

c De punten Q waarvoor geldt dat d (Q, A) = 4 cm liggen op een cirkel met 

middelpuntA en straal 4 cm. 

De punten Q waarvoor geldt dat d (Q, L) = 2 cm liggen op twee lijnen evenwijdig 

aan L en op afstand 2 cm van L. 

'' Q 
............. 1 

d De punten die gelijke afstand hebben tot L en m liggen op het tweetal bissectrices 

van de hoeken tussen L en m. 
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HOOFDSTUK 4 - TEKENEN EN BEWI.JZEN 

V-2a De meetkundige plaats bestaat uit een cirkel met straal 7 en hetzelfüe middelpunt als c. 

l J 1 
L J 

1 1 i 
C ,,j'-- ...... ' ' ' , ' I ' I ' I ' 

~ >-! 
1 

\ I 
I 

' 
, __ -, 

t 

b De meetkundige plaats bestaat uit een cirkel met straal 6 en hetzelfüe middelpunt 

als c, samen met het middelpunt van c zelf 

, , 
I 

I 

C 
....... --- ...... 

, ' 

' ' \ 

:~ . Ï , 
1 

1 
\ 
\ 

\ , , , 

I 
I 

I , 

c De gevraagde meetkundige plaats bestaat uit twee cirkels met hetzelfde 
middelpunt als c, één met straal 1 en één met straal 5. 

t 
L "S- -, 
L,,'] ...... ,, 

I \ 
I \ 

I' 
( 
\ 
\ 

, 
... -- - , ... 

l 

\ 

) 
I 

I 
I 

,'1 

L 
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V3-abc De meetkundige plaats van de punten die op gelijke afstand van L en m liggen is 

de middenparallel van L en m. 

De meetkundige plaats van de punten die op afstand 3 cm van n liggen zijn de 

punten op twee lijnen evenwijdig aan nop afstand 3 cm van n. 

De snijpunten van de gestippelde lijnen zijn de gezochte punten A en B. 

, , , 

V-4 De meetkundige plaats van de punten X die gelijke afstand hebben tot de beide 

lijnen is het bissectricepaar van snijdende lijnen. 
De meetkundige plaats van de punten Xwaarvoor geldtdatd(X, P) = d(X, c) 

liggen op de middelloodlijnen van punt Pen de snijpunten A, B, C en D van de 

cirkel en de bissectrices. 

In het linkerplaatje zie je de constructie van één van de gevraagde punten en in 

het rechterplaatje de vier gevraagde punten. 
bissectrice bissectrice 

8 

D 

Pagina 87: 

V-5 De meetkundige plaats van de punten X waarvoor geldt dat d(X, B) < 3 cm liggen 

binnen een cirkel met middelpunt Ben een straal van 3 cm. 

De meetkundige plaats van de punten X waarvoor geldt dat XA < XB liggen in het 

vlakdeel begrensd door de middel loodlijn van AB aan de kant van A. 
De meetkundige plaats van de punten X waarvoor geldt dat d(X, m) < 2 cm is het 

gebied tussen twee lijnen evenwijdig aan m op afstand 2 cm van m. 

De drie voorwaarden samen geven het gearceerde gebied. 
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I 
1 

' I 
' ' 

, 
' ' 

, 
, , 

, , 
----- ...... 

8 . --... ---
' ------\.. -- --- \ 

\ 
\ 

\ 
\ 

' ,, -------

' ' ' ', middelloodlijn 
' ' ' \ I 

\ I 

• I \ 
I \ ... .- ... 

I .J ......... 
... -r--, 

,.. ... ... I 

1 
I 

I 
1 

1 

1 

I / 

I ' 
' I , ~-

1 
1 

1 

, ,, 

V-6 a De doorsnede van de gestippelde cirkels en de twee gestippelde lijnen is de 

verzameling van de gezochte vier punten B, C, Den E . 

... -- - ... 
, , 

' ' , 
' ' ' ' ' ' ' --- \ , 

' \ 
I ' ' ' ' ' ' ' ' 

\ \ 
I 1 

M 1 

' ' ' ' ' ' 

' 

b a a=O 0 <a<3 a=3 a>3 

aantal snijpunten 1 4 4 3 

bijzonderheden raakpunt - Evalt samen Er is geen cirkel 

met M. binnen de cirkel. 

V-7a De meetkundige plaats van de punten Nis de verzameling punten van lijn /, met 

uitzondering van punt M. 

b De meetkundige plaats van de punten A is de verzameling punten op cirkel c
1
. 

4-1 Bewijzen bij meetkundige plaatsen 

Pagina 88: 

1 a Mis het middelpunt van de cirkel. Voor de punten op de cirkel geldt: 

MA=MB=1; dus M ligt op de middelloodlijn van AB. 

MB=MC=1; dus M ligt op de middelloodlijn van BC. 

MC=MD =r, dus M ligt op de middelloodlijn van CD. 

MD =MA =r, dus M ligt op de middelloodlijn van DA. 

De middelloodlijnen van AB, BC, CD en DA gaan door één punt namelijk M. 
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b M ligt op de middelloodlijn van PQ, dus MP= MQ. 

M ligt op de middelloodlijn van QR, dus MQ =MR. 

M ligt op de middelloodlijn van RS, dus MR =MS. 

M ligt op de middelloodlijn van SP, dus MS=MP. 

Er geldt dus: MP=MQ=MR=MS, noem deze lengte r. 
Dus de punten P, Q, Ren S liggen op een cirkel met middelpunt Men straal ,: 

c Vier punten A, B, C en D liggen op een cirkel ç:> de middelloodlijnen van AB, 

BC, CD en DA gaan door één punt. 

2 Te bewijzen: P ligt op de bissectrice van L. BAC ç:> d(P, AB) = d (P, AC) 

a Gegeven: P ligt op de bissectrice van L. BAC 

Te bewijzen: d(P, AB) = d (P, AC) 

Bewijs: 

Ben C zijn de voetpunten van de loodlijnen uit punt P. De analysefiguur ziet er 

als volgt uit: 

-- -- -- --

C 

1 

1 

LBAP = LCAP (bissectrice)} 
AP = AP ::::} 6.ABP :::: 6.ACP (ZHH) 

LABP = LACP = 90° 
Hieruit volgt BP = CP, dus d(P, AB)= d(P, AC). 

b Gegeven: d(P,AB)= d(P,AC),dus BP= CP en LABP = LACP = 90°. 

Te bewijzen: P ligt op de bissectrice van L. BAC. 

Bewijs: 

1 
,= 
1 

.J' 
C 

BP = CP (gegeven) } 
AP =AP ::::} 6ABP :::: 6.ACP (ZZR) 

LABP = LACP = 90° 

Hieruit volgt L BAP = L CAP, dus P ligt op de bissectrice van L. BAC. 
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Pagina 89: 

3a 6.ABE is rechthoekig met L. AEB = 90°, dan ligt punt E op een cirkelmet middellijn AB 

(Omgekeerde stelling van Thales) met uitzondering van de punten A en B. 

b 

4 

M 
• 

6.ABQ is rechthoekig met L. AQB = 90° , dan ligt punt Q op een cirkel met middellijn 

AB (Omgekeerde stelling van Thales) met uitzondering van de punten A en B. 

Er is maar één cirkel met gegeven middellijn AB, dus de punten Een de punten Q 

liggen op dezelfde cirkel. 

A 

I 

\ I 
\ I 
\ I 

C 

In een rechthoekige driehoek is de lengte van de zwaartelijn uit de rechte hoek de 

helft van de schuine zijde. Dus CM= !AB en gegeven is dat AB constant is. 

Hieruit volgt dat de meetkundige plaats van de punten Meen cirkel is met 

middelpunt C en straal CM= ~B. 

4-2 Meetkundige plaatsen met de constante hoek 

Pagina 90: 

5 Uit stelling 1 volgt dat voor elk willekeurig punt Pop de cirkel door A, Ben C en aan 

dezelfüe kant van AB als C, geldt LAPB = LACB. 

Dus elk punt op de cirkel tussen A en Baan dezelfüe kant van AB als C voldoet hieraan. 

Uit stelling 2 volgt dat elk willekeurig punt P dat aan dezelfüe kant van AB als C ligt en 

waarvoor geldt LAPB = LACB, op de cirkel door A , Ben C ligt. 

Hieruit volgt dat de meetkundige plaats van de punten P gelijk is aan de cirkelboog AB 

die door C gaat. 
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Pagina 91 : 

Sa Zie de tekening bij opdracht b. Een hoek van 120° hoort bij een derde deel van 

een cirkel. 

De hoek kun je construeren door een tweede cirkel te tekenen met als middelpunt 

een punt van de eerste cirkel en dezelfüe straal. 

b De meetkundige plaats van de punten P met LAPB = 60° is de cirkelboog 

waarvan de omstrekshoek 60° is en de cirkelboog die ontstaat door de eerste boog 

te spiegelen in de lijn AB. 

C 

7a LAPB = 80°, dan ligt punt Pop een cirkelboog met middelpunt M met 

middelpuntshoek LAMB = 160° . 

Teken dan een gelijkbenige driehoek AMB met AB= 5 cm en een tophoek van 

160°, en dus basishoeken van 10°. De straal van de cirkelboog is MB. Teken de 

cirkelboog en zijn spiegelbeeld. 

I 
I 

8 

I 1 
I 1 

' 

' M.- - C- tM' 
\ I 

' 1 I 
1 I 

1 I 
\ I 

A 

b 6.MCA heeft een rechte hoek bij punt C. Verder geldt AC = !AB = ~. 

AC AC 2* 
cosLMAC=-::::} AM= = - ""2 54 

AM cosLMAC cos10° ' 
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8 Het zijn precies de andere cirkelbogen, de gestippelde bogen. 

8 

"1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 

1 1 1 
1 1 1 
1 ..J.._ 1 

M'° 'C ' M' 1 1 1 

, 

A 

' ' ' \ 
' 

Sa Om 6.ABC te tekenen, teken je bijvoorbeeld eerst lijnstuk AB= 7. 

Dan teken je een cirkelboog met middelpuntA en straal AC = 8 en daarna een 

cirkelboog met middelpunt Ben straal BC = 6. Het snijpunt van de cirkelbogen is 

het gezochte punt C. 

Zie tekening bij b. 

b De meetkundige plaats van de punten P waarvoor geldt dat L. APB = L ACB is 

een cirkelboog met koorde AB. Het is een deel van de omgeschreven cirkel van 

6.ABC. 

Het middelpunt Mis het snijpunt van de middelloodlijnen van AB en BC. 

' 

10ab Het begin van deze opdracht is hetzelfüe als de vorige opdracht. 

De middelloodlijn van AB verdeelt het vlak in twee delen, de extra voorwaarde 

d(P, A) < d(P, B) beperkt de meetkundige plaats tot het deel van de cirkelboog dat 

zich in het vlakdeel van A bevindt. 

A, 
\ , , 
"' ,' ' 

' ' 

, , , 

' ' ' 

,F 

.._ - - !.. - ...... 
1 
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4-3 Cirkelbogen 

Pagina 92: 

11a 

De meetkundige plaats van punten Sis een cirkel met middellijn MP. 
b Punt Sis het midden van AB. Volgens de omgekeerde stelling van LoodLUn op 

koorde is MS 1- AB . 

.6MPSheeft een rechte hoek bij S, dan ligt Sop een cirkel met middellijn MP 
(Omgekeerde stelling van Thales) 

12a AB is een middellijn. Hieruit volgt LADB = 90°(Stelling van Thales). 

b 

Als LCAD = a dan is LASD = 90° - a (hoekensom in 6.ADS). 

A 

LASB = 180° - LASD = 180° - (90° - a) = 90° + a(gestrekte hoek). 

LCAD = ais een constante hoek, omdat lijnstuk CD een vaste lengte heeft. 

Hieruit volgt dat de meetkundige plaats van de verzameling van punten Smet 

L ASB = 90° + aeen cirkelboog is (Omgekeerde stelling van de constante hoek). 
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Pagina 93: 

13a 

' ' ' 

1 
, M 

' ' ' ' ' 

' ' ' ' 

b In 6.ACB is L. ACB = 90° (Stelling van Thales). 

Hieruit volgt dat in 6.ACT geldt LATC = 90° - a. 
LCAD = ais een constante hoek, omdat lijnstuk CD een vaste lengte heeft. 

Hieruit volgt dat de meetkundige plaats van de verzameling van punten T met 

L ATB = 90° - aeen cirkelboog is (Omgekeerde stelling van de constante hoek). 

c De cirkel van vraag b is de omgeschreven cirkel van 6.ABT 

Teken de middelloodlijnen van AB en AT, het snijpuntN is het gezochte 

middelpunt van de cirkel. 

14ab Zie tekening. 

De meetkundige plaats is een cirkel, met middellijn BM. 

Toelichting: Volgens de omkering van de stelling LoodlUn op koorde is MD een 

loodlijn op koorde BC. 

Driehoek BMD is rechthoekig in D, dus beschrijft punt Deen cirkel met 

middellijn BM (Omgekeerde stelling van Thales). 
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15a Gegeven: 6.ABP op cirkel en XP =AP 

Te bewijzen: LAXP=} LAPB 

Bewijs: 

Stel L. AXP = a. 
XP =AP ~ LAXP = LXAP = a(1) 
Hoekensom in 6.APX geeft LAPX = 180° - LAXP - LXAP = 180° - 2a. 

Hieruit volgt L. APB = 2a(gestrekte hoek) (2) 

Uit (1) en (2) volgt LAXP =} LAP B. 

b L. APB is een constante hoek (omtrekshoek op boog AB) 

C 

d 

L AXP is de helft van deze hoek en is dus ook een constante hoek. 

De meetkundige plaats van de punten X doorloopt dus een deel van een cirkel die 

ook door A en B gaat. 

X 

De cirkelboog ligt op de omgeschreven cirkel van 6.ABX, dan is het middelpunt 

M
1 
het snijpunt van de middelloodlijnen van AB en AX. 

Het linkereindpunt van de boog vind je als Pin A ligt en het rechtereindpunt vind 

je als Pin B ligt. 

1 

' M • 

De cirkelboog ligt op de omgeschreven cirkel van 6.ABX, dan is het middelpunt 

M
2 

het snijpunt van de middelloodlijnen van AB en AX. 
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16 

17a 

Noem LBAC = a(omtrekshoek op boog BC). Deze hoek ex heeft een constante 
waarde. 

BE en CD zijn hoogtelijnen, dus L D = L E = 90°. 
Hoekensom in vierhoekADHElevert LDHE = 360° - 90° - 90° - a = 180° - a. 

Hieruit volgt LBHC = 180° - a(overstaande hoeken). 
Als L BHC constant is, is de meetkundige plaats van de punten Heen cirkelboog 
op koorde BC. 

4-4 Parabool 

Pagina 94: 
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, , , , 
R, , ------, , , , , , , , , , 

C 

\ 
\ 

\ 
\ 

Q \ 
\ 

b Voor punten op de middelloodlijn van CV. geldt: QC = QV
1
• 

Omdat QV
1 
1- Lis QV

1 
= d(Q, L) , dus d(Q, C) = d(Q, L). 

c Zie tekening bij a. 
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d De meetkundige plaats van de punten Pis een parabool. 

18 

19ab 

1 
I 

1 
1 

, 
I 

I 
I 

I 
I 

I 

I 

V2._ ___ -fl----..,'t',, 
R 

V 

I 

I 
I 

I 
I 

I 
I 

--

I 
I 

--- --
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\, 
, 1 , 

--

C 

- - _, 

1 
I 

1 
1 

I 
1 

1 

I 

,--............. I ----i ,---- , , 
, , 

, 

De meetkundige plaats van de punten P waarvoor geldt d(P, A) = d(P, m) is een 

parabool met brandpuntA en richtlijn m (definitie parabool). 

De meetkundige plaats van de punten P met L. APS = 90° is een cirkel met 

middellijn AS (Omgekeerde stelling van Thales). 

De snijpunten P
1 

en P
2 

zijn de gezochte punten. 

I 
I 

\ 
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, 
I 
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--- --
A 

I 
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20 De meetkundige plaats van de punten P met d (P, L) = d (P, B) is een parabool met brandpunt B 

en richtlijn L (definitie parabool). De punten waarvoor geldt d(P, L) > d(P, B) liggen binnen de 

parabool. 

De meetkundige plaats van de punten P met L. DPA = L DBA liggen op dezelfüe cirkelboog 

als waarop de punten A, Ben D liggen (Omgekeerde stelling van de constante hoek). 

De gevraagde meetkundige plaats is een deel van de cirkelboog tussen de snijpunten Een F 
van cirkel en parabool. 

' ' ' ' a ' 
m I 

I 
I 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

A 
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21 a Er geldt DA = d(D, k) (parabool) . 

Ook geldt DB = d (D, k) (parabool) . 

I 
I 

I 
I 

I 

I 
I 

I 
I 

I 

Hieruit volgt DA = DB, dus ligt D op de middelloodlijn van AB. 
Er geldt EA = d (E, k) (parabool). 

Ook geldt EB = d (E, k) (parabool). 

Hieruit volgt EA = EB, dus ligt E op de middelloodlijn van AB. 
b Het donkerste gebied is I, dat is de meetkundige plaats van alle punten die dichter 

bij A dan bij Ben k liggen. 

Het middelgrijze gebied is II, dat is de meetkundige plaats van alle punten die 

dichter bij B dan bij A enk liggen. 

Het lichtgrijze gebied is III, dat is de meetkundige plaats van alle punten die 

dichter bij k dan bij A en B liggen. 

k 

22a Zie de tekening bij opdracht c. 

b De meetkundige plaats van de punten P met de eigenschap dat P gelijke afstanden 

heeft tot de lijnstukken AB en AC, bestaat uit drie delen: 

- een deel van de bissectrice van LBAC (dat is AD, waarbij D het snijpunt is van 

de loodlijn in C en de bissectrice) 

- een deel van een parabool met brandpunt C en richtlijn AB (dat is DE, waarbij E 
het snijpunt is van de loodlijn in Ben de parabool) 

- een deel van de middelloodlijn van BC 
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' ' ' ' ' ' ' ' ' parabool ' , 

bissectrice 

' ' ' ' ' ' ' 

, , 

C 

1 , 

1 ,' ,, 
r , ,, 

, _J' 

, ' F 
, 'middelloodlijn 

, .. 
1 

_J ' 

8 

23a De parabool is de meetkundige plaats van de punten met gelijke afstand tot een 

gegeven brandpunt en richtlijn. 

Omdat V op de richtlijn ligt, ligt R even ver van brandpunt F als van V 

R ligt dus op de middelloodlijn van FV 

b d(QV) = d (QF) , want Q ligt op de middelloodlijn van FV 

c De kortste route vanuit Q naar lijn L is een loodlijn vanuit Q op L. Noem het 

voetpunt Q'. 

Er geldt d (QQ') < d (QV) (rechthoekige driehoek). 

d Er geldt ook d(QQ') < d(QF) (zie opdracht ben c). 

Dus Q ligt niet op de parabool. 

Nu nog beredeneren waarom meen raaklijn is. 

Voor elk punt Q op m dat niet in R ligt, geldt voor het voetpunt W op L dat 

d(QW) < d(QF). 

Dus Q ligt in het buitengebied (namelijk dichter bij L) van de parabool. 

Ris dus het enige punt van m dat op de parabool ligt. Daarom is m de raaklijn. 

e Gegeven: 

Parabool met brandpunt Fen lijn L. Punt Rop de parabool met als voetpunt V 
De middelloodlijn m van FV 

Te bewijzen: LFRS = LVRS 

Bewijs: 

FS = VS (middelloodLUn) } 

RS = RS ::::} 6.FSR :::: 6 VSR (ZHZ) ::::} LFRS = L VRS 

LFSR = L VSR = 90° (middelloodl(in) 
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4-5 Bewijzen 

Pagina 96: 

24a Noem L MED = a. 
Dan is ook LEMD = a(geLUkbenigedriehoek). 
Hieruit volgt LBMC = a(overstaande hoeken). 

b LMDE = 180° - 2a (hoekensom driehoek) . 
Dan is LMDF = 180° - (180° - 2a) = 2a (gestrekte hoek). 

c LCMF = 2 · LCDF = 2 · 2a = 4a (omtrekshoek op boog CF). 

d LBMF= LCMF- LBMC =4a- a =3a. 

25a 

DusLBMF=3 · LMED. 

Pagina 97: 
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middelldqdlijn 
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, 
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b Bewijs: 

26a 

De gevraagde cirkel moet in punt R raken, dus teken MR 1- k (raaklUn aan cirkel). 
Als middelpuntM op de middelloodlijn van PR ligt, dan geldt MP= MR (definitie cirkel). 
Het snijpunt van de loodlijn en de middelloodlijn is het gezochte middelpunt M. 
Teken de cirkel met straal MP of MR. 

b Noem L ABC = /Jen LACB = y. 
LABE = LACE = tr (Stelling van constante hoek op boog AE) 

Hieruit volgt LDBE = t/3 + tr. 
LCDB = 180 - i/3- ir (hoekensom driehoek) 
Hieruit volgt LBDE = 180° - (180° - t/3- !1? = t/3 + tr (gestrekte hoek). 
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In 6.BDE geldt LBDE = LDBE, dus de driehoek is gelijkbenig. 

Hieruit volgt ED= EB. 

d Noem LACD = a, LCAD = /3 en LCBD = y: 
In 6.ABC geldt 2a + 2/3 + 2y= 180°, dus a + /3 + r= 90° (bissectrices en hoekensom driehoek). 
Dit geeft /3 + r = 90° - a. 

27abc 

In MBD geldt L. ADB = 180° - /3 - y= 180° - (/3 + 1? (hoekensom driehoek). 
Hieruit volgt L. ADB = 180° - (90° - a) = 90° + a. 

c, ,, 
,', 

I I 
/ I 

/ I 
/ I 

/ I 
/ I 
I I 
I I 
I 

Mf.- - - - - - - - - - -
\ 

1 \ 
1 \ 
1 \ 
1 \ 
\ \ 
\ \ 

\ \ 

' \ ' ' ,,, 

....... - -_. .... 
,' 

, 

I 
I , , 

1 
I 
I 

I 
I 

I 
I 

I 

d Bewijs: 
L MAP = 90° (Thales) ofwel PA l_ AM. 

Dan is PA een raaklijn aan cirkel c
1 
(Omgekeerde stelling RaaklUnaan cirkel). 

Evenzo is L. MBP = 90° (Thales) ofwel PB 1- BM. 
Dan is PB een raaklijn aan cirkel c

1 
(Omgekeerde stelling RaaklUn aan cirkel). 

28a Teken ook de hoogtelijn uit B. 

Noem LBAC = a. Merk op dat aeen constante waarde heeft. 

L D = LE = LF = 90° (hoogtelUnen) 
Hieruit volgt LESF= 360° - 90° - 90° - a = 180° - a(hoekensom vierhoek). 
Dan is ook LBSC = 180° - a(overstaande hoeken). 

Als L BSC constant is, is de meetkundige plaats van de punten Heen cirkelboog op koorde BC. 
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b De geconstrueerde cirkel is de omgeschreven cirkel van 6BCS. 

29a 

Dus teken de middelloodlijnen van BC en BS. 

k 

, 

, 

' 

1 \ 
1 \ 
1 \ 
1 
1 

1 

' T 

,s 

, 

, , , 
, 

, , , 
, 

b De punten C
1 

en C
2 

liggen op lijn kop 4 cm van AB. 
MA 1- L, hieruit volgt dat lijn Leen raaklijn is aan cirkel c (Omgekeerde stelling 

RaaklUn aan cirkel). 

Dan is de omtrekshoek net zo groot als de hoek van de raaklijn en de koorde, dus 

L AC
1
B = 50° (Hoek tussen raaklUn en koorde). 

Er geldt ook L. AC
2
B = LAC

1
B = 50° (Stelling van de constante hoek). 

4 -6 Gemengde opdrachten 

Pagina 98: 

30a PM = d(P, c) + ren d(P, m) = PT= PS+ ST= d(P, L) + r. 
Als d(P, c) = d(P, L) dan is PM = d(P, c) + r = d(P, L) + r = d(P, m). 
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C 

/ 

M , 

' 

/ 

b De meetkundige plaats van de punten die gelijke afstand tot lijn L en cirkel c 

hebben is hetzelfde als de meetkundige plaats van de punten die gelijke afstand 

tot lijn men punt M hebben, dat is een parabool met brandpunt Men richtlijn m. 

C 

, , 
, , , 

, , , 

\ 

\ 
\ 

\ 

, , 
/ 

, , 
/ 

, , 

31 a De meetkundige plaats van de punten die even ver van lijn a als lijn b liggen is het 

bissectricepaar van de hoeken van de lijnen a en b. 

De meetkundige plaats van de punten die op afstand 1 cm van lijn c liggen wordt 

gevormd door het paar evenwijdige lijnen op afstand 1 cm van lijn c. 
De vier snijpunten van de genoemde lijnen vormen de gevraagde meetkundige plaats. 

, , , 
/ , , , , 

/ 

, 

, 

, , 

, , , 

, , , , 

, 

,+;. 
/, 1 , 1 , , , , , , , 

1 / , 

,+~ 
, , ' , 

' , , 

b Als je lijn c zo draait dat deze evenwijdig is aan één van de bissectrices, dan 

zijn er maar twee punten die voldoen aan de eisen. Dit is het minimaal aantal 

oplossingen. Elke andere richting van lijn c leidt tot vier oplossingen (beide lijnen 

evenwijdig aan lijn c snijden elk de beide bissectrices). 
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C 

1 

- - - - - - - - .. - - -,P, 
1 - - ~ - - - -
,P2 

1 

32a Teken de cirkel met middelpunt Fen straal d (k, r) . 

De snijpunten van deze cirkel met de lijn k zijn de gevraagde punten. 

' \ ' ' \ 
' F \ ' 

\ • 
\ 

' ' ' 
' ', -

, , 

- - --

, , 
, , 

1 
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I 
I 

, , 
, , 

b Nu nog bewijzen dat de punten C en Dop de parabool liggen. 

Voor punt C geldt CF= d(k, r) ~ d(C, F) = d(C, r) . 

Hieruit volgt dat C op de parabool ligt met brandpunt Fen richtlijn r. 
Hetzelfde geldt voor puntD. 

Pagina 99: 

33a De meetkundige plaats van punten H is een halve lijn die ligt op een lijn L door M 

loodrecht op CD. Het beginpunt van de meetkundige plaats is het snijpunt van lijn 

L met de ei rkel. 
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A 

I 
I 

I 
I 

I 
' I 

' I 
', , I 

' I 
', I 

C M 

I 
I 

I 

I 

I 
I 

I 
I 

I 

I 
I 

I 
I 

b NoemLCMF= aenLDMG = /3. 

I 
I 

I 

D 

MC = ME (straal) } 
LMCF = LMEF = 90° (raaklijn) ::::} 6.MCF :::: 6.MEF (ZZR) LCMF = LEMF = a 

MF=MF 

MD = ME (straal) } 
LMDG = LMEG = 90° (raaklijn) ::::} 6.MCF :::: 6.MEF (ZZR) LCMF = LEMF = /3 

MG=MG 
Er geldt LCMD = 180° (gestrekte hoek). 

Dan is LCMD = a+ a+ /3+ /3 = 180° ::::} a+ /3 = 90°. 

Hieruit volgt dat LFMG = LFME + LEMG = a+ /3 = 90°. 

34 De gezochte middelpunten liggen op de middelloodlijn van AB, het midden van 

AB is het eerste punt. 

Er geldt d (A , c) + 4 = ,;waarbij r de straal is van een hulpcirkel met middelpuntA. 

Dit geeft r = 6. 

Er geldt ook d (B, c) + 4 = ,; dus r = 6, waarbij r de straal is van een hulpcirkel 

met middelpunt B. 

I 
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De snijpunten van de beide hulpcirkels met de middelloodlijn door AB leveren de 

andere middelpunten M. 
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35a Te bewijzen: P, Q en S liggen op één cirkel met middelpunt T. 

Bewijs: Teken M
1
Ten M

2
T 

M1P = M 1S (straal) } 
LP=_ LS( = 90°, raaklijn) ::::} 6.M

1
PT :::: 6.M

1
ST (ZZR), dus TP = TS (1) 

M
1
T-M

2
T 

M, Q = M,S (straal) } 
LQ =_ LS( = 90°, raaklijn) ::::} 6.M

2
QT :::: 6.M

2
ST (ZZR), dus TQ = TS (2) 

M
2
T-M

2
T 

Uit (1) en (2) volgt TP = TS = TQ = ,; dus P, Sen Q liggen op een cirkel met 

middelpunt T 
b Je kunt bewijzen dat drie punten op één lijn liggen door aan te tonen dat ze een 

gestrekte hoek vormen. 

c Te bewijzen: P, Sen R liggen op één lijn. 

c, 

M, 

, - p ... , .... , , 
, 

' / ' I \ 
I \ 

\ 

T 
' 1 

C2 / \ I / 
/ 

\ I 

Mi ' / 

R ' / 

' , 

Bewijs: 

RQ is middellijn, dus LRSQ = 90° (Thales). 

PQ is middellijn, dus LPSQ = 90° (Thales). 

LRSQ + LPSQ = 90° + 90° = 180°, dus P, Sen R liggen op één lijn. 

Test jezelf 

Pagina 102: 

T-1 a Als r< 2 dan is de middellijn van de cirkel< 4, dan zou koorde AB = 4 niet in de 

cirkel passen. 

b A en B zijn punten van een cirkel (M, 1') met AB= 4 cm. 
Eerst::::} 

Gegeven: P is het midden van AB. 

Te bewijzen: P ligt op een cirkel met middelpuntM en straal V,2 - 4 . 
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Bewijs: 

AP = BP =} MP l_AB (Omgekeerde stelling loodLUn op koorde). 
De stelling van Pythagoras in driehoek BMP: BP- + MP2 = BM2::::} 22 + MP2 = 12 ::::} MP= '1/,2 - 4 . 

De afstand MP is constant, ongeacht de positie van A en B, dus P ligt op de cirkel met middelpunt 

Men straal V,2 - 4. 

Nu de andere kant van het bewijs ( ç=:) 

Gegeven: P ligt op een cirkel met middelpuntM en straal V,2 - 4. 

Te bewijzen: Pis het midden van AB. 
Bewijs: 

Als de stelling van Pythagoras geldt in driehoek BMP, dan is de driehoek rechthoekig. 

BP2 + MP2 = BM2? 
22 + cV,2 _4)2 = ,2 
Dit klopt, dus LMPB = 90°. 

MP l_ AB::::} AP = BP (Stelling LoodlUn op koorde), dus Pis het midden van AB. 

T-2 a Teken een een gelijkbenige driehoek ABM met L. AMB = 60°. 

Dan is (M, MA) de cirkel waar de gevraagde meetkundige plaats op ligt (Stelling 
van de omtrekshoek). 
De meetkundige plaats van de punten P met L. APB = 30° is de cirkelboog AB (de 

bovenste boog). 

' 

b Dan is (M, MA) de cirkel waar ook deze meetkundige plaats op ligt. 

De meetkundige plaats van punten Q met L. AQB = 150° is de cirkelboog AB 

(de onderste boog). 

, 
_ ... -- - - -- ... M ... --- - -- ... ... .,.,.... ... .... ... .... 
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T-3a 

Teken de middellijn AC. Het midden van AM is Q. 

De driehoeken APQ en ABC zijn gelijkvormig met factor!. Als B de cirkel 

doorloopt, dan loopt Peen cirkel die! keer zo groot is. 
b Het middelpunt van de kleine cirkel ligt op! van AM. 

T-4ab 

' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 

------ ---------

8 

c De punten P metd(P,AB) = d(P, BC) liggen op de bissectrice van LABC. 

d 

Als d(P, AB) < d(P, BC) dan liggen de punten onder de bissectrice aan de kant van AB. 

De punten P metd(P,A) = d(P, BC) liggen op de parabool met brandpuntA en richtlijn BC. 

Als d(P, A) > d(P, BC) dan liggen de punten boven de parabool. 
De parabool snijdt de bissectrice van LABC in punt Den zijde AB in punt E. 

Het gevraagde vlakdeel DEB wordt door de parabool, de bissectrice en BE begrensd. 

' ' 

' ' ' ' 

' ' ' ' 

' ' ' 
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Pagina 103: 

T-5a LABC is een omtrek hoek op de boog AC. 

A en C veranderen niet van plaats, dus LABC is constant (Stelling van de 

constante hoek). 

Punt Pis het snijpunt van de bissectrice van LABC en de cirkel. 

Dan geldt dat L. ABP = LCBP, dan horen daar gelijke koorden en gelijke bogen 

bij. 

Hieruit volgt dat punt Pin het midden van boog AC ligt, dus ligt punt P vast. 

b Sis het midden van een koorde, dus LMSP = 90° ( Omgekeerde stelling loodLUn 

op koorde). 

Maar dat betekent dat Sop de cirkel ligt met middellijn MP (Thales). 

Als B het puntA nadert, nadert Q ook het puntA, dus het deel links van koorde 

AP hoort niet bij de cirkel. 

Als B het punt C nadert, wordt PQ middelloodlijn van AC en middellijn van de 

cirkel. Het punt S komt dan in M terecht. 

c De uiterste punten corresponderen met de situatie waarin Bin A of in Ckomt. 

d 

In het eerste geval is S het midden F van AP; in het tweede geval is Q het midden 

van de boog AC en dan valt S samen met M. 

A 

----
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Noem L ACB = y. 
Als BA = BC, dan ligt Bin het midden van de boog ABC en dus is BP middellijn 

van de omgeschreven cirkel. Dan geldt: LEQB = LPQB = 90° (Thales). 
Noem het snijpunt van BP metAC nu G. 

In de gelijkbenige driehoek ABC staat de bissectrice BP loodrecht op de basis AC, 
dus LPGD = 90°. 

LEBQ = L ABQ (zelfde benen) 
LABQ= LACQ =ir(omtrekshoek op boog AQ), dus LBEQ= 90° - ir 
(hoekensom driehoek) . 

Ook geldt LAED = LBEQ = 90° - ir (overstaande hoeken). 

L GPD = LBPQ (zelfde benen) 

LBPQ = LBCQ = !r (omtrekshoek op boog BQ), dus LGDP = 90° - !r 
(hoekensom driehoek) . 
Ook geldt LADE= L GDP = 90° - !r (overstaande hoeken). 

Nu heb je gevonden dat L. AED = LADE. 
Dus 6.ADE is een gelijkbenige driehoek. 

T-6a Methode 1: 

Het middelpunt van de ingeschreven cirkel van een driehoek is het snijpunt van de 

bissectrices van de hoeken van de driehoek (linkertekening). 

Methode 2: 

Teken in de punten D, Een F de loodlijnen op de zijden. 

Het snijpunt van deze loodlijnen is het gevraagde middelpunt (rechtertekening) . 

' ' ' ' 

A 

C 

, 

8 

, , , 

b LMEB = LMFB = 90° (raaklUn aan cirkel) 

LMEB + LMFB = 90° + 90° = 180° 

C 

Hieruit volgt BEMF is een koordenvierhoek (omgekeerde 
koordenvierhoekstelling). 
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c Teken de middelloodlijnen van de lijnstukken MD, ME en MF. 

Deze vormen samen een nieuwe driehoek GHI. 

Het gebied binnen de cirkel maar buiten driehoek GHI is het gevraagde gebied. 
C 

A f 8 

d In alle gevallen geldt AD = AF = BF = BE. 

De punten Den E lopen dus langs de cirkel met middelpunt A resp. Ben 
straal AF=BF. 

De punten Den E komen niet voorbij de loodlijnen in A en Bop de lijn AB 

(zie rechtertekening). 

C 

D 

1 1 

A :~--f1---~: 8 
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Vaardigheden 2 

Pagina 106: 

1a 4x = (22Y = 22x = c2x)2 = t2 

De vergelijking wordt t2 - t - 12 = 0. 

b (t - 4)(t+3)=0,dust=4oft= - 3 
c 2x = - 3 heeft geen oplossing. 

2x = 4 heeft als oplossing x = 2. 

De oplossing van de vergelijking is dus x = 2. 
d Noem 3x= t. 

9' = (32y = (Y)2 = t2 

y+ 1 = 3 · 3x = 3 · t 

9' - Y + 1 = 18 kan dus herschreven worden als t2 
- 3t = 18. 

t2 - 3t - 18 = 0 
(t - 6)(t+ 3) = 0, dus t= 6 of t= - 3. 
3x = - 3 heeft geen oplossing. 

Y = 6 geeft x = 31og (6)"" 1,63. 

De oplossing van de vergelijking is dus x = 31og (6)"" 1,63. 

2a Vervang (x2 - x) door p. 
p3 = 6p2 
p3 - 6p2 = 0 
p2(p - 6) = 0, dus p = 0 ofp = 6 

r - X = 0 Of r - X - 6 = 0 
x(x - 1) = 0 of (x - 3)(x + 2) = 0 

x=Oofx=1 ofx=3ofx= - 2 

b Vervang 3log (x) door a. 
2 
- +1=a 
a 
2 a - 1 
- - --
a 1 
a(a - 1)= 2 

a2 - a - 2=0 

(a - 2)(a+ 1)= 0, dusa= 2ofa= - 1 
3log (x) = 2 of 3log (x) = - 1 

x= 9 ofx=f 

c Vervang Yx + 2 door b. 

(b2 - b)2 = 36 

b2 
- b = - 6 of b2 - b = 6 

b2 
- b + 6 = 0 of b2 

- b - 6 = 0 
b2 

- b + 6 = O heeft geen oplossing, want D < 0 

(b - 3)(b + 2) = 0, dus b = 3 of b = - 2. 
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d 

VAARDIGHEDEN 2 

Vx+ 2= 3 ofYx + 2= - 2 

De eerste geeft x = 7 als oplossing. De tweede heeft geen oplossing. 

Vervang (
2

a -
1

) door c. 
a+1 

c2 =c+2 
c2 - c - 2=0 
(c - 2)(c+ 1)=0 

c= 2 ofc= - 1 
2a - 1 2a - 1 
--=2of - 1 
a+1 a+1 

2a - 1 =2(a+ 1)of2a - 1 = - 1(a+ 1) 
2a - 1 = 2a + 2 of 2a - 1 = - a - 1 
- 1=2of3a=O 

De eerste vergelijking geeft geen oplossing, de tweede heeft als oplossing a = 0. 
e Vervang 3sin (x) - 1 door p. 

(:)2 =: 
p2 1 
- - -
16 4 
p2=4 

p= - 2ofp=2 

3sin (x) - 1 = - 2 of 3sin (x) - 1 = 2 

sin (x) = -i of sin (x) = 1 
x "" 3,48 + k · 2n of x "" 5,94 + k · 2n of x = tn + k · 2n 

f Vervang 2x - 4 door q. 
,.,:i = 1 dus q4 = 1 '1. q, 

g 

Hieruit volgt q = - 1 of q = 1. 
2x - 4 = - 1 of 2x - 4 = 1 
2X= 3 of2X= 5 

x = 2log (3)"" 1,58 ofx = 2log (5) ""2,32 

e' - 1 
Vervang door a. 

e' - e 
2a=a2 

a(a - 2)=0 
a=Oofa= 2 

e' - 1 e' 1 
Oof - =2 

ex- e e' - e 

e< - 1 = Oofex- 1 = 2(ex- e) 

e' = 1 of e' = 2e - 1 
x= 0 ofx = In (2e - 1)"" 1,49 

3a Vervang 4x door t. 
Dan is 42x = (4X)2 = t2 en 4x+2 = 42 • 4x = 16t. 

De vergelijking wordt t2+ 16t+4 = 516. 
t2+ 16t - 512=0 
(t + 32)(t - 16) = 0 

t= - 32oft= 16 
4x= - 32 of 4x= 16 

De eerste vergelijking heeft geen oplossing, de tweede vergelijking geeft x = 2. 
b 42x > 0 en 4x+2 > 0, dus het bereik is (4, ~). 
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4a 

b 

C 

d 

5a 

Pagina 107: 

du 
Stel u = cos (2x), dan is - = - 2sin (2x). 

. ..l 5 , / ~l ? 1 dy ? 3 1 1 ? 10 1 Dan IS y = u- - -:; + vu= u- - su-- + ui en - = 3u- + 1ou- + ?u-; = 3u- + - + - . 
u- du - u3 2Vu 

dy du ( , 10 1 ) 
f' (x) = du · dx = 3u- + -;j + 

2
u · - 2sin (2x) 

f' (x) = - 2sin (2x) · (3cos2(2x) + :~ ) + V 
1 

) 
cos 2x 2 cos (2x) 

Stel u = Vex + 1, dan is du = 
1 

· e' = e' 
dx 2Vex+1 2Vex+1 

. 5 dy , 5 
Dan IS y =- - 2u = su-• - 2u, dus -= - Su-- - 2 = - - - 2. 

u du u2 

, dy du ( 5 ) ex ( 5 ) ex 
g (x) = du · dx = - u2 -

2 · 2Ye' + 1 - e' + 1 - 2 · 2Ye' + 1 

du 1 
Stel u = In (x), dan is - = - . 

dx X 

. 2 4 dy 8 8 
Dan 1sy=-+-= 2u-4 +4u-2,dus-= - - - -. 

~ ~ du ~ u3 
8 p, (x) = dy . du = ( - 8 8 ) 1 8 

du dx ln 5(x) ln3(x) ·x= - x-ln5(x) x·ln3(x) 

, du 
Stel u =x- + 1, dan is - = 2x. 

dx 

Danisy= 
2 

_ _!+ -~ =2u- 1 - 4u-2+8u-3,dus dy = - 2u-2 +8u-3- 24u-4 = - ~+_! -
24

. 
u u2 u du u2 u3 u4 

, dy du ( 2 8 24 ) 4x 16x 48x 
q (x)=du·dx= - (x2+1)2+ (x2+1)3 (x2+1)4 ·2x= - (x2+1)2+ (x2+1)3 (x2+1)4 

Opt= 0 is het zuurstofgehalte 200 cm3 zuurstof per liter lucht. 
Als t grote waarden aanneemt, naderen de breuken in de formule tot Oen nadert Z 

weer tot 200. 
du 

b Stel u = t + 10, dan is dt = 1. 

. ( 10 100) , Dan IS y = 200 1 - -+ -, = 200 - 2000u-• + 20000u--, dus 
u u-

dy =2000u-2- 40000u-3= 2000 - 40000_ 
du u2 u3 

Z' (t) = dy . du= 
2000 

(
4

000~3 en hieruit volgtZ'(O) = - 20. 
du dx (t+10)2 t+10 

De afgeleide is voort= 0 negatief, dus het zuurstofgehalte Z begint opt= 0 te dalen. 
c Als het zuurstofgehalte minimaal is, geldtZ'(t) = 0. 

2000 40000 _ O 
(t+ 10)2 (t+ 10)3 

2000 40000 
(t+ 10)2 (t+ 10)3 

2000(t+ 10)3 = 40 OOO(t+ 10)2 

2000(t+ 10) = 40 000 (er mag door t + 10 gedeeld worden, omdat de formule op 
t = - 10 nog niet van toepassing is). 
t+10=20 

Opt= 10 wordt het minimum bereikt. 
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d Het normale niveau is Z = 200, dus 90% van het normale niveau is Z = 180. 

( 
10 100) Z(60) = 200 1 -
70 

+ 702 "" 176 < 180, dus de uitspraak klopt niet met de formule. 

Sa Stel u = 2sin (x) - 1, dan isf(x) = u2 + 4u. 

u2 +4u=0 

u(u+4)=0 

u=Oofu= - 4 

2sin (x) - 1 = 0 of2sin(x) - 1 = - 4. 
sin (x) = 4 of sin (x) = - 1 4 
De tweede vergelijking heeft geen oplossing, dus de oplossing is x = bc of x = be . 

b 
, dy du 

y = u- +4u, dus-= 2u+4 en-= 2cos (x). 
du dx 

dy du 
f' (x) =du· dx = (2(2sin (x) - 1) + 4) · 2cos (x) = (4sin (x) + 2) · 2cos (x) 

Er moet geldenf'(x) = 0. 

(4sin (x) + 2) · 2cos (x) = 0 
4sin (x) + 2 = 0 of 2cos (x) = 0 
sin (x) = -4 of cos (x) = 0 

11 15 f' 1 f' 11 X = 1,1t en X = 6°1t O X = ï1C O X = ï1C 
De uiterste waarden zijn f(rrc) = 5,/(1 be)= - 4,/(1 rrc) = - 3 en/(1 ~n) = - 4. 

c Uit opdracht ben een plot volgt (n , 1 be}, (1 be, 1 t,c}, (1 rrc, 1 be} en (1 be,2n}. 

7a 
b 

Ba 

Pagina 108: 

De schakels zijn .. . IC ) ... ~ ... ~ ... ~ 
' De schakels van de inverse zijn ... ~ ... +-2--- ... ~ < --r. 

(
~ - 1)2 Het functievoorschrift van de inverse is j 1 (x) = 

2 
. 

1 

D h k 1 " x 3 - 6 = x ? e se a e s Zijn .. . ----"-"--)- .. . ~ .. . --=----)- .. • --"--"--)- .... 

D hak I d · .. · 3 + 6 .!. · ? e se e s van e mverse Zijn . .. +-"'- .. . +-'--"-- .. . ~ . .. +-'-"----

1 
-1 +6 

Het functievoorschrift van de inverse is j 1 (x) = ïX 
3 

1 2 
3 +2=-+2. 
ï X 3x 

b D h k 1 " x3 +? ? -e se a es Zijn ... ----"-"--)- ... ~ ... ---=--)- .... 

De schakels van de inverse zijn ... ~ ... +-=1- ' log<...} 

2log (x) - 2 
Het functievoorschrift van de inverse is j 1 (x) = 

3 
. 

D h k 1 .. ' x3 c e se a e s Zijn .. . --=--,. .. . ----"-"--)- ... +2 ... ' log(...}) .... 

• .. ....:;- . 3 - ? ? -
De schakels van de mverse Zijn . .. ~ .. . +-"'- .. . f-=-"- . .. +-=--

Het functievoorschrift van de inverse is J-1 (x) = -Jy = -..Y~ · 2x - ~-

d D h k 1 " x 2 + 4 e se a e s Zijn .. . ~ .. . --'-'--)' ... 
1 

In L } ,_ _____::____,,_ x 4 + 3 
7 -----r ... ~ ... ~ ... 

1 

De schakels van de inverse zijn ... +-2--- ... ~ ... ~ ... ~ · 4 - 3 .. . ~ .. . f-=-"- .... 
• 

Het functievoorschrift van de inverse is J-1 (x) = e'"' -
4 ~ · e,:, - 2. 

2 -

Sa Als het punt (x, y) op de grafiek vanf(x) ligt, dan ligt het punt (y, x) op de inverse. 
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b x(2y - 3) = y + 2 

2xy - 3x=y+2 

2xy - y=3x+2 

y(2x - 1)=3x+2 

C 

10a 

b 

3x+ 2 
y= 

2x - 1 

'( ) 3x+ 2 J X = 2x - 1 

y uitdrukken in x als x = 2 + -
3

- geeft 
y+1 

3 
x - 2=--

y+1 

3 
y+ 1 =--

x - 2 
3 

y=--- 1 
x - 2 

3 
De inverse functie is J 1 (x) = --

2 
- 1. 

x -
2y - 4 

y uitdrukken in x als x = 
3 

geeft 
y+ 

xy+ 3x= 2y - 4 

xy - 2y= - 3x - 4 

y(x - 2)= - 3x - 4 
- 3x - 4 3x+4 

y= x - 2 - 2 - x 

D . t· .. '() 3x+4 e inverse unctie 1s g- x = . 
2 - x 

c y uitdrukken in x als x = e2>' +4 geeft 

In (e2>' +4
) = In (x) 

d 

e 

11a 

2y+ 4= In (x) 

y= 4In (x) - 2 

De inverse functie is h- 1 (x) = !In (x) - 2. 

y uitdrukken in x als x = Yy + 4 - y geeft 

x+y= Yy2 +4 
x2 + 2.xy + y2 = y2 + 4 
2xy=4 - x2 

4 - x2 

y= 
2x 4 - x2 

De inverse functie is k- 1 (x) = 2x 

y uitdrukken in x als x = 2log (3 + Vy) geeft 

3+ Vy =2x 
Vy =2x- 3 
y = (2x - 3)2 = 22x - 6 · 2x + 9 
De inverse functie is 1-1(x) = 22x - 6 · 2x + 9. 

2y+2 
y uitdrukken in x als x = geeft 

y - 2 
xy - 2x=2y+ 2 

xy - 2y=2x+ 2 
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y(x - 2) = 2x + 2 

2x+2 
y= 

x - 2 

De inverse functie is J-1 (x) = 2x + 
2 

= f(x) . 
x - 2 

ay+b 
y uitdrukken in x als x = geeft 

y - a 

xy - ax=ay+ b 

xy - ay= ax+ b 

y(x - a) = ax + b 
ax+b 

y= x - a 

D . t· .. '() ax+b () e inverse unctie 1s g- x = g x . 
x - a 

e' - e-x (ex - e-x) 
12 f(x) = , dus aangetoond moet worden g = x. e'+e-x ex+e-x 

ex - e-x 
1+--­

e' + e-x 

ex - e-x 
1 - ---

=In 

1 
; 

e'+e-x e'+e-x 

-
2

1 
• In ( 

2
ex ) = -

2

1 
• In (e2x) = ~In (ex)2 = In (e') = x 

2e-x -

Dusf(x) en g(x) zijn elkaars inverse. 

Pagina 109: 

13a y uitdrukken in x als x = In (2y - 1) geeft 

e'= 2y - 1 

2y=ex + 1 

y=!(e<+ 1)=!e<+t 

g(x) = ie<+ 4 

b Oplossen van g(x) = 3 geeft 

tce+1)=3 
e'= 5 

x = In (5) 

De oppervlakte van de rechthoek is 31n (5). 
Jn(S) 

Het gebied in de rechthoek onder de grafiek is f g (x) dx. 

0 
In (5) 

De oppervlakte van het gekleurde gebied is 31n (5) - f g(x) dx. 

0 
Jn(S) 

c 31n (5) - f (4e + 4) dx = 31n (5) - [4e + 4x]~<5> = 31n (5) - (24 + 4In (5) - 4) = 241n (5) - 2 

0 

14a y uitdrukken in x als x = In (2y) geeft 
2y=ex 

y=tex 
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b 

C 

De hoekpunten van de rechthoek zijn (0, 0), (In (2e), 0), (In (2e), e) en (0, e). 

De oppervlakte van de rechthoek is e · In (2e) = e · (In (e) + In (2)) = e · (1 + In (2) = e + eln (2). 
e In (2e) 

f In (2x) dx = (e + eln (2)) - f ~ x dx = (e + eln (2)) - [}~]~1 <2e> = e + eln (2) - (}e111 <2el - 0 = 

! 0 
' 

e + eln (2) - et . 2e - 0 = eln (2) + t 
y uitdrukken in x als x = V2 + Vy geeft 

x2 =2+Vy 
y = (x2 

- 2)2 = .x4 - 4x2 + 4. 
De hoekpunten van de rechthoek zijn (0, 0), (2, 0), (2, 4) en (0, 4) . 

De oppervlakte van de rechthoek is 4 · 2 = 8. 
4 2 

f Y2+ Yxdx=8 - f (x4 - 4x2 +4) dx=8 - [kx5 - !,x'+4x]~12 = 

0 V2 

8 - (3 :~- 2 ,25V2) = 4~+2 ,~V2 

1 
y uitdrukken in x als x = , , geeft 

1 + vy 

1+ Vy =.!. 
X 

Vy =_!_ - 1 
X 

y = (.!. - 1 )2 = _1 - 2 + 1 
X r X 

f
9 

1 1 I' (1 2 ) 1 [ 1 J' , 3 , , --dx= 9·-+ - - -+1 dx=2-+ - - - 2ln(x)+x =2-+ 3-+2ln(!\=6+2ln(-) 
1+ Vx 4 r X 4 X t 

4 4 
4/ 

4 

0 ! J 

' 

Extra oefening - Basis 

Pagina 110: 

B-1 CD is de hoogtelijn van MBC, dus CD 1- AB. 

CE is middellijn van de cirkel en zijde van 6.DEC. 
Volgens de stelling van Thales geldt CD 1- DE. 
Zowel AB als DE staan loodrecht op CD, dus DE is evenwijdig aan AB. 

B-2a LEDB en LDBA 

b Omtrekshoek CAB staat op de boog BC. 

Andere omtrekshoeken bij dezelfde boog zijn LBDC en LBEC. 
c In opdracht B-1 is bewezen DEIi AB. 

Dan is LEDB = LDBA (Z- hoeken). 

LEDB is de omtrekshoek bij boog BE en LDBA is de omtrekshoek bij boog AD. 
Deze omtrekshoeken zijn even groot, dus dan zijn de bogen BE en AD ook even 
groot. 

Hieruit volgt BE =AD. 
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B-3a In 6.ABT zijn de hoeken A en B elk 60°, dus ook LATB = 60°. 

In 6.ABS is LA = 90° en L.B = 30°, dus LASB = 60°. 

Dan geldt LAPB = LATB = LASB = 60°. 

Omdat Pop de omgeschreven cirkel van driehoek ABP ligt, liggen ook de punten 

Ten Sop de omgeschreven cirkel ( Omgekeerde stelling van de constante hoek). 

b LTSP = LTAP = 30° (beide zijn omtrekshoeken bij boog PT) 

B-4a AD en BE zijn hoogtelijnen, dus LADB = LAEB = 90°. 

Dan liggen de punten Den E op de cirkel met middellijn AB (Omgekeerde stelling 

van Thai es) . 

De punten A, B, Den E liggen op een cirkel, dus is ABDE een koordenvierhoek. 

b L.CEH + L.CDH = 90° + 90° = 180°, dus is CEDH een koordenvierhoek 

( Omgekeerde koorden vie rhoekstelling). 

c MEG - 6.AEH (gespiegeld) 

Dan is LAGB = LAHE. 

6.BDH - 6.BDF (gespiegeld) 

Dan is LBFA = LBHD. 

LAHE = LBHD (overstaande hoeken). 

Er geldt dus LAGB = LBFA, dus Fen G liggen beide op een cirkel met 

koorde AB (Omgekeerde stelling constante hoek) . Hieruit volgt dat ABFG een 

koordenvierhoek is. 

B-5a AR is raaklijn aan de cirkel en AB is een koorde. 

Volgens de stelling hoek tussen raak/fin en koorde is LBAR gelijk aan de 

omtrekshoek bij koorde AB, dus LBAR = y. 
b In 6.BCP geldt volgens de stelling hoek tussen raaklUn en koorde LB = LC = a. 

Dan is LP= 180 - 2a. 
In 6.ACQ geldt volgens de stelling hoek tussen raak/fin en koorde LA = LC = /3. 
Dan is LQ = 180 - 2/3. 

In 6.BAR geldt volgens de stelling hoek tussen raaklUn en koorde LA= LB = y. 
Dan is LR = 180 - 2y. 

c Volgens de koordenvierhoekstelling is de som van een paar overstaande hoeken 

van een koordenvierhoek gelijk aan 180°. 

In vierhoek ARBC vormen LR en L.C een paar overstaande hoeken. 

LR + LC = (180 - 2Y,) + r= 180 - y 
Omdat r> 0 is LR + LC -:t: 180° voor elke waarde van y. 
Hieruit volgt datARBC geen koordenvierhoek kan zijn. 

Pagina 111 : 

8-Sab PM = QM(straal van de cirkel), dus 6.PMQ is gelijkbenig. 

Dan is MXhoogtelijn, dus LPXM = 90°. 

Als de lijn om P wordt geroteerd, blijft LPXM = 90° 

(behalve als PQ middellijn van de cirkel is) . 

Dus Xligt op een cirkel met middellijn MP (Omgekeerde 

stelling van Thai es) . 

(Omdat ookM op deze cirkel ligt, ligtX ook op de cirkel 

in het geval dat PQ middellijn van de cirkel is.) 
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De meetkundige plaats van X is dus de cirkel met middellijn MP. 

Q 

• M 

B-7a Er geldt LPMQ = 2LPXQ = 110°(omtrekshoek). 

Dan is LMPQ = LMQP = i080° - 110°) = 35°. 

M 

b QPXY is een parallellogram, dus XY = PQ = 5 cm en XY Il PQ. 

Punt Yligt 5 cm naast X, dus de punten Yliggen op één van de cirkels waarvan het 

middelpunt 5 cm naastM en M' ligt. 
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8-Bab 
C 

p 

A 6cm 8 

cd Noem het midden van AB punt M. 
Dan is PMmiddenparallel in 6.ABC, dus MP=i ·AC=i· 8 cm =4 cm. 

De punten P liggen op een cirkel met middelpuntM en straal 4 cm. 

8-Sabc De meetkundige plaats van de punten Q bestaat uit twee halve lijnen en een deel 

van een parabool. De hoek van de lijnen is 45° ten opzichte van zowel L als m. De 

parabool heeft richtlijn L en brandpuntA. 

' 

A 

m 

B-10ab 6.ABP is rechthoekig in hoek P. 

' ' ' ' 
p 

Volgens de omgekeerde stelling van Thales, moet P dan op een cirkel liggen met 

middellijn AB. 
Op het moment dat C recht boven A of Bis gekomen, is het niet meer mogelijk P 

te construeren. De eindpunten zijn dus A en B. 

A 8 
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Pagina 112: 

G-1 LAPQ = LABQ (omtrekshoeken bU boog AQ van c,) 

LCPQ = LCDQ (omtrekshoeken bfi boog CQ van c
2
) 

G-2 

G-3 

Er geldt LAPQ = LCPQ, dus er geldt ook LABQ = LCDQ 

Hieruit volgt dat deze hoeken Z- hoeken zijn, dus AB Il CD. 

LPQB = LARB (omtrekshoeken bfi boog AB van c
2
). 

LBPQ = LBAR(Stelling hoek tussen raaklUn en koorde) 

De driehoeken hebben twee gelijke hoeken, LPQB = LARB en LBPQ = LBAR, 

dus de driehoeken zijn gelijkvormig. 

C 

A D 8 

In 6.ADC geldt LA= 180° - 90° - L.C
1 
= 90 - L.C

1 
(1). 

In 6.EMC is EM = MC (straal van de cirkel), dus LM
1 
= 180 - 2 · L.C

1
• 

LM
1 

is middelpuntshoek bij boog EC en L.F
1 

is omtrekshoek bij boog EC. 

Dan is LF
1 
= 4 · LM

1 
= 90° - LC

1
• 

Hieruit volgt L.F
2 

= 180° - (90° - L.C
1
) = 90 + L.C

1 
(2). 

Uit (1) en (2) volgt LA+ LF
2 

= (90° - L.C
1
) + (90 + L.C

1
) = 180°. 

ABFE is een koordenvierhoek (Omgekeerde koordenvierhoekstelling). 

G-4 Het middelpunt van een ingeschreven cirkel is het snijpunt van de drie 

bissectrices van de driehoek. 

MP=MP } 
MQ=MR 6.MPQ:::: 6.MPR(ZZR) 

LMRP=LMQP 

Hieruit volgt LQPM = LRPM, dus Tligt op de bissectrice vanuit hoekpunt P. 
Omdat LQMT = LRMT geldt boog QT = boog RT 

Lijnstuk RTverdeelt hoek R in twee delen. De ene hoek is omtrekshoek bij boog 

QT, de andere bij boog RT De twee hoeken zijn gelijk, dus RTis bissectrice van 

hoek R. 
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In een driehoek gaan de drie bissectrices door één punt, dus QT is de derde 

bissectrice. 

T is het snijpunt van de drie bissectrices van de driehoek, dus het middelpunt van 

de ingeschreven cirkel. 

G-5a Stel LBAC = L.BQE = a, dan is LBQP = 180 - a (gestrekte hoek). 

Hieruit zou dan volgen LBAC + LBQP = a+ (180° - a) = 180°, dus dan ABQP is 

een koordenvierhoek (Omgekeerde koordenvierhoekstelling). 

b L.BQE is een buitenhoek van 6.CEQ en hieruit volgt LBQE = L.ECQ + LCEQ. 

c L.BAC is omtrekshoek bij boog BC. 

G-6abd 

L.BQE = L.ECQ + LCEQ 

L.ECQ is omtrekshoek bij boog BE. 

LCEQ is omtreksboog bij boog DC. 

Omdat de koorden CD en CE even lang zijn, zijn ook de bogen CD en CE even lang. 

boog BE+ boog DC = boog BE+ boog CE = boog BC 

De hoeken BAC en BQE kunnen beide beschouwd worden als omtrekshoeken bij 

boog BC en zijn dus gelijk. 

Bij opdracht ais bewezen, dat hiermee is aangetoond, datABQP een 

koordenvierhoek is. 

Pagina 113: 

--~--
' ' ..,. 

' ' - - H - - -,1--- , F 
f 

j,. 
f 

f 

I -v------ ---

·F 

c Omdat peen parabool is met F als brandpunt en L als richtlijn geldt 

d(A,F) = d(A,L) = d(A,B), dus AF= AB waaruit volgt dat driehoek FAB gelijkbenig is. 

d d(P,F) < 3 cm is het binnengebied van een cirkel met middelpunt Fen straal 3 cm. 

d(P,F) > d(P,L) is het gebied tussen de parabool en lijn L. 

Het grijsgetekende gebied in de tekening is de oplossing. 
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G-7abcd 

F 

e In 6.SMC is SM middellijn, dus is LSCM = 90°(Thales). 

In 6.SNE is SN middellijn, dus is LSEN = 90°(Thales). 

Dan is 6.SMC - 6.SNE, want LMSC = LNSE en LSMC = LSNE = 90°. 

Nligt op het verlengde van SM, dus E ligt op het verlengde van SC. 

De punten S, C en E liggen op een rechte lijn. 

f De lijn SC staat loodrecht op de straal van c
1 

en C ligt op de cirkel, dus is SC raaklijn. 

De lijn SE staat loodrecht op de straal van c
2 

en E ligt op de cirkel, dus is SE raaklijn. 

G-Sa 

b LAHM = LZHN (dezelfde hoek) 

LMAH = LZ
1 
= LNZH (respectievelijk Z-hoeken en overstaande hoeken) 

6.AMH en 6.ZNH hebben twee gelijke hoeken en zijn dus gelijkvormig. 

c Bij opdracht bis bewezen 6.AMH - 6.ZNH. 

Dan geldt MA: ZN = AH:ZH. 

Vul nu in: ZH= k ·AH. Dit geeft MA :ZN=AH: k ·AH= 3: 1. 

Daaruit volgt ZN = k · MA , dus Zligt op een cirkel met middelpuntN en straal k · MA. 
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Extra oefening - Vaardigheden 

V-1a (x - 5)(x - 1)=0 

x=5ofx=1 

b x2 - 5x - 6=0 

(x - 6)(x + 1) = 0 

x= 6 ofx= - 1 

C .r - x - 6=0 

(x - 3)(x + 2) = 0 
x=3ofx= - 2 

d x2 - 6x+5=0 
(x - 5)(x - 1)=0 

x= 5 ofx= 1 

V-2 a 4x - 7 = 9 of 4x - 7 = - 9 

4x =16of 4x = - 2 

x=4 ofx= - 4 

b 2x + 1 = 0 of 3x - 5 = x 

2x= - 1 of2x=5 

x= - 4 ofx= 24 
x=2±Y3ofx= - 1 ofx=1 

c (x - 3)(x + 3) = (x - 3)(2x + 5) 

x - 3 = 0 of x + 3 = 2x + 5 
x=3ofx= - 2 

d 7x - 3=x - 2of7x - 3= - (x - 2) 

6.x=1of8x=5 

x=! ofx=i 

V-3 a .i3 - 5x2 - 6x = 0 
x(x2 - 5x - 6) = 0 

x(x - 6)(x + 1) = 0 

x=Oofx=6ofx= - 1 

b .x4 - 3.x-1 = 0 

x1(x - 3)=0 

x=Oofx=3 

C .x4 - 3.r =0 

x2(x2 
- 3) = 0 

x2 (x - Y3)(x + Y3) = 0 
x=O ofx=Y3 ofx= - Y3 

d x4 - 3x= 0 
x(x3 - 3) =0 

x=O ofx=...yj 

3±V17 
e x= 

f 

g 

h 

2 

X = 1 4- 4m Of X = 1 4 + 4m 
D = - 7 < 0, dus geen oplossing 

2.x2 - 3x - 20 = 0 

3 ± V169 
x=---

4 
x=4 ofx= - 24 

s ± V324 
x=---

10 
X = - 1 Of X = 2,6 

e 3(2x - 1)(4x + 5) =x(2x - 1) 

2x - 1 = 0 of 12x + 15 = x 

2x = 1 of 11x = - 15 
1 t· 1 4 x= 2 0 x= - IT 

f x2 - 2x = 2x - 1 ofx2 - 2x = - (2x - 1) 
x2 

- 4x + 1 = 0 of x2 = 1 

4 ±Y12 t· t· x= o x= - 1 o x=1 
2 

g 3x+4=5of3x+4= - 5 

3x = 1 of 3x = - 9 
x=t of x= - 3 

h 5(.x2 - 4x - 12)=0 

5(x - 6)(x + 2) = 0 

x=6 ofx= - 2 

e x4 - 10x2 =0 

x2(x2 
- 10) = 0 

x2=0 of x - 10=0 

x= 0 of x= 10 

f x2 - 6=x2 ofx2 - 6= - x2 

0 - 6 = 0 of 2.x2 = 6 

De eerste geeft geen oplossing. 

x= - Y3 ofx=Y3 

g 1 - 2.x2 = 5 of 1 - 2x2 = - 5 

2.x2 = - 4 of 2.x2 = 6 

De eerste geeft geen oplossing. 

x= - Y3 ofx=Y3 
h (x3 - 10)(.x-1 - 2) = 0 

x=-VÎO ofx=...yi 

V-4 a 10 - 2x ~ 0, dus - 2x ~ - 10, dus x ~ 5. Het domein is(~. 5]. 

b 27 - 6x - x2 ~ 0, dus .x2 + 6x - 27 ~ 0, dus (x + 9)(x - 3) ~ 0 

(x + 9)(x - 3) is een dalparabool met nulpunten x = - 9 en x = 3, dus het domein is 
[- 9,3]. 
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c x~ 0 en 8 - x ~ 0, dus x ~ 8. Het domein is [O, 8]. 

d .x' - 4x ~ 0, dus x(x2 - 4) ~ 0, dus x(x - 2)(x + 2) ~ 0. Het domein is [-2, O] en [2, ~). 

e .x2 - 5x - 14 = (x - 7)(x + 2) ~ 0 
(x - 7)(x + 2) is een dalparabool, dus tussen de nulpunten negatief. 

Het domein is(~, - 2] en [7, ~). 

f 9 - .x2 = (3 - x)(3 + x) > 0 (omdat de wortel in de noemer staat, mag deze geen nul zijn). 
Het domein is (- 3, 3). 

Pagina 115: 

V-5a 12 - 4x - x2 = 7 

.x2 +4x - 5 = 0 
(x + 5)(x - 1) = 0 

x= - 5 ofx = 1, voldoen beide 

b 3.x2 - 8x + 8 = x2 

2.x2 - 8x+8=0 

2(x2 
- 4x + 4) = 0 

2(x - 2)2 = 0 
x = 2, voldoet 

c 12=4Y1 +2x 

144 = 16(1 + 2x) 

144 = 16 + 32x 

32x= 128 

x = 4, voldoet 

V-Sa 2x - 1 = 2log (3) 

2x= 2log (3) + 1 

X = ! · 2log (3) + ! 
b x+1=-if4 

x=-if4 - 1 

C .x2 = 3log (6) 

x = - Y3log (6) of x = Y3log (6) 
d c2-1)3x-5 = (22)1 -x 

2-3x+5 = 22 - 2x 

e 

- 3x+5=2 - 2x 

x=3 
2x2 -2x = 2s 

.x2 - 2x=8 

(x - 4 )(x + 2) = 0 
x=4ofx= - 2 
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d 1 - 5x=(x - 1)2 

e 

f 

1 - 5x = x2 
- 2x + 1 

.x2 + 3x = 0 
x(x+ 3)=0 

x = 0 of x = - 3, voldoen geen van beide 
40 - .x2 = ( - X + 4)2 

40 - .x2 = .x2 - 8x + 16 

2.x2 - 8x - 24=0 

2(x - 6)(x + 2) = 0 

x = 6 ofx = - 2, alleen x = - 2 voldoet 
.x2 16 

1 +2x 9 
9.x2 = 16 + 32x 

9.x2 - 32x - 16 =0 
32 ± 40 

x= 
18 

x = 4 of x = -t, alleen x = -t voldoet 

f 1 ~ = 7log (35) 

x= ~· 7log(35) 
g 2sx = c2-2)2x-3 

2sx = 2 - 4x+6 

5x= - 4x+6 

9x=6 

x=~ 
h 2-x+3 = 23 

- x+3 =3 

x=O 
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V-7a Y - l=OofY - 2=0 

3x= 1 of 3x= 2 

x= 0 ofx = 3log (2) 

b 22x - 3 · 2x - 10 = 0 

Stel 2x = p. 

d x' = 27 

X = - "ifn Of X = "ifn 
e x6 - 6x3 - 27 = 0 

(x3 
- 9)(x3 + 3) = 0 

x3 = 9 of x3 = - 3 
x=~ofx=~ 

f x(x2 
- 27) = 0 

x= 0 ofx2 = 27 

p2
- 3p - 10 = 0 

(p - 5)(p + 2) = 0 

p=5ofp= - 2 
2X=5of2X= - 2 x=O ofx= - V27= - 3V3 of x=V27 = 3V3 

x = 21og (5) of geen oplossing 

C (2x)2 - 3 · 2x + 2 = 6 
Stel 2x = p. 
p2 - 3p - 4 =0 

(p - 4)(p + 1) =0 
p=4ofp= - 1 
2x = 4 of 2x = - 1 

x = 2 of geen oplossing 

V-Ba 18 - 3x > 0 
- 3x> - 18 

x < 6, dus het domein is <~. 6). 
b 18 - 3x - x2 > 0 

.x2 + 3x - 18 < 0 
(x + 6)(x - 3) < 0 
.x2 + 3x - 18 is een dalparabool, dus het domein is ( - 6, 3). 

C x3 - 25x> 0 
x(x2 - 25)>0 

x(x - 5)(x+ 5) > 0 

Dit geldt voor - 5 < x < 0 en voor x > 5, dus het domein is ( - 5, 0) en (5, ~). 
d 10 - 2x>Oen 10 - 2x;t 1 

- 2x> - 10 en - 2x ;t - 9 

x < 5 en x * 4t dus het domein is ( ~, 4t} en (4t 5}. 

e 1 - x > 0 en 1 + x > 0 
- x> - 1 enx> - 1 

x< 1 enx> - 1,dushetdomeinis( - 1, 1). 
18 - 3x 

f > 0 enx * 0 
X 

Uit het tekenverloop blijkt dat dit geldt voor O < x < 6, dus het domein is (O, 6). 

V-9a 3x - 2= 25 = 32 C 2x - 1 = e3 

3x=34 2x=e3+1 

x= 11 f x=!e3+! 
b .x2 - 4 = 32 = 9 d 10 - x= 10 

x2=13 x=O 
x= - V13 ofx=V13 e X - 5 = 55 = 3125 

x= 3130 
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f log((x+ l)(x - 1))= 1 

(x + 1 )(x - 1) = 10 

.x2 - 1=10 

x2=11 
x= - V11 ofx=W 
Voor X = - m bestaan de logaritmen niet, 

dus de Oplossing is X = V11. 
g f1og((1 - 2x)( - 1 - 2x)=0 

(1 - 2x)( - 1 - 2x) = 1 

4.x2 - 1 = 1 

.x2 = 4 
x= - !V2 ofx=!V2 
Voor x = !V2 bestaan de logaritmen niet, 

dus de oplossing is x = - 4V2. 
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h 3log (2x + 5) - 3log (x2
) = 1 

Jlog(2xx:5) = 1 

2x+5 3 
x2 

2x+5=3x2 

3.x2 - 2x - 5=0 

2±8 
x= 

6 
x= 1~ of x= - k 
Voor x = 1 ~ bestaat 3log ( - x) niet, 

dus de oplossing is x = - }. 
2log (2x - 3) = 0 of 2log (6 - x) = 0 

2x - 3 = 1 of 6 - x = 1 

x = 2 ofx = 5, voldoen beide 
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Hoofdstuk 5 - Goniometrische formules 

Voorkennis: Symmetrie-eigenschappen 

Pagina 118: 

V-1 a De grafiek van/heeft symmetrieassen x = ± 4n, ± 14n, ± 24n, ± 34n, ... 

b De grafiek vang heeft symmetrieassen x = 0, ± n , ± 2n, ± 3n, ... 
c sin(- a) = - sin(a) is juist, want de y-waarde van sin(a) heeft een tegenovergesteld 

teken bij sin(- a). 

d cos(n - a) = - cos(a) is juist, want de y-waarde van cos(a) heeft een 

tegenovergesteld teken bij cos(n - a). 

e sin(n + a) = - sin(a), want de y-waarde van sin(n + a) heeft een tegenovergesteld 

teken bij sin(a). 
f Invoer: Yl = cos(n + X) en Y2 = cos(X) 

Venster: Xmin = - 2n, Xmax = 2n, Ymin = - 1.5 , Ymax = 1.5 

!'. t\ 
\ 1 ... ' ,, . ,· >-,; 

' \ l\ \ J ... ....., ~ 

De y-waarden van de functies hebben een tegenovergesteld teken, dus h(t) = - k(t). 

Pagina 119: 

V-2 a f(t) = sin(7n + t) 
f(t) = sin(3 · 2n + (n + t)) 

f(t) = sin(n + t) 
f(t) = - sin(t) 

b g(t) = cos(- 2n - t) 

g(t) = cos(- (2n + t)) 
g(t) = cos(2n + t) 
g(t) = cos(t) 

c h(t) = sin(- 3n - t) 

h(t) = sin(- (3n + t)) 
h(t) = - sin(3n + t) 

h(t) = - sin(2n + (n + t)) 
h(t) = - sin(n + t) 
h(t) = sin (t) 
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d k(t)=sin(- t - 23n) 

k(t) = sin(- (t+ 23n)) 

k(t) = - sin(t + 23n) 
k(t) = - sin((t+ n) + 11 · 2n) 
k(t) = - sin(t + n) 

k(t) = sin (t) 
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V-3a y 

y = x 

b Bij een punt dat gespiegeld wordt in de lijn y = x verwisselen de x en 

y-coördinaten van plaats. De coördinaten van P zijn (cos(t), sin(t)) . 

De verwisseling van de coördinaten voor Q geeft dus (sin(t), cos(t)). 

c De booglengte van P tot de x-as is t, dus de booglengte van Q tot de y-as is t. 
De booglengte van de y-as tot de x-as is !n, dus de booglengte van Q tot 
de x-as is } n - t. 

d De y-coördinaat van Q is de x-coördinaat van P, dus sin (!n - t) = cos (t). 

De x-coördinaat van Q is de y-coördinaat van P, dus cos (!n - t) = sin (t) . 

V-4 Invoer: Yl = sin(X)"2 

Venster: Xmin = - n , Xmax = n , Ymin = - 0.5, Ymax = 1.5 

Invoer: Yl = sin(X"2) 

Venster: Xmin = - n , Xmax = n , Ymin = - 1.5 , Ymax = 1.5 

De grafieken van/ eng vallen niet samen. 

V-5a ft.x) = (sin(x) + cos(x))2 + (sin(x) - cos(x))2 

ft.x) = (sin2(x) + 2sin(x) · cos(x) + cos2(x)) + (sin2(x) - 2sin(x) · cos(x) + cos2(x)) 

ft.x) = 2sin2(x) + 2cos2(x) 

b Uit de gelijkheid sin2(x) + cos2(x) = 1 volgt 

2sin2(x) + 2cos2(x) = 

2 · (sin2(x) + cos2(x)) = 

2 · 1 = 2 

De plot geeft een horizontale lijn op hoogte 2. 
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5-1 Somformules 

Pagina 120: 

1a 
a+ LBQA = 90°} a+ LBQA = 90° } 
LBQC = 1800 ::::} LBQA + LPQC = 900 ::::} 900 - a + LPQC = 900 ::::} LPQC = a 

b 

C 

LAPD en LPAB vormen Z-hoeken, dus LAPD = a+ /3. 

6.APQ 6.ABQ 

AB 
cos(a)= -

AQ 
cos(/3) =AQ 

BQ 
sin(a)= -

AQ 
sin(/3) = PQ 

AD AD 
d sin(a+/3)= - = - =AD 

AP 1 

6.PCQ 

QC 
cos(a)=-

PQ 

PC 
sin(a)= -

PQ 

6.APD 

PD 
cos(a+/3)= -

AP 

AD 
sin (a+ /3) = -

AP 

BQ QC 
sin(a) = - ::::} BQ =AQ · sin(a)cos(a) = - ::::} QC= PQ · cos(a) 

AQ PQ 

AD= BQ + QC::::} sin(a+ /3) =AQ · sin(a) + PQ · cos(a) 

e Substitutie van AQ = cos(/3) en PQ = sin(/3) in de uitdrukking bij d geeft 

sin(a + /3) = cos(/3) · sin(a) + sin(/3) · cos(a). 
PD PD 

f cos(a+/3)= - = - =PD 
AP 1 

AB 
cos (a) = - ::::} AB =AQ. cos (a) 

AQ 

sin (a) =:~::::}PC= PQ · sin (a) 

PD =AB - PC=} cos(a+ /3) =AQ · cos(a) - PQ · sin(a) 
Substitutie van AQ = cos(/3) en PQ = sin(/3) geeft 
cos(a+ /3) = cos(/3) · cos(a) - sin(/3) · sin(a) 

2 a g(x) = cos(x - kn) c sin (!n - t) 

g(x) = cos(x) · cos(kn) + sin(x) · sin (in) 

g(x) = cos(x) · tvï+ sin(x) · tvï 
= sin (in) · cos (t) - cos (in) · sin (t) 

= 1 · cos(t) - 0 · sin(t) 
g(x) = tvï(cos(x) + sin (x)) 

b ft.x) = cos(n + x) 

ft.x) = cos(n) · cos(x) - sin(n) · sin(x) 
ft.x) = - 1 · cos(x) - 0 · sin(x) 
ft.x) = - cos(x) 
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= cos(t) 

cos(tn - t) 

= cos (tn) · cos (t) + sin (tn) · sin (t) 

= 0 · cos(t) + 1 · sin(t) 
= sin(t) 
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Pagina 121 : 

3a sin(2t) 

= sin(t+ t) 

= sin(t) · cos(t) + cos(t) · sin (t) 

= 2 · sin(t) · cos(t) 

4 sin2(t) + cos2(t) = 1 ~ sin2(t) = 1 - cos2(t) 

Substitutie in cos(2t) = cos2(t) - sin2(t) geeft 

b cos(2t) 

= cos(t+ t) 

= cos(t) · cos(t) - sin(t) · sin(t) 

= cos2(t) - sin2(t) 

cos(2t) = cos2(t) - (1 - cos2(t)) = cos2(t) - 1 + cos2(t) = 2cos2(t) - 1 

sin2(t) + cos2(t) = 1 ~ cos2(t) = 1 - sin2(t) 

Substitutie in cos(2t) = cos2(t) - sin2(t) geeft 

cos(2t) = 1 - sin2(t) - sin2(t) = 1 - 2sin2(t) 

5a sin(2t) = 2cos(t) 

2sin(t) · cos(t) = 2cos(t) 

2sin(t) · cos(t) - 2cos(t) = 0 
2cos(t) · (sin(t) - 1) = 0 

cos(t) = 0 of sin(t) - 1 = 0 
cos(t) = 0 of sin(t) = 1 

t = 4n of t = 1 4n 
b sin(2t) = 2sin (t) 

2sin(t) · cos(t) = 2sin(t) 

2sin(t) · cos(t) - 2sin(t) = 0 

2sin(t) · (cos(t) - 1) = 0 

sin(t) = 0 of cos(t) - 1 = 0 
sin(t) = 0 of cos(t) = 1 

t= 0 of t=n 

Sa 2sin (t) · cos (t) = - 4 
sin(2t) = - 4 

2t = - in+ k · 2n of 2t = n - ( - in)+ k · 2n 

2t = - in + k · 2n of 2t = ~n + k · 2n 

t = - 1 in + k · n of t = ?2 n + k · n 
De oplossingen op [O, 2n] zijn t = ?2n of t = :~n of t = 1 ?2n of t = 1 :~ n. 

b sin2(t) - cos2(t) = 1 

- (cos2(t) - sin2(t)) = 1 

cos(2t) = - 1 

2t=n+k· 2n 
1 

t=2n+k·n 
De oplossingen op [O, 2n] zijn t = }n of t = 1 !n. 

7a cos(2x) = 1 - 2sin2(x) 

2sin2(x) = 1 - cos(2x) 

sin2 (x) = 4- 4cos (2x) 
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b Een primitieve van sin2(x) is ook een primitieve van 4- 4 cos (2x). 

Een primitieve is dus 4x - ksin (2x). 
1t 

J sin2 (x) dx = [!x - ksin (2x)): = (in - 0) - (0 - 0) = in 
0 

Ba cos(2x) = 2cos2(x) - 1 

2cos2(x) = 1 + cos(2x) 

cos 2 (x) = 4 + !cos (2x) 
{rr. ~1t 

b J cos 2 (x)dx= Jet+ tcos(2x)) dx = [!x + ksin (2x)]r = ckn + 0) - co+ 0) = kn 
0 0 

5-2 Herleiden 

Pagina 122: 

Sa Invoer: Y1 = (1 - sin(X))(1 + sin(X)) en Y2 = cos(X)"2 

Venster: Xmin = - 10, Xmax = 10, Ymin = - 0.5, Ymax = 1.5 

De grafieken vallen samen. 
b ft.x) = (1 - sin(x))(1 + sin(x)) 

ft.x) = 1 - sin(x) + sin(x) - sin(x) · sin(x) 

ft.x) = 1 - sin2(x) 

c De gelijkheid sin2(x) + cos2(x) = 1 geldt voor elkex, dus 1 - sin2(x) = cos2(x) geldt 

ook voor elke x zodatf(x) = g(x) voor elke x geldt. 

1 Da Invoer: Y1 = sin(3X) en Y2 = 3*sin(X) - 4*sin(X)"3 

Venster: Xmin = - 5, Xmax = 5, Ymin = - 1.5, Ymax = 1.5 

De grafieken vallen samen. 

b sin(3x) = sin(2x + x) = sin(2x) · cos(x) + cos(2x) · sin(x) 

c sin(3x) = sin(2x) · cos(x) + cos(2x) · sin(x) 

= 2sin(x) · cos(x) · cos(x) + (1 - 2sin2(x)) · sin(x) 

= 2sin(x) · cos2(x) + sin(x) - 2sin3(x) 

= 2sin(x) · (1 - sin2(x)) + sin(x) - 2sin3(x) 

= 2sin(x) - 2sin3(x) + sin(x) - 2sin3(x) 

= 3sin(x) - 4sin3(x) 
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d cos(3x) = cos(2x + x) 

= cos(2x) · cos(x) - sin(2x) · sin(x) 
= (2cos2(x) - 1) · cos(x) - 2sin(x) · cos(x) · sin(x) 
= 2cos3(x) - cos(x) - 2cos(x) · sin2(x) 
= 2cos3(x) - cos(x) - 2cos(x) · (1 - cos2(x)) 

= 2cos3(x) - cos(x) - 2cos(x) + 2cos3(x) 
= 4cos3(x) - 3cos(x) 

11a Invoer: Y1 = sin(4X)en Y2=4sin(X)*cos(X) 
Venster: Xmin = - n, Xmax = n, Ymin = - 2.5, Ymax = 2.5 

De grafieken zijn verschillend, dus sin(4t) '# 4sin(t) · cos(t). 

b sin( 4t) = sin (2t + 2t) 

= sin(2t) · cos(2t) + cos(2t) · sin(2t) 

= 2sin(2t) · cos(2t) 
= 2 · 2sin(t) · cos(t) · cos(2t) 
= 4sin (t) · cos(t) · cos(2t) 

c sin(8t) = sin( 4t + 4t) 

= sin(4t) · cos(4t) + cos(4t) · sin(4t) 
= 2sin(4t) · cos(4t) 

Substitutie van de uitdrukking bij b geeft: 
sin(8t) = 2 · 4sin(t) · cos(t) · cos(2t) · cos(4t) 
= 8sin(t) · cos(t) · cos(2t) · cos(4t) 

d sin(16t) = 2sin(8t) · cos(8t) 
Substitutie van de uitdrukking bij c geeft: 
sin(16t) = 2 · 8sin(t) · cos(t) · cos(2t) · cos(4t) · cos(8t) 

= 16sin(t) · cos(t) · cos(2t) · cos(4t) · cos(8t) 
sin(32t) = 2sin(16t) · cos(16t) 
= 2 · 16sin(t) · cos(t) · cos(2t) · cos(4t) · cos(8t) · cos(16t) 

= 32sin(t) · cos(t) · cos(2t) · cos(4t) · cos(8t) · cos(16t) 

Pagina 123: 

12a Invoer: Y1 = cos(X)/\4- sin(X)/\4, Y2 = cos(X)2 - sin(X)2 

Venster: Xmin = - 5, Xmax = 5, Ymin = - 1.5, Ymax = 1.5 

De grafieken vallen samen. 
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b cos4(x) - sin4(x) 

= (cos2(x) - sin2(x)) · (cos2(x) + sin2(x)) 

= (cos2(x) - sin2(x)) · 1 
= cos2(x) - sin2(x) 

13a (cos(t) - sin(t))2 

= cos2(t) - 2sin(t) · cos(t) + sin2(t) 

= 1 - 2sin(t) · cos(t) 

= 1 - sin(2t) 
b cos(4x) = cos(2(2x)) 

= 2cos2(2x) - 1 
= 2 · (2cos2(x) - 1)2 

- 1 
= 2 · (4cos4(x) - 4cos2(x) + 1) - 1 

= 8cos4(x) - 8cos2(x) + 1 

14a Voor een gemeenschappelijk punt met dex-as geldtf(x) = 0. 

1 + cos(x) + cos2(x) = 0 
Stelp= cos(x). 

1 +p+p2 =0 

p2 + p + 1 =0 
D = b2 - 4ac = l2 - 4 · 1 · 1 = 1 - 4 = - 3. 
De discriminant is negatief, dus er bestaat geen waarde van cos(x) als oplossing 

voorf(x) = 0. 
b p(x) = j(x) · g(x) 

p(x) = (1 + cos(x) + cos2(x)) · (1 - cos(x)) 

p(x) = 1 + cos(x) + cos2(x) - cos(x) - cos2(x) - cos3(x) 

p(x) = 1 - cos3(x) 

c Als de grafiek van p de x-as raakt, geldtp(x)=O 

1 - cos3(x) = 0 ~ cos3(x) = 1 ~ cos(x) = 1 heeft oplossingen dus de grafiek 
van pen de x-as hebben punten gemeenschappelijk. 
Als de grafiek van p de x-as snijdt dan moet gelden 

1 - cos3(x) < 0 ~ cos3(x) > 1 ~ cos(x) > 1, wat niet kan. 
De grafiek van p kan de x-as dus alleen raken. 

15a Invoer: X1T= cos(n-T) en Y1T= sin(n/2-T) 
(Tl: via MODE> Par, Casio: via Type, Param) 

Venster: Xmin = - 2, Xmax = 2, Ymin = - 2, Ymax = 2 

·, .... 
'·~ 

•. 
• .. -.,_ 

Uitx = cos(n - t) = - cos(t) volgt cos(t) = - x. 

y = sin (!n - t) = sin (!n) · cos (t) - cos (!n) · sin (t) = 1 · cos (t) - 0 · sin (t) = cos (t) 
Substitutie van cos (t) door - x geeft y = - x . 
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b Invoer: X1T = cos(n/2-T) en Y1T = (sin(n-T))2 

(Tl: via MODE> Par, Casio: via Type, Param) 
Venster: Xmin = - 2, Xmax = 2, Ymin = - 2, Ymax = 2 

,,,./ 

Uitx=cos(4n - t)=cos(4n) · cos(t) + sin(4n) · sin(t)=O · cos(t) + 1 · sin(t) = sin(t) 

volgt sin(t) = x. 

Uit sin (n - t) = sin (t) volgt y = sin2(n - t) = sin2(t). 
Substitutie van sin(t) door x geeft y = x2

• 

16a Voor de snijpunten met de y-as geldtx = 0. 
cos(3t) = 0 
3t=4n+k·2n of 3t= - 4n+k· 2n 

t = kn + k · in of t = - kn + k · i n 
t = !n + k · in 

b x heeft periode in en y heeft periode 2n, dus de periode van Kis 2n. 
Voor bijvoorbeeld a = 2n en b = 2n of a = 4n en b = 6n krijg je dezelfüe kromme. 

5-3 Formules van Simpson 

17a 

b 

Pagina 124: 

sin(t + u) + sin(t - u) 

= sin(t) · cos(u) + cos(t) · sin(u) + sin(t) · cos(u) - cos(t) · sin(u) 
= 2sin(t) · cos(u) 

p+q 
p +q = t+u + t - u = 2t::::} t=--

2 
p - q 

p - q = t + u - (t - u) = 2u ::::} u = --
2 

c sin(t + u) + sin(t - u) = 2sin(t) · cos(u). Substitutie van de uitdrukking bij b geeft 

sin (p) +sin (q) =2sin(P ;q) · cos(P ;q). 

d sin(t + u) - sin(t - u) 

= sin(t) · cos(u) + cos(t) · sin(u) - (sin(t) · cos(u) - cos(t) · sin(u)) 
= sin(t) · cos(u) + cos(t) · sin(u) - sin(t) · cos(u) + cos(t) · sin(u) 

= 2cos(t) · sin(u) 
Substitutie van de uitdrukking bij b geeft 

sin(p) - sin (q) = 2cos (P; q) · sin(P; q) = 2sin(P; q) · cos (P; q) . 

18 cos(t+u)+cos(t - u) 

= cos(t) · cos(u) - sin(t) · sin(u) + cos(t) · cos(u) + sin(t) · sin(u) 
= 2cos(t) · cos(u) 
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Substitutie van de uitdrukkingen 
. p+q p - q . 

p = t+ uen q = t - u waarmt volgtt=-
2
-en u =-

2
-geeft 

cos (p) + cos (q) =2cos(P; q) · cos(P ;q ). 
cos(t + u) - cos(t - u) 

= cos(t) · cos(u) - sin(t) · sin(u) - (cos(t) · cos(u) + sin(t) · sin(u)) 
= cos(t) · cos(u) - sin(t) · sin(u) - cos(t) · cos(u) - sin(t) · sin(u) 
= - 2sin(t) · sin(u) 
Op dezelfde manier volgt 

cos(p) - cos(q) = - 2sin(P ;q) · sin(p;q). 

19a Invoer: Yl = sin(2X+n/6) - sin(2X- n/6) 

Venster: Xmin = - 5, Xmax = 5, Ymin = - 1.5, Ymax = 1.5 

'· 

De functie is periodiek met perioden. 
b f(x) = sin (2x + kn) - sin (2x - kn) 

. (2x + !n - 2x + !n) (2x + !n + 2x - !n) f(x) = 2sm 
2 

· cos 
2 

f(x) = 2sin (kn) · cos (2x) 
f(x) = 2 · 4 · cos (2x) 
f(x) = cos (2x) 

De grafiek is een sinusoïde. 

Pagina 125: 

20a f(t) = sin (t) + sin (t - f n) 

(
t+t - ln) (t - t+ln) 

f(t) = 2sin 
2 

3 
· cos 

2 
3 

f(t) = 2sin (t - kn) · cos (!n) 

f(t) = 2 · 4V3 · sin(t - !n) 

f(t) = V3sin (t - kn) 

g (t) = cos (2t) + cos (t + ~7t) 

(
2t+t+~7t) (2t - t - ~7t) g(t) = 2cos 

2 
· cos 

2 
g(t) = 2cos( 1 !t + /2 n) · cos(}t - /2 n) 

b Alleen/heeft als grafiek een sinusoïde, want alleen/kan in de vorm 
ft.x) = asin(b(x - c)) + d otj(x) = acos(b(x - c)) + d geschreven worden. 

21 a Invoer: Yl = sin(3X) + sin (2X) 
Venster: Xmin = - 2n, Xmax = 2n, Ymin = - 3, Ymax = 3 
De grafiek is geen sinusoïde. 
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b j(x) = sin(2x) + sin(3x) 

f() 2· (h+~) (h-~) x = sm 
2 

·COS 
2 

f(x) = 2sin (2~) · cos (- ~) 

f(x) = 2sin (2ix) ·cos(~) 

Voor de nulpunten geldt sin (2}x) = 0 of cos (}x) = 0. 
Deze vergelijkingen zijn exact op te lossen. 

c sin (2ix) = 0 of cos (ix) = 0 
2~ = 0 + k · n of ~ = }n + k · n 
x = k · ~n of x = n + k · 2n 

De oplossingen op [O, 2n] zijn 
x=O, x= f n , x=!n, x= n ,x = 1kn, x= 1i n of x= 2n 

22 De formules 2sin(q) = 2sin(q), 0 = 0 , 2cos(q) = 2cos(q) en weerO = 0. 

23a Invoer: X1T = 2cos(T)- cos(2T) en Y1T = 2sin(T)- sin(2T) 

b 

C 

d 

e 

(Tl: via MODE> Par, Casio: via Type, Param) 
Venster: Xmin = - 6, Xmax = 3, Ymin = - 3, Ymax = 3 

\ 
·1 
1 

\ 

Aflezen geeft aan dat het punt (1, 0) het dichtst bij de oorsprong ligt. 
dy 
- = 2cos(t) - 2cos(2t) 
dt 
dy 
d t = 2(cos (t) - cos(2t)) 

dy = 2( - 2sin(1 ~t) · sin( - h)) 
d t - -

dy = 4sin(1 ~t) · sin(-
2

1t) 
dt -

Als de raaklijn aan de kromme horizontaal is, geldt dy = 0. 
4sin (1 it) · sin (!t) = 0 d t 

sin (1 !t) = 0 of sin (}t) = 0 
1 !t = k · n of !t = k · n 

t=k · ~n of t=k · 2n 
De oplossingen op [O, 2n] zijn 
t=O of t=~n of t= 1in of t=2n. 

Alleen de oplossingen t = ~n of t = 1 in voldoen (zie opdracht e). 
Bij t = f n hoort (- }, 1 }V3) en bijt= 1 f n hoort (- }, - 1 }V3). 
dx 
- = - 2sin (t) + 2sin (2t) 
dt 
dx 
- = - 2(sin(t) - sin(2t)) 
dt 
dx 
- = - 2(2sin ( - }t) · cos(l !t)) 
dt 

dx 1 1 - = 4sin(2t) · cos(l 2t) 
dt 
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Als de raaklijn aan de kromme verticaal is geldt dx = 0. 

4sin (tt) · cos ( 1 tr) = 0 dt 

sin (!t) = 0 of cos ( 1 !t) = 0 
4t=k· n of 14t=4n+k· n 
t=k· n of t=!n+k- ~n 
De oplossingen op [O, 2n] zijn 

t=O of t=!n of t=n of t=1~n of t=2n. 

Voort= 0 en t = 2n zijn dy en dx beide 0, dus bestaat de raaklijn niet. 
dt dt 

Bij t=!n hoort O 4, 4"'3) . 

Bij t = n hoort (- 3, 0). 

Bij t = 1 ~n hoort (1 !, - !V3). 

5-4 Formules gebruiken 

Pagina 126: 

24a y=k,x2 
sin 2 (t) = !(2sin (t) )2 

sin2(t) = sin2(t) . Klopt. 

b De uiteinden liggen op de maximale uitwijking voor 2sin(t) en sin2(t), dus op 

(- 2, - 1) en (2, 1). Het domein is dus [- 2, 2]. 

25 y= 1- 4x2 

x= 2sin(t) 
Uit cos(2t) = 1 - 2si n2(t) volgt 

cos(2t)= 1 - 4 ·4sin2 (t) = 1 - 4 · (2sin(t))2, dus 

y = cos(2t) = 1 - 4 · (2sin (t))2 = 1 - 4.r 

26 y2 =4x2 - 4x4 

y= sin(2t) 

Uit sin (2t) = 2sin(t) · cos(t) volgt sin2(2t) = 4sin2(t) · cos2(t). 

Uit sin2(t) + cos2(t) = 1 volgt sin2(t) = 1 - cos2(t). 

Substitutie geeft 

sin2(2t) = 4(1 - cos2(t)) · cos2(t) = 4cos2(t) - 4cos4(t), dus 

y2 = sin2(2t) = 4cos2(t) - 4cos4(t) = 4.x2 - 4x4 

Pagina 127: 

27a x = 2sin (t - kn) 
x = 2 (sin (t) · cos (in) - cos (t) · sin {tn)) 

x = 2 (sin (t) · 4V2 - cos (t) · 4V2) 

x =V2 · sin (t) - V2 · cos (t) 

X = V2 · (Sin (t) - COS (t)) 
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b y = sin(t) + cos(t) 

y2 = (sin(t) + cos(t))2 

y2 = sin2(t) + 2sin(t) · cos(t) + cos2(t) 

y2 = sin2(t) + cos2(t) + 2sin(t) · cos(t) 

y2 = 1 + sin(2t) 

C x 2 +2y2 =4 
(V2 · (sin (t) - cos (t)))2 + 2(1 + sin (2t)) 

= 2 · (sin2(t) - 2si n(t) · cos(t) + cos2(t)) + 2 + 2sin (2t) 

= 2 · (sin2(t) + cos2(t) - 2sin(t) · cos(t)) + 2 + 2sin(2t) 

= 2 · (1 - sin(2t)) + 2 + 2sin (2t) 

= 2 - 2sin(2t) + 2 + 2sin(2t) 

= 4 

28a ft.x) = sin(3x) + sin(4x) 

f(x)=2sin(3x;4x) ·cos(3x;4x) 

f(x) = 2sin (34x) · cos ( - 4x) 

f(x) = 2sin (34x) · cos (ix). 

b sin (34x) = 0 of cos (4x) = 0 

34x=O+k· n of 4x=4n+k· n 
x=k·fn of x=n+k·2n 

De oplossingen op [O, 2n] zijn 

0 2 4 6 1 3 5 t· 
X = , 71C , 77t, 77t, 7t , l71t, l71t , l77t O 27t. 

21! 21! 

29a f (cos 2 (x) - sin2 (x))dx= f cos (2x)dx= [4sin (2x) ]~;" = 4sin (4n) - 4sin(3n) = 0 - 0 = 0 

l}1t l}1t 

11t ~7t !1t 

b j 4sin (x) · cos (x) dx= J 2 · 2sin (x) · cos (x) dx= J 2 · sin (2x) dx = [- cos (2x) ];:= 
~ 11 ln 111 ' ' ' 
- cos (n) - ( - cos (4n)) = - ( - 1) - 0 = 1 

30a Aflezen van de grafiek geeft als mogelijke combinatie van waarden: 

evenwichtsstand is 1 4 ~ a = 14 

amplitude is 4 ~ b = 4 

periode is 7t ~ c = 2 

de grafiek ziet eruit als een cosinus maar het functievoorschrift is in de vorm van 

een sinus, dus verschuiving is k periode naar links ~ d = - kn 
De grafiek lijkt dus bij f'z (x) = 14 + 4sin (2(x + kn)) te horen. 

Omwerken van f'z (x) = 1 4 + 4 sin (2 (x + kn)) geeft 

f, (x) = 14 + 4sin (2x + 4n) 

Ji (x) = 14 + 4 (sin (2x) · cos (4n) + cos (2x) · sin (4n)) 

J; (x) = 14 + i(sin (2x) · 0 + cos(2x) · 1) 

f, (x) = 14 + 4cos (2x) 

Ji (x) = 1 + 4- 4cos (2x) + cos (2x) 

J;(x)= 1 +4 - 40 - 2sin2 (x))+cos(2x) 

J;(x) = 1 + sin2(x) + cos(2x) 
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Dit voldoet aan het functievoorschrift voorfi. 

De combinatie van waarden voor a, b, c end is dus juist. 
b f/x) = 1 + sin2x + cos4x 

h(x) = 1 t - t + sin2x +cos4x 

h(x)=1t - tC1 - 2sin2x)+cos4x 

h(x) = 1 t - tcos2x +cos4x 

5-5 Gemengde opdrachten 

Pagina 128: 

{1t. {1t 

31a J v(x) dx = J (cos (x) - cos 3 (x))dx. 

0 0 

b Er moet gelden V'(x) = v(x) . 

C 

32a 

V(x) = isin3 (x) 

V' (x) = l · 3sin 2 (x) · cos (x) 

V'(x) = (1 - cos2(x)) · cos(x) 

V' (x) = cos(x) - cos3(x) 

Dus Vis een primitieve van v. 
l 

Jccos (x) - cos 3(x)) dx = [hin3 (x) ]~" = (!sin 3(tn)) - (hin 3(0)) = ! . 13 
- ! . 0 = ! 

0 

De eindpunten van de wijzers zijn cirkels met de lengte van de wijzer als straal. 
2n 2n 

De periode van de grote wijzer is -
2 

= 1 en van de kleine wijzer -1 - = 12. 
7t ó7C 

De grote wijzer staat bijt= 1,3 op het 1.31-
1 = 0,3 deel van een nieuwe periode. 

Eén periode is eenmaal rond, dus 0,3 komt overeen met een hoek van 
360 · 0,3 = 108° ten opzichte van de y-as. 
De kleine wijzer staat bijt= 1,3 op het \f deel van de periode wat overeenkomt 
met een hoek van 360 · fi = 39° ten opzichte van de y-as. 
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b Manier 1: 

Als de wijzers over elkaar heen liggen, zijn de hoeken van de wijzers gelijk. 

Dat is voor het eerst het geval nadat de grote wijzer één keer rond geweest is, dus 

hoek grote wijzer= hoek kleine wijzer 
t 

360 . (t - 1) = 360 . 12 
t 

t - 1 =-
12 

12(t - 1) = t 

12t - 12= t 

11 t=12,dus t=1rr. 

Manier 2: 

Geef de grote en kleine wijzer deze! füe lengte 1. De wijzers liggen over elkaar 

heen als de x- en y-coördinaat van het uiteinde van de wijzers samenvallen. 

Voor de x-coördinaat: 

sin (2nt) = sin <knt) 

2nt = knt + k · 2n of 2nt = ~nt + k · 2n 

~ nt = k · 2n of ~nt = k · 2n 
12k t· 12k t=rr o t= 1 

Voor de y-coördinaat: 

cos (2nt) = cos <knt) 

2nt = knt + k · 2n of 2nt = - knt + k · 2n 

~nt=k· 2n of 1Jnt=k· 2n 
12k t· 12k t=rr o t= 8 

Alleen t = ftk voldoet bij beide, dus t = 1 tï· 
c V(ru)2 + (L.y)2= 

V (3sin(2nt) - 2sin (knt)2 + (3cos(2nt) - 2cos(knt))2 = 

Y9sin 2 (2nt) - 12sin(2nt) · sin(knt) + 4sin 2 (knt) + 9cos2 (2nt) - 12cos(2nt) · cos (knt) + 4cos 2 (knt) = 

Y9 (sin 2 (2nt) + cos2 (2n t)) - 12(cos (2nt) · cos <knt) + sin (2nt) · sin <knt)) + 4 (sin2 <knt) + cos 2 <knt)) = 

V9 . 1 - 12. cos (2nt - knt) + 4 . 1 = 

Y13 - 12cos <1d nt) 

d 1\.vee zijden van de driehoek zijn dan gelijk. Dat komt voor het eerst voor als de 

afstand tussen de eindpunten gelijk is aan de lengte van de kleine wijzer. 

33a 

Y13 - 12cos <'d nt) = 2 

13 - 12cos ( ~1 nt) = 4 

12cos (~1nt) = 9 
( ) 1 ) 9 3 cos 61tt = 12 =4 

Oplossen met de rekenmachine door het snijpunt van Y1 = cos <1d nt) 

en Y2 =} te vinden geeft t"" 0,125. 

Pagina 129: 

D . h . "f"-" . .. d k . . dy dy dx e nc tmgscoe 11c1ent van e romme meen punt 1s dx = dt : dt . 

dx = - 3cos 2 (t) · sin(t) 
dt 
dy 
- = 3sin 2 (t) · cos (t) 
dt 
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dy 

dx 
3sin2 (t) · cos(t) = _ sin(t) _ _ tan(t) 

- 3cos2 (t) · sin(t) cos(t) 

Voor punten op A die ook op de lijn y = - x liggen, geldt sin3(t) = - cos3(t). 

sin3(t)= - cos 3(t) 

sin3(t) 
- 1 

cos 3(t) 

(
sin(t))

3 
= _ 1 

cos(t) 

tan3 (t)= - 1 
can (t) = - 1 d 
De exacte richtingscoëfficiënt in de snijpunten is dus ~ = - can (t) = - (- 1) = 1. 

b Beide punten moeten dezelfde afstand hebben tot de lijn door (0, 1) en (0, 1). 

Het veronderstelde spiegelpunt is (t 0. 
De x-coördinaat van Pis cos (in)= 4V2. 
De x-coördinaat van Q is cos 3 {!n) = iV2. 

lvi+lV2 
Het midden van de x-coördinaten is 2 4 = :à3yi ::t: t. 

2 -
Er is dus geen spiegeling. 

c De richtingscoëfficiënt van de raaklijn in Q aan A is al berekend in opdracht a als - tan(t). 
De lijn door de punten P(cos(t), sin(t)) en Q(cos3(t), sin3(t)) heeftrichtingscoëffïciënt 

6.y sin (t) - sin3 (t) sin(t) · (1 - sin2 (t)) sin(t) · cos2 (t) cos (t) 1 1 
- - -
6x cos (t) - cos3(t) cos (t) · O - cos2 (t)) cos (t) · sin2 (t) sin (t) sin(t) tan(t) · 

cos(t) 

1 
Het product van de richtingscoëfficiënten is gelijk aan - can (t) · ( ) = - 1, 

can t 

dus de lijn PQ staat loodrecht op de raaklijn in Q aan A. 

d dx = x'(t) = - 3cos 2 (t) · sin (t) en dy = y' (t) = 3sin 2 (t) · cos (t) 
dt dx 

Substitutie in Y(x'(t))2 + (y'(t))2 geeft 

Y( - 3cos2 (t) · sin(t))2 + (3sin2 (t) · cos(t))2 = 

Y9cos 4 (t) · sin2 (t) + 9sin4 (t) · cos2 (t) = 
Y9cos2 (t) · sin2 (t) · (cos2 (t) + sin2 (t)) = 

3Ycos2 (t) · sin2 (t) · 1 = 

3lsin(t) · cos(t) I. 
e Op het integratie-interval [O, ~] zijn sin(t) en cos(t) positief, 

dus sin(t) · cos(t) ook. Daaruit volgt 
!n. .!.n-. !n. 

j V (x'(t))2 + (y'(t))2 dt = j 3lsint · cos tl dt = j 3sin t · costdt = [ 14sin2 t]~" = 0 4 · l2) - 0 4 · 02) = 14. 

0 0 0 

Het antwoord 1,5 is dus de exacte lengte. 
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Test jezelf 

Pagina 132: 

T-1 a f(x) = cos (x + kn) + sin (x - }n) 

f(x) = cos (x) · cos (in) - sin (x) · sin (in)+ sin (x) · cos (fn) - cos (x) · sin (fn) 

f(x) = cos (x) · 4V2 - sin (x) · 4V2 + sin (x) · - 4V2 - cos (x) · 4V2 

f(x) = - V2 · sin (x) 

b sin(2x) = - V2 · sin (x) 

2sin (x) · cos (x) = - V2 · sin (x) 

2sin (x) · cos (x) + V2 · sin (x) = 0 

sin(x) · (2cos(x) + V2) = 0 

sin(x) = 0 of 2cos (x) + V2= 0 

sin(x) = 0 of cos(x) = - 4V2 

x = O+ k · n of x = fn + k · 2n of x = - fn + k · 2n 

De oplossingen op [O, 2n] zijn x = 0, }n, n, 1}n of 2n. 

T-2a cos(2x) = 1 - 2sin2(x) 

cos(4x) = 1 - 2sin2(2x) 

2sin2(2x) = 1 - cos(4x) 

sin2 (2x) = 4- 4cos (4x) 

b Een primitieve van f(x) = sin2 (2x) = 4- 4cos (4x) is 

F(x) = 4x - 4 · }sin (4x) = 4x - ksin (4x) want F' (x) = 4- 4cos (4x). 
1t 

c f sin2 (2x)dx= [4x - ksin(4x)]:= (4n - ksin(4n)) - (4·ü - ksin(0))=4n - ü=4n 

0 

T-3a Invoer: X1T = sin (n/2-T) , Y1T = 2sin (T-n), X2T = - cos(T) en Y2T = 2sin(T) 

(Tl: via MODE> Par, Casio: via 'Iype, Param) 

Venster: Xmin = - 3, Xmax = 3, Ymin = - 2, Ymax = 2 

\ jl 

De x-waarden liggen op het interval [- 1, 1], de y-waarden liggen op het interval [- 2, 2]. 

b Voor de eerste kromme geldt 

x = sin (in - t) = sin (4n) · cos (t) - cos (in) · sin (t) = 1 · cos (t) - 0 · sin (t) = cos (t) en 
y = 2sin (t - n) = 2sin ( - (n - t)) = - 2sin (n - t) = - 2sin (t) ::::} sin (t) = - b. 
Substitutie in sin2(t) + cos2(t) = 1 geeft ( - b )2 + x2 = 1 of x2 + kJ2 = 1. 

Voor de tweede kromme geldt 
x = - cos(t) =} cos(t) = - x en 

y = 2sin (t) ::::} sin (t) = b. 
Substitutie in sin2(t) + cos2(t) = 1 geeft (b,)2 + ( - x)2 = 1 of x2 + h,1 = l . 

De punten van beide krommen voldoen aan dezelfde vergelijkingen, dus de 

krommen zijn gelijk. 
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y 
3 

y 
3 

----'--i,--,0..+---+----~. x ---+--+------<>-~o--+---+---~--- x 
- 3 - 2 2 3 - 3 2 3 

+ 

- 3 

De punten zijn puntsymmetrisch in de oorsprong. 

d Voor een willekeurige t heeft het punt op de eerste kromme de coördinaten (x, y) 

en het punt op de tweede kromme de coördinaten ( - x, - y) . De punten zijn dus 

puntsymmetrisch in de oorsprong. Omdat t willekeurig gekozen is geldt dat voor 

elk punt. 

T-4a Invoer: Yl = (sin(X)+sin(4X))2+(cos(X)+cos(4X))2 

Venster: Xmin = - n, Xmax = n, Ymin = - 1, Ymax = 5 

De periode is ~-

b Voor ftx) = d + acos(bx) ga je uit van de cosinusfunctie. 

De evenwichtsstand is 2, dus d = 2. 

De amplitude is 2, dus a = 2. 
. ? 2n 

Voor penode J7t wordt b = -2 - = 3. 
~ 

De functie is dusftx) = 2 + 2cos(3x). 
c ftx) = (sin(x) + sin(4x))2 + (cos(x) + cos(4x))2 

ftx) = sin2(x) + 2sin(x) · sin(4x) + sin2(4x) + cos2(x) + 2cos(x) · cos(4x) + cos2(4x) 

ftx) = 2(sin(x) · sin(4x) + cos(x) · cos(4x)) + (sin2(x) + cos2(x)) + (sin2(4x) + cos2(4x)) 

ftx) = 2cos(x - 4x) + l + 1 

ftx) = 2 + 2cos( - 3x) 

f(x) = 2 + 2cos(3x) 

fis dus exact gelijk aan het voorschrift. 
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Pagina 133: 

T-5a Invoer: Yl = cos(3X)+cos(5X) 
Venster: Xmin = 0, Xmax = 2n, Ymin = - 2.5, Ymax = 2.5 

De grafiek van h heeft tien snijpunten met de x-as op [O, 2n]. 

b h(x) = cos(3x) + cos(5x) 

h() 2 (3x+5x) (3x - 5x) X = COS 
2 

· COS 
2 

h(x) = 2cos(4x) · cos( - x) 

h(x) = 2cos(4x) · cos(x) 

c Voor de nulpunten van de grafiek van h geldt h(x) = 0. 
2cos(4x) · cos(x) = 0 
cos(4x) = 0 of cos(x) = 0 
4x =!n+k·n of x=!n+k·n 

1 k I f" 1 k x=g1t+ ·,rco x=~+ ·7t 

De oplossingen op [O, 2n] zijn 
1 3 1 5 7 11 13 11 15 f" 

X = g1t, gît, ~ ' gît, g7t, g7t, gît, ~ ' g7t 0 1bt. 

T-6a Invoer: X1T = 2sin(T) en Y1T = 2cos(2T) (Tl: via MODE> Par, Casio: via Type, Param) 
Venster: Xmin = - 4, Xmax = 4, Ymin = - 3, Ymax = 3 

Î 

De gemeenschappelijke periode van de functies is 2n, dus elk interval met een 

breedte van 2n voldoet, bijvoorbeeld [O, 2n]. 
b x = 2sin (t) ::::} sin (t) = µ 

y = 2cos (2t) = 2(1 - 2sin 2 (t)) = 2 - 4sin2 (t) = 2 - 4. (!x)2 = 2 - .x2 

Het functievoorschrift van de parabool is ft.x) = 2 - .x2. 
c De minimale en maximale x-waarden zijn - 2 en 2. 

Het domein van/wordt hierdoor beperkt en is [- 2, 2]. 

dx dx 
T-7a - = - 15sin (t) - 2sin (2t). Voort= 0 is - = 0 - 0 = 0. 

dt dt 

dy dy 
dt = 15cos (t) + 2cos (2t). Voort= 0 is dt = 15 + 2 = 17. 

dy 

dy dt 17 
De exacte helling opt= 0 is dx = dx = 0 , dus de de raaklijn loopt verticaal. 

dt 
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b x = cos (15t) + cos(2t) 

x= 2cos(15t;2t) ·cos(15t;2t) 

x = 2cos (64t) · cos (84t) 

y = sin(15t) + sin (2t) 

2 . (15t+2t) (15t - 2t) y = sm 
2 

· cos 
2 

y = 2cos (64t) · sin (84t) 
c In het punt (0, 0) zijn zowel de x- als de y-coördinaat nul. 

Volgens de uitdrukkingen bij opdracht bis dat het geval als cos (64t) = 0. 

cos (64t) = 0 

6 1 1 k d 1 1 k 2 2t = ~ + · 7t, US a S t = ~ + · ~ 
Oplossingen op [O, 2n] zijn 

1 5 9 13 17 21 25 t· .l. 7 11 ~ J..2. U 
t = "î31t, "ï37t, "ï37t, "ï37t, "ï37t, "ï37t, "ï37t O t = 13 7t, "ï37t, "ï37t, 13 7t, 13 7t, 13 7t 

Dat zijn 13 oplossingen. Het punt (0, 0) wordt dus 13 keer gepasseerd. 

162 
© Noordhoff Uitgevers bv 
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Voorkennis: Afgeleide functies 

Pagina 136: 

V-1a f (x) = 2x · sin(x) + r · cos(x) 

b k(x) = X • COS (_J) 

k'(x) = 1 · cos(xr) + x · - sin(x~) · µ -1 
k'(x) = cos(xÎ) - µ l . sin(xl) 

k'(x) = cos(Vx) - !Vx · sin (Vx) 

C L'(x) = e2' • 2 + 2x · ln(2) 
L'(x) = 2e1

x + 2x · ln(2) 

V-2a f(x)= 
cos (x) · x - sin (x) · 1 

x2 

f(x)= 
x · cos (x) - sin (x) 

x2 

b 
1 

k(x) = 2x · (x2 - 4)ï 

1 1 1 

k'(x) = 2 · (r - 4); + 2x · 2 · (r - 4)-i · 2x 

2x2 
k'(x) = 2V r - 4 + v 

r - 4 

C L'(x) = 2x · ln(x) + r · .!_ 
X 

L'(x) = 2x · ln(x) + x 

V-3a f (x) = 5x4 - 8.x' 

b 5x4 - 8x3 = 0 
x'(5x - 8) = 0 
x' = 0 of 5x - 8 = 0 
x= 0 ofx= 1 ~ 

c .f{O) = 0 en j(l ~) = - 21ii~ 

1 
2 · - · (x + 1 ) - 21n(x) · 1 

X 
d m'(x) = 

(x + 1)2 

2 
- · (x + 1) - 21n (x) 
X 

m'(x)= 
(x+ 1)2 

e s'(x) = 3 · cos2(4x) · - sin(4x) · 4 

s'(x) = - 12cos2(4x) · sin(4x) 

d m'(x) = 
2e . (2 + e) - 2e . e 

(2+ ex)2 

m'(x) = 
4~ + 2e2.t - 2e2.t 

(2+ ~)2 

I ~ 
m (x)= ( r 2+ex -

0 · sin(x) - 1 · cos(x) 
t'(x) = e 

sin 2(x) 
cos(x) 

t'(x) = -
sin 2(x) 

De coördinaten van de toppen van de grafiek van/zijn (0, 0) en (1 ~. - 21Îi~). 
d f'(x) = 20x3 

- 24r 

20.x' - 24x2 = 0 
r(20x - 24) = 0 

x1 = 0 of 20x - 24 = 0 

x= 0 ofx= 1 ! 
De grafiek vanfheefteen buigpunt voor x= 1 k, 
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Pagina 137: 

6 
V-4a g(x)= 2+ - (x ::t: 2) 

x - 2 

b 

C 

d 

e 

x - 2 6 
g(x)=2·--+­

x - 2 x - 2 
2x - 4 6 

g(x)= +­
x - 2 x - 2 

() 
2x - 4+6 

g X = 
x- 2 

( ) 
2x+ 2 

g X = 
x - 2 

0 · (x - 2) - 6 · 1 
g'(x)=O+ ( )' x - 2 -

g'(x) = - (x ~ 2)2 

Het domein vang is(~. 2) en (2, ~). 
. 6 

Alsx~ roof x~ - oodan----.0, zodat g(x) ~ 2. 
x - 2 

Het bereik vang is(~. 2) en (2, ~). 

De horizontale asymptoot is y = 2. 
De verticale asymptoot is x = 2. 

6 
- 1 

(x - 2)2 

(x - 2)2=6 

x - 2= v'6 ofx - 2= - v'6 
x = 2+ v'6 ofx= 2 - v'6 

6 
g(2+V6)=2+ v'6=2+v'6 

6 
g(2 - V6)=2+ v'6 2 - v'6 

- 6 
De coördinaten van de punten van de grafiek vang met helling - 1 zijn 
(2 + v'6, 2 + v'6) en (2 - v'6, 2 - v'6) . 

f Het snijpunt met de y-as: 

(0, g(O)) = (0, - 1) 

g'(O) = - ~ = - 1 ! 
De vergelijking van de raaklijn in het snijpunt met de y-as is y = - 1 tx - 1. 

Het snijpunt met dex-as: 

g(x) = 0 geeftx - 2 = - 3, dus x= - 1. 

g'(- 1)= - ~ 

y= - ~+b 
(- 1, 0) invullen geeft b = - i-
De vergelijking van de raaklijn in het snijpunt met de x-as is y = - ~x - ~-
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V-5 a y 

r 
10 

f 

1 
-10 -8 -6 -4 2 

b j(x) = x - sin(x) als x ~ 0 enf(x) = - x - sin(x) als x< 0. 

f(x) = 1 - cos(x) als x> Oenf(x) = - 1 - cos(x) alsx < 0. 

6 8 J 

c Als x J, Odanf(x) ~ 1- cos(O) = 0 en als x î O danf(x) ~ - 1 - cos(O) = - 2. 

De grafiek van/heeft dus een knik bij het punt (0, 0). 

d 1 - cos(x)=Oenx>Oof - 1 - cos(x)=Oenx<O 

cos(x) = 1 en x > 0 of cos(x) = - 1 en x < 0 

De oplossingen zijn 2n + k · 2n en - 7t + k · - 2n waarbij k = 0, 1, 2, .... 

e Uit cos(x) = 1 en sin2(x) + cos2(x) = 1 volgt sin (x) = 0. 

Omdatx> 0 is danf(x) =x. 

De punten met een horizontale raaklijn liggen dan dus op de lijn y = x. 

Uit cos(x) = - 1 en sin2(x) + cos2(x) = 1 volgt sin (x) = 0. 

Omdat x < 0 is danf(x) = - x. 

De punten met een horizontale raaklijn liggen dan dus op de lijn y = - x. 

V-Sa f.'(x) = 5x4 
- 3a.x2 

b De grafiek vanf. is overal stijgend als voor alle x geldt 5x4 
- 3a..x2 > 0. 

5.x4 5 ? 

Voor alle x moet dus gelden 3a.x2 < 5.x4 dus a. < 
3

.x2 = µ-. 

Omdat .x2 ~ 0 voor alle x volgt hieruit a. < 0. 

c f."(x) = 20x3 
- 6a.x 

f."(3) = 0 
20 . 33 - 6a. . 3 = 0 
540 - 18a. = 0 
a.= 30 

V-7a j(x) = px omdat het raakpunt zowel op de grafiek van/ als een lijn uit de bundel 

ligt. 

b 

f (x) = p omdat in het raakpuntf'(x) gelijk is aan de richtingscoëfficiënt van de 

raaklijn. 
1 

f(x)=-
x 

1 
Substitutie van - = p in ln(x) = px geeft In (x) = 1 dus x = e. 

X 1 
Ris het punt (e, In (e)) = (e, 1) en p = - . 

e 
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6-1 Uiterste waarden 

Pagina 138: 

1a f(x)=3r·e'+Jèl·e' 

3r·e'+x3 ·e'=0 
r · ex(3 + x) = 0 

r = 0 Of e' = 0 Of 3 + X = 0 
x = 0 of x = - 3 ( e' = 0 levert geen oplossing) 

b .f{O)=O 

2 a 

In (0, 0) is de raaklijn aan de grafiek van /horizontaal, maar er is hier geen sprake 
van een uiterste waarde. 

27 
f(- 3)= - 7 

In ( - 3, - !~) is de raaklijn aan de grafiek van/horizontaal, hier is sprake van 

eenmm1mum. 

y 

r 
( 

------------------------------x 

-3 

y 
4 

3 

2 --

1 --

-5 -4 

-2 - 1 

-3 -2 - 1 

y 

-3---

- 2---

0 2 

-l'-------------x 0 2 3 4 
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b Bij (0, 0) zit er een knik in de grafiek van/ eng. 

Bij (0, 0) heeft de grafiek van heen randpunt. 

f (0), g'(O) en h'(O) bestaan dus niet. 

c /heeft een minimumf(O) = 0, g heeft een minimum g(O) = 0 en h heeft een 

randminimum h(O) = 0. 

Pagina 139: 

3a In twee punten van de grafiek is er een overgang van stijgen naar dalen of 

andersom. 

b f(x) = 2x - 2x · ln(2) 

c Invoer: Yl = ln(2)*2"X en Y2 = 2X 

Venster: Xmin = -2, Xmax = 4, Ymin = -1, Ymax = 12 

f(x)=O geeft 2x= 2x· ln(2). 

Uit de plot blijkt dat er twee snijpunten zijn. 
De vergelijking 2x - 2x · ln(2) = 0 heeft dus twee oplossingen. 

De grafiek van/heeft daarom twee toppen. 

d Optie: CALC, intersect (Tl) of G-Solv, ISCT 

De oplossingen zijn x"" 0,485 089 6 en x"" 3,212 432 5 . 

.f{0,485 089 6)"" - 1,164 360 9 

1{3,212 432 5)"" 1,050 601 8 

De coördinaten van de toppen van de grafiek van/zijn (0,49; - 1, 16) en 
(3,21; 1,05). 

e Invoer: Yl = abs(X1- 2"X) 

Venster: Xmin = -2, Xmax = 5, Ymin = -1, Ymax = 3 

\ 

Optie: CALC, zero (Tl) of G-Solv, ROOT (Casio). 

De nulpunten zijn x"" - 0,77, x = 2 en x = 4. 

Uit deze nulpunten en uit opdracht d volgen de coördinaten van de toppen van de 
grafiek van g : (- 0,77; 0), (0,49; 1, 16), (2, 0), (3,21; 1,05) en ( 4, 0). 

4a 4 - 3x2 ~0 

- 3.x2 ~ - 4 
x2 < ~ 

- 3 

X ~ 'V1 Of X ~ - 'V1 
V4V3. V4V3 

x<-.- of x> - -·-- V3 V3 - V3V3 
X ~ ~'J3 Of X ~ - ~'J3 

Het domein is [ - ~V3, ~V3]. 
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y 

b 

---+----+--+----x 
0 

( 
-1 

1 

c f(x)=x+ (4 - 3x2)ï 

f(x) = 1 + t(4 - 3x2)-Î · - 6x 
3x 

f(x)= 1 - V4 - 3x2 

d Er moet geldenf(x) = 0. 
3x 

1- 0 
V4 - 3x2 

3x 
--==== 1 
V4 - 3x2 

3x = v-4-- -3x-2 

9x2 =4 - 3x2 

12x2=4 
x2=k 

x = 'lf = ~ · 1 = fV3 (x = - fV3 voldoet niet) 

Het maximum is J(}V3) = fV3 + V3 = 1 fV3. 
Het rand minimum is f( - r/3) = - r/3. 
Het rand minimum is J(iV3) = iV3. 

5a y 

4 

3 

2 

-2 

-3 t t I 
1 

b f(x) = 3x - x•; 

f(x) = 3 - 1 µi 
f(x) = 3 - 1 tVx 

3 - 1 tVx=O 

3= 1 !Vx 
2= Vx 
x=4 

/heeft een maximum/(4) = 4. 
/heeft een randminimumf(O) = 0. 
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C 

d 

Sa 

b 

7a 

3x - xVx=O 

x(3 - Vx) = 0 
Hieruit volgtx= 0 ofx = 9. 
f(0)=3 - 14·0=3 

De vergelijking van de raaklijn in (0, 0) is y = 3x. 

f(9)= - 1} 
y= - 1µ+b 

(9, 0) invullen geeft b= 134. 
De vergelijking van de raaklijn in (9, 0) is y = - 1 }x + 13}. 
3x= - 14,x+ 134 geeft 4µ= 134, dusx= 3. 

Het snijpunt is (3, 9). 

x - 4 4 - x 
f(x) = Vx als x ~ 4 en f(x) = Vx als x < 4. 

1 · Vx - }x-L (x - 4) 
f(x)= - alsx>4 

X 

}Vx+ l 
f(x) = als x > 4 en 

X 

- 1 · Vx - µ:-L (4 - x) 
f(x) = - als x < 4 

X 

_ !Vx _ }:__ 
2 Vx 

f(x)= alsx<4 
X 

Als x J, 4 dan f(x) -. } en als x Î 4 dan f(x)-. - !. 
De grafiek van/heeft dus een knik bij het punt (4, 0). 

y 

0 1 2 3 
- 1 ~ 

- 2 t 1 

-31 
b f(x) = 2 - ( 1 · ln(x) + x · ~) 

f(x)=2 - ln(x) - 1 

f (x) = 1 - ln(x) 

c Er moet geldenf (x) = 0. 
1 - ln(x) = 0 

ln(x) = 1 
x=e 
/heeft een maximumf(e) = e. 

d Voor een snijpunt met de x-as geldtf(x) = 0. 
2x - x· ln(x)=O 
x(2 - ln(x)) = 0 

x= 0 ofln(x) = 2 
x= 0 ofx=e2 

f(e2)= 1 - ln(e2)= - 1 

De scherpe hoek waaronder de grafiek van/ dex-as snijdt is 45°. 
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6-2 Buigpunten 

Pagina 140: 

Ba De grafieken 1 en 4 kunnen bij een lineair verband horen. 

b Grafiek 2 - Bijvoorbeeld een kwadratische functie waarbij de coëfficiënt van r 

positief is, op een interval waar de grafiek stijgt. 

Grafiek 3 - Bijvoorbeeld een kwadratische functie waarbij de coëfficiënt van r 

negatief is, op een interval waar de grafiek stijgt. 

Grafiek 5 - Bijvoorbeeld een kwadratische functie waarbij de coëfficiënt van r 

negatief is, op een interval waar de grafiek daalt. 

Grafiek 6 - Bijvoorbeeld een kwadratische functie waarbij de coëfficiënt van r 

positief is, op een interval waar de grafiek daalt. 

c Grafiek1 - De afgeleide is positief en constant. 

Grafiek 2 - De afgeleide is positief en stijgend. 

Grafiek 3 - De afgeleide is positief en dalend . 

Grafiek 4 - De afgeleide is negatief en constant. 

Grafiek 5 - De afgeleide is negatief en dalend. 

Grafiek 6 - De afgeleide is negatief en stijgend. 

d Grafiek} -De tweede afgeleide is nul. 

Grafiek 2 - De tweede afgeleide is positief 

Grafiek 3 - De tweede afgeleide is negatief. 

Grafiek 4 - De tweede afgeleide is nul. 

Grafiek 5 - De tweede afgeleide is negatief. 

Grafiek 6 - De tweede afgeleide is positief 

Sa Er is sprake van een afnemende stijging bij het deel van de grafiek links van de 

y-as. 

b Het andere deel van de grafiek is toenemend stijgend. 

C f (x) = 3Jél + 2 enj"(x) = 6.x 
d De grafiek van/is voor elke waarde van x stijgend, omdatf (x) positief is voor 

elke waarde van x, want 3x2 + 2 ~ 2. 

e De helling en dus de waarde vanf (x) is het kleinst alsf"(x) = 0, dus als x = 0. 

10 

Pagina 141 : 

y 

r 
f 

0:5 

- 2.5 -2 -1.5 - 1 --0.5 0 

f(x) = e-i" · - x = - x · e_i" 

f'(x)= - 1 ·e-l" - x·e-l" . - x= - e-~ +r·e-l" 

Voor een buigpunt geldtf'(x) = 0. 
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1 . ? t . 0 - e-,'" + .r · e-:1x- = 

e-lx' (- 1 + .x2) = 0 

e-lx' = 0 of .x2 = 1 

geen oplossing of x = 1 ofx = - 1 

De buigpunten zijn ( - 1,~) en ( 1,~)-

11a f(x)= (4x+ 3) · e -x + (2x2 + 3x) · e -x · - 1 
f(x)= (4x+ 3) · e -x- (2x2 + 3x) · e -x 
f(x) = (4x + 3 - (2.x2 + 3x)) · e -x 

f(x) = (4x + 3 - 2.x2 - 3x) · e -x 
f(x)= (- 2x2 +x+ 3) · e -x 

b Invoer: Yl = (-2X2 + X + 3)eA(-X) 

Venster: Xmin = -2, Xmax = 10, Ymin = -6, Ymax = 4 

j 

\,_ 
1 

1 

Als x ~ oo danf'(x) Î 0, dus de helling van de raaklijn is negatief en nadert tot nul. 
Voor grote waarden van x daalt de grafiek afnemend en gaat steeds vlakker lopen, 

maar nooit helemaal horizontaal. 
Als x ~ - oo danf (x) ~ - oo, dus de helling van de raaklijn is negatief en wordt 

(naar links toe) steeds kleiner. 

Voor kleine waarden van x daalt de grafiek afnemend. 
c Voor de uiterste waarden van/ geldtf'(x) = 0. 

(- 2.x2 +x + 3) · e-x = 0 

- 2.r + X + 3 = 0 

- 1+ V12 - 4· - 2·3 - 1- V12 - 4· - 2·3 
x= ofx=-------

- 4 - 4 
- 1+5 - 1 - 5 

X = = - 1 Of X = = 1 } 
- 4 - 4 -

Het minimum isf(- 1) = - e. 

H . . f( !\ 9 •• 9 9 9 etmax1mum1s 1v= -e-; = , =--, =-
e, (e3), ~ 

d f'(x) = (- 4x+ 1) · e-x+ (- 2.x2 +x+ 3) · e-x · - 1 

f'(x) = (- 4x+ 1) · e-x+ (2.x2 - x - 3) · e-x 
f'(x) = (- 4x+ 1 + 2x2 - x - 3) · e-x 

f'(x) = (2.x2 - 5x - 2) · e-x 

(2.x2 - 5x - 2) · e-x=o 
2.x2 - 5x - 2=0 

5+ Y(- 5)2 - 4·2· - 2 . 5 - Y(- 5)2 - 4·2· - 2 
x= ofx=--------

4 4 

5+Y41 5 - Y41 
x= ofx=---

4 4 

x= 1k+kV41 ofx= 1! - kV41 

e Bij x = 1 k + !V41 en x = 1 k- !V41 heeft de grafiek van/ een buigpunt. 
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HOOFDSTUK 6 - FUNCTIES ONDERZOEKEN 

f De grafiek heeft een maximale helling tussen x = - 1 en x = 1 t. 
f{l k- kV41) = (- 2(1 k- !V41)2 + 1 k- kV41 + 3) · e-0 ;-;V41> 

= (- 2(~ - iV41 + i~) + 4k - kV41) · e-•;+;\141 

= (- 4 + Y41). el<-s+\141) 

= (- 4+Y41)-~ 

12a Het domein van/is (O, -'>). 
Het domein vang is [O, -'>). 

1 
f(x)=2x· 1n(x)+x2 · - =2x· ln(x)+x 

X 

Het domein van/' is (O, -'>). 

g'(x)=!·x-} = 2~ 

Het domein vang' is (O, -'>). 

b Voor de top van de grafiek van/ geldtf'(x) = 0. 

2x· 1n(x)+x=O 

x(2ln(x) + 1) = 0 
2ln(x) + 1 = 0 (x = 0 behoort niet tot het domein van!) 

ln(x) = - t 
1 1 

x = e-r = Ve ( 1 1 ) 

De top van de grafiek van/ is Ve' -
2

e . 

c Voor het buigpunt van de grafiek van/ geldtf'(x) = 0. 
1 

f'(x) = 21n (x) + 2x · -+ 1 = 21n(x) + 3 
X 

2ln(x)+ 3 =0 

ln(x) = - 1 t 
' 1 x=e-r = Ve3 

Het buigpunt van de grafiek van/is ( ~. -
2
~ 3 ) . 

d De grafiek vanf 
y 

1 

~~~~~x o I o.o o.p3 o.o4 

l l --0.01 1 
f(0,000 001),..,, - 0,000 002 7 
In de buurt van (0, 0) loopt de grafiek van/vrijwel horizontaal. 
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De grafiek vang: 
y 

f 

0.03 

0.02 

0.01 

-+--- x 
0 

g'(0,000 001) = 500 

HOOFDSTUK 6 - FUNCTIES ONDERZOEKEN 

In de buurt van (0, 0) verloopt de grafiek vang vrijwel verticaal. 

6-3 Asymptoten 

13a 

b 

C 

d 

14a 

Pagina 142: 

1 
Als x ~ oo dan e' ~ oo dus f(x) = -.O. 

ex- 1 

1 1 
Als x ~ - oo dan e' ~ 0 dusf(x) = -. 

0 
- - 1. 

ex- 1 - 1 

De vergelijking van de andere verticale asymptoot is y = - 1. 
e' - 1 = 0 geeft x = 0. 

De vergelijking van de verticale asymptoot is x = 0. 
1 

Alsx>Odane' - 1>0dus >0. 
~ - 1 

1 
Als x < 0 dan - 1 < e - 1 < 0 dus < - 1 . 

e - 1 

Het bereik van/is(~. - 1) en (O, ~). 

g f 

t 

4 

3 

2 

y 

- 1 0 
- 1 

- 2 

- 3 

-4 

3 

I 
Als x ~ oo ofx ~ - oo dan g(x) ~ 0. 

X 
5 6 

De vergelijking van de horizontale asymptoot van de grafiek vang is y = 0. 

© Noordhoff Uitgevers bv 
173 



b 

HOOFDSTUK 6 - FUNCTIES ONDERZOEKEN 

Î 
I In (r - 4) 

Als x - 2 dan x2 - 4 -1- 0 en g(x) = -. oo want de teller en de noemer 
X 

zijn dan allebei negatief. 

Als x J, 2 dan r - 4 J, 0 en g(x) = In (x2 -
4
)-. - oo want de teller is dan negatief 

X 

en de noemer positief. 

Dusx = - 2 enx = 2 zijn verticale asymptoten van de grafiek vang. 

c Uit x2 - 4 > 0 volgt dat [ - 2, 2] niet tot het domein van de functie g behoort. 
x = 0 kan dus geen verticale asymptoot van de grafiek vang zijn. 

Pagina 143: 

15a Het domein van/is(~. - 1), ( - 1, 1) en (1 , ~). 
ex- 1 

Als x ~ - oo dan e' ~ 0 en f(x) = , î 0, omdat de teller naar - 1 nadert en 
.r - 1 

de noemer steeds groter wordt. 

De lijn y = 0 is een horizontale asymptoot. 
Uitx2 

- 1 = 0 volgt dat x = - 1 en x = 1 verticale asymptoten zijn. 
b Het domein vang is(~. - 1) en ( - 1, ~). 

]_· Vx2 + 1 
X 

Als x ~ oo dan g (x) = ----
1 

~-Vx2+1 R V1 
-----= ---1-=1. 

-. (x+ 1) 
X 

1 1 1 
--(x+1) 1+-
x X 

De lijn y = 1 is een horizontale asymptoot. 

]_. vx2+1 - 11 .vx2+1 - D 
X '\j~ 

Alsx~ - oo dang(x)= 
1 

---
1
----

- . (x+ 1) - . (x+ 1) 

-yi+~ - VJ 
---1----. 1 - - 1. 

X X 

De lijn y = - 1 is een horizontale asymptoot. 

Uitx + 1 = 0 volgt datx = - 1 een verticale asymptoot is. 
c Het domein van h is (~. - 1) en ( - 1, ~). 

De grafiek van h heeft geen horizontale asymptoot. 

Uitx + 1 = 0 volgt datx = - 1 een verticale asymptoot is. 
d Het domein van m is IR 

2 2 
Alsx~ oo danm(x)=----. =2. 

1 1+0 
1+-

e2x 

De lijn y = 2 is een horizontale asymptoot. 

2 
Als x ~ - oo dan m(x) = 2x -.O. 

1 +e-
De lijn y = 0 is een horizontale asymptoot. 

De grafiek van m heeft geen verticale asymptoot. 
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16a y 

f 

T 
-i3 - 2 _, 0 2 3 4 5 6 7 8 9x 

b j(x) = (r + 1)1 - X 

J I X 
f (x) = ;;(.x2 + 1)-; · 2x - 1 = ', ,== 

- vx2 + 1 

x - V.x2+ 1 
1 = ---;:= =-

Y.x2 + 1 

c Als x < 0 dan is de teller x - Vx2 + 1 negatief. 

Als x ~ 0 dan is de teller ook negatief, want dan geldt V .x2 + 1 > W = x. 

Voor elke waarde van x is de noemer Y.x2 + 1 positief. 

Hieruit volgt dat voor elke waarde van x de afgeleide negatief is, en dat/ dus een 

dalende functie is. 

d V.x2 + 1- x < 0,001 

Vr + 1- x = 0,001 

V.x2 + 1 =x + 0,001 

e 

17a 

b 

C 

.x2 + 1 = x2 + 0,002x + 0,000 001 

1 = 0,002x + 0,000 001 

0,999 999 = 0,002x 

x= 499,999 5 

fis een dalende functie, dus x > 499,999 5. 

De oplossing is (499,999 5; ~). 

Als x ~ oo nadert de waarde van Yx2 + 1 naar de waarde van W = x. 

Het verschil V.x2+ 1 - x nadert dan naar nul. 

De grafiek van/heeft dus de lijn y = 0 als horizontale asymptoot. 

Voor grote positieve waarden van x is de waarde van e' - 1 een zeer groot positief 

getal in verhouding tot de waarde van x. De breuk in het functievoorschrift is dan 

dus een zeer klein positief getal. 
X 

Omdat voor grote positieve waarden van x de breuk steeds dichter naar nul 
X e' - 1 

nadert, lijkt de grafiek van f(x) = µ + steeds meer op de lijn y = µ. 
e' - 1 

Als de grafiek van/ symmetrisch is in de y-as moet geldenf(- x) = f(x). 

( ) 
1 x tx(e' - 1) x !x · e' + tx 

f X = ',X + 1 - 1 + 1 - ,,;c - 1 - ex- e' - e' - c; 

f(- x)= 
- µ. e-x - µ - tx· e-x - µ e' - tx - tx· e' - 1 P: + P: · ex 

· - = · - = e-x - 1 e-x - 1 ex 1 - ex - 1 ex- 1 

Conclusie: de grafiek van/is symmetrisch in de y-as. 

d Als x ~ oo komen de punten van de grafiek van/ steeds dichter bij de lijn y = µ 

te liggen. De grafiek van/is symmetrisch in de y-as, dus als x ~ - oo komen de 

punten van de grafiek van/ dus steeds dichter bij de lijn y = - tx te liggen, want 

die lijn ontstaat door de lijn y =µte spiegelen in de y-as. 

e Je kunt hier niet concluderen dat x = 0 een verticale asymptoot van de grafiek van 

fis, omdat de teller ook nul wordt als je x = 0 invult. 
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f Als x negatieve waarden dicht bij nul aanneemt, neemt de breuk in het 

functievoorschrift waarden dicht boven de één aan. 

18a 

b 

C 

d 

e 

In (x) + 1 = 0 geeft In (x) = - 1, dus x= .!.. 
e 

Het domein van/is\ 0, : ) en \ :. -. ) . 

1 
x = - is een verticale asymptoot van de grafiek van/ (zie opdracht a). 

e 

Als x J, 0 dan geldt nietf(x) ~ - oo, dus er is maar één verticale asymptoot. 

In (x) 1 1 
Als x ~ oo dan f(x) = 

1 
( ) -. 

0 
= 1. 

nx+l 1 1+ 
1+--

ln(x) 
De horizontale asymptoot is y = 1. 
j( 0,01) ,., 1,27 

j(0,0001),., 1,12 

j(0,000001),., 1,08 

j(0,0000000001),., 1,05 
1 

Als x J, 0 dan ln(x) ~ - oo dus f(x) = --- i 1. 
1 

1+--
ln (x) 

6-4 Redeneren met functies 

Pagina 144: 

19a Uit4.x2 - .x' = 0 volgt.x2(4 - x) = 0, dusx = 0 of x = 4. 

Het domein vang is<~. 4]. 
(4, 0) is een randpunt. 

g 

f 
-------..it:-----------Lx 

-2 - 1 

b f(x)=8x - 3x2 

8x - 3.x2 = 0 

x(8 - 3x)=O 

x= 0 ofx= 2~ 

0 

g(2 i) ,., 3,079 is een maximum. 

g(O) = 0 is een minimum. 

g(4) = 0 is een randminimum . 
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c Het domein van h is IR 

y 

h 

120 

.---- ~ 100 

80 

60 

40-

20 

-----1 ____è:,,,_0,..,1--:::::..._ ___ 2 --3--~4"---x 

d h(2 2) 89655 . . 
3 = 729 1s een maximum. 

h(O) = 0 is een minimum. 

h(4) = 0 is een minimum. 
e Het domein van kis(~. O) en (O, 4) en (4, ~). 

f 

De horizontale asymptoot is y = 0. 

De verticale asymptoten zijn x = 0 en x = 4. 

y 

1 X 
k -2 - 1 0 1 2 3 5 6 7 

-1 +-- j__ 

- 2 1 
~ 

t t r 
k(2 2) 27 . . . 

3 = 256 1s een mm1mum. 
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20a De grafiek van - V(x)I krijg je door eerst het deel van de grafiek van/ onder de 

x-as te spiegelen in de x-as, en daarna de grafiek te spiegelen in de x-as. 

y 
0 --..--------.---x 

-4 

b De grafiek van V(- x)I krijg je door eerst de grafiek van/te spiegelen in de y-as, en 

daarna het deel van de grafiek onder de x-as te spiegelen in de x-as, 

y 

4 

____ ._2 ___ 0-=-f------"2'--- X 

c De grafiek vanf(H) krijg je door het deel van de grafiek van/ rechts van de y-as 
te spiegelen in de y-as. 

y 

2 

--+-----+------1---x 
0 
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d De grafiek van VcH)I krijg je door eerst het deel van de grafiek van/ rechts van 

de y-as te spiegelen in de y-as, en daarna het deel van de grafiek onder de x-as te 

spiegelen in de x-as. 

21a 

b 

C 

y 

4 

-----------'---X -2 0 2 

Pagina 145: 

g(x) = (.!.)2 
_ 3(.!.) = -1 _ ~= -1 _ _ 3x = -1 -_ 3_x 

X X rxrr T 

Het andere nulpunt van/is x = 3. 

g(3) bestaat, dus x = 3 is geen verticale asymptoot vang. 

g(l)=f(~)=f(l)eng(- 1)=~ ~) =f(- 1) 

Voor de snijpunten geldtf(x) = g(x). 
1 - 3x 
---x2 - 3x 

x2 
1 - 3x = x2 

• (x2 
- 3x) 

1 - 3x=x4 - 3x3 

x4 - 3x3 + 3x - 1 = 0 
d (x2 - 3x + 1 )(x2 - 1) = x4 - x2 - 3x3 + 3x + x2 - 1 = x4 

- 3x3 + 3x - 1 

(x2 - 3x + 1)(x2 - 1) = 0 

x2 - 3x + 1 = 0 of x2 - 1 = 0 

3 + V9 - 4 . 1 . 1 3 - V9 - 4 . 1 . 1 
x= ~x= ~x2=1 

2 2 
x= 1t+!vs ofx= 1 ! - tvs ofx= 1 ofx= - 1 

22a De grafiek van /heeft geen verticale asymptoot, want de vergelijking 1 + Vx = 0 

heeft geen oplossing. 

De grafiek vang heeft een verticale asymptootx = - 1. 

b Voor elke x ~ 0 geldt: 

Vx < 1 + Vx (1 + Vx > 0) 
Vx .r --< 1 (links en rechts: (1 + vx)) 

1 + Vx 

2Vx 
---= < 2 (links en rechts x2) 
1 +Vx 

c Het domein van/is [O, -'>). 

2 
Als x ::t: 0 dan f(x) = -

1
--

-+ 1 
Vx 
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2 
Als x ~ oo dan f(x)-. = 2. 

0+1 

Het bereik van/is [O, 2). 

Het domein vang is (~. - 1) en (- 1, ~). 
2 

Alsx;tOdang(x)= . 
1 
-+1 
X 

2 
Als x ~ ooofx ~ - oo dan g(x)-. 

0 
- 2. 

+1 
Het bereik vang is(~. 2) en (2, ~). 

' r 
--­~· 

Het domein van/is [O, ~> en het bereik van/is [O, 2). 

De grafiek van/heeft een horizontale asymptoot y = 2. 
(0, 0) is een randpunt. 

Er geldt f(x) = g (Vx), dus bijvoorbeeld f(k) = g (!),1{1) = g(1) en.f{9) = g(3). 

y 

-2 - - - - -[ -- T ----- r 

--------------x 
2 4 6 8 10 1f 14 16 18 0 

23a Het domein vang is (O, ~). 

b g'(x)=1 ·ln(x)+x·.!_=ln(x)+1 
X 

C 

d 

e 

f 

1 
ln(x) + 1 = 0 geeft ln(x) = - 1, dus x = -

e 

g(:)= - : iseenminimum. 

g(1) = 0 en alsx J, 0 dan g(x) Î 0 

Op het interval (O, 1) is - .!_ ~ g (x) < 0. 
e 

( 1)2 1 Ophetinterval(O, 1)is02< (g(x))2 ~ - - , dusO<h(x)~ -:,. 
e e-

De grafiek van/heeft geen snijpunt met de horizontale as omdat de vergelijking 

( 
1 

( ))' 0 geen oplossing heeft. 
x · In x -

1 
Alsx~ oo danx·ln(x)~ oo dus ( ( ))' i O. 

x · In x -
De grafiek van/heeft een horizontale asymptoot y = 0. 

Uit (x · ln(x))2 = 0 volgtx = 0 ofx = 1. 

Er zijn twee verticale asymptoten x = 0 en x = 1. 
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g De grafiek van h heeft op het interval (O, 1) een maximum~, 
e 

dus de grafiek van/heeft daar een minimum J__ = e2• 
1 
e2 

1 
Als x J, 0 dan g(x) Î O dus (g(x))2 J, 0 en f(x) = (g(x))2-. oo 

1 
Als x Î 1 dan g(x) Î O dus (g(x))2 J, 0 en f(x) = (g(x))2 -. oo 

Invoer: Yl = 1/(Xln(X))2 

Venster: Xmin = 0, Xmax = 1, Ymin = 0, Ymax = 100 

) 

6-5 Families van functies 

Pagina 146: 

24a Voor de top geldtf:
2
(x) = 0. 

f
2
(x) = ln2(x) - 2ln(x) 

b 

f' (x) = 21n (x) . .!. _ 2 . .!. = 21n (x) - 2 
- 2 X X X 

2ln(x) - 2 
----0 

X 

2ln(x) - 2 = 0 

ln(x) = 1 
x=e 
De top van de grafiek vanf _

2 
is (e,f_

2
(e)) = (e, - 1). 

Voor het buigpunt geldt.f:'
2
(x) = 0. 

2 
- · x - (21n (x) - 2) · 1 
x 2 - 21n(x)+2 - 21n(x)+4 

f' _/x) = ----r -, ---

- 2ln (x) +4 
0 

i2 
- 2ln(x)+4=0 
2ln(x) = 4 
ln(x) = 2 

x= e2 

Het buigpunt van de grafiek vanf
2 

is (e2 ,f
2
(e2)) = (e2, 0). 

c Voor een nulpunt geldt.f: (x) = 0. 
p 

ln2(x) + p · ln(x) = 0 
ln(x) · (ln(x) + p) = 0 
ln(x) = 0 of ln(x) = - p 

x= 1 ofx=e-P 

Er zijn twee verschillende nulpunten als p -:t: 0. 
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d Voor de top van de grafiek geldtf'(x) = 0. 
p 

1 1 21 (x) + p 
f.. (x) = 21n (x) · - + p · - = ---

" X X X 

21n(x) + p 
-----0 

X 

21n(x)+ p =0 

ln(x)= -w 
x = e-b, ofwel p = 21n(x) 

Alle toppen liggen op de grafiek van g(x) = f
2111

<x> = ln2(x) - 2ln(x) · ln(x) = - ln2(x). 

25a Er moet gelden J;, (!re)= 0. 

p · cos(!n) + (p + 1) · sin{kn) = 0 

P ·tV2+ (p+ 1) · tV2=0 

V2 ·p+!V2=0 

Y2·p= - !V2 

p= - ! 
b Er moet gelden J;, (~) = 0. 

p ·cos(~)+ (p + 1) ·sin(~)= 0 

p · 0 + (p + 1) · 1 = 0 

p+1=0 

p= - 1 

Samen met opdracht a volgt: als !re < x < ~ dan - 1 < p < 

26a De afgeleide nul stellen: 

f.(x) = 3sin2(x) · cos(x) + p · cos(x) 
p 

3sin2(x) · cos(x) + p · cos(x) = 0 

cos(x) · (3sin2(x) + p) = 0 

cos(x) = 0 of3sin2(x) = - p 
1 f' . '() p x = ,,n o sm - x = - -- 3 

l 
2 

x =~of sin (x) = R (sin (x) = -R heeft geen oplossing op (O, n)) 

De eerste oplossing uitwerken: 

Als x =~dan moet gelden sin 3 
(~) + p · sin(~)= - k. 

Dit geeft 1 + p = - t dus p = - 1 k, 
Invoer: Y1 =(sin(X))"3 - 1,25sin(X) 

Venster: Xmin = 0, Xmax = n, Ymin = -1, Ymax = 0 

p = - 1 ! voldoet niet, want dan is er voor x =~een maximum - !. 
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De tweede oplossing uitwerken: 

sin (x) = R substitueren in sin 3 (x) + p · sin (x) = - ! geeft 

( R)3 

+p·R= - ! 
Invoer: Yl = (Y(-X/3))"3 + X-Y(-X/3) en Y2 = -0,25 

Venster: Xmin = 0, Xmax = 2, Ymin = -2, Ymax = 0 
Optie: CALC, intersect (Tl) of G-Solv, ISCT (Casio). 

De oplossing geeft x = - 0,75. Controleren met een plot laat zien dat voor p = - 0,75 

het minimum vanf (x) gelijk is aan - i. 
p 

b De tweede afgeleide berekenen: 

27a 
b 

f,,(x) = 3sin2(x) · cos(x) + p · cos(x) 

.f..'(x) = 6sin(x) · cos(x) · cos(x) + 3sin2(x) · - sin(x) - p · sin(x) 
p 

.f..'(x) = 6sin(x) · cos2(x) - 3sin3(x) - p · sin(x) 
p 

f,,'(x) = sin(x) · (6cos2(x) - 3sin2(x) - p) 

.f..'(x) = sin(x) · (6cos2(x) - 3(1 - cos2(x)) - p) 
p 

.f..'(x) = sin(x) · (9cos2(x) - 3 - p) 
p 

De tweede afgeleide nul stellen: 

sin(x) · (9cos2(x) - 3 - p) = 0 

sin(x) = 0 of 9cos2(x) - 3 - p = 0 

9cos2(x) - 3 - p = 0 (sin(x) > 0 op het domein (O, n)) 
? 3+ p 

cos -(x)=--
9 

Deze vergelijking heeft één oplossing als p = - 3 en twee oplossingen als 
3+p 

0< 
9 

<1dusals - 3<p<6. 

De eerste oplossing, p = - 3, uitwerken: 

Als p = - 3 dan geldtJ:(x) = sin(x) · 9cos2(x) ~ 0 op het domein (O, n), dus dan 

heeft de grafiek van/geen buigpunt. 

De tweede oplossing, - 3 <p < 6, uitwerken: 

Het bereik van 9cos2(x) op het domein (O, n) is [O, 9). 
Het bereik van 9cos2(x) - 3 - p op het domein (O, n) is 

[0 - 3 - p, 9 - 3 - p) = [ - 3 - p, 6 - p). 

Als - 3 < p < 6 dan - 3 - p < 0 en 6 - p > 0. 

Omdat sin (x) > 0 op het domein (O, n) heeft/" dan zowel positieve als negatieve 
waarden. 

Voor - 3 < p < 6 heeft de grafiek van/dus minstens één buigpunt. 

Pagina 147: 

.f..(x) = 2(x - p) · e + (x - p)2 · e 
p 

Voor de top van een grafiek geldtf'(x) = 0. 
p 
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2(x - p) · e' + (x - p)2 · e' = 0 
(x - p) · e' · (2+x - p)= 0 
x - p =0 of2+x - p =0 

x=pofx=p - 2 

Er ligt een top van de grafiek op de y-as als p = 0 of als p = 2. 
c De toppen zijn (p,f(p)) = (p, 0) en (p - 2, ftp - 2)) = (p - 2, 4eP-2). 

d g(p - 2) = 4er- 2 dus alle toppen van de vorm (p - 2, 4er- 2) liggen op de grafiek 

vang. 

28a 

g(p) = 4eP ::t: 0, dus de top (p, 0) ligt niet op de grafiek vang. 

(O) = 4 + psin(O) = 4 
J;, p + 2cos(O) p + 2 

(merk op: p ::t: - 2) 

De raaklijn gaat door (o, 4 
) en (p, p), dus de richtingscoëfficiënt van de raaklijn is 

p+2 

4 
6-y p - J;,(O) p - p+2 p(p+2) - 4 
- - -- -
6-x p - 0 p p (p + 2) 

De afgeleide vanf (x): 
p 

(x) = pcos(x)(p + 2cos(x)) - (4 + psin (x)) · - 2sin (x) 

f,, (p + 2cos(x))2 

p · (p + 2) - 4 · 0 p 
f,,(O) = (p + 2)2 p+ 2 

De richtingscoëfficiënt van de raaklijn is gelijk aan.t.:'(0). 
p 

p(p + 2) - 4 p 

p(p + 2) p + 2 

p(p + 2) - 4 p 

p 1 

p2+2p - 4 =p2 

2p - 4 = 0, hieruit volgt p = 2. 

29a De afstand van elk puntA tot de oorsprong is 

Vr + CV16 - x2)2= Vr+ 16 - r=Y6=4. 

b Voor elke waarde van pis de afstand van een willekeurig punt B(x, Y16 + px - r) 
op de grafiek vanf,, (x) tot het middelpunt M(W, 0) gelijk aan 

Vcx - w)2+ CV16 + px - r - 0)2= Vr - px +w2 + 16 + px - x2= V±p2+ 16 = constant 

Voor elke waarde van p is M(} p, 0) dus het middelpunt van die halve cirkel. 

c ~(x) = Y16+6x - x2 

16 + 6x - x1 ~o 
16 + 6x - x1 =0 

x1 - 6x - 16=0 
(x - 8)(x + 2) = 0 

x= 8 ofx=O 

De grafiek vanf(x) = 16 + 6.x - x2 is een bergparabool, dus het domein van~ is [- 2, 8]. 
8 8 

d inhoud= f n<t;,(x))2 dx=n f (16+6x - x2)dx=n[16x+3r - ix1]~2 
- 2 - 2 

=n(128+ 192 - 170~ - (- 32+ 12+2~)) =n(149l+ 17i)= 166~. 

184 
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e 

f 

1 - 1+16 1 
Dex-coördinaat van M(ïJJ , 0) is = 7;;. 
1 1 2 -
2p = 72, dus p = 15 
De grafieken vanf hebben een maximum voor x =4p (dex-coördinaat van M). 

p 

Dan geldt p = 2x. 

De toppen van de grafieken vanf liggen op de grafiek van 
p 

g(x) = f 2x(x) = Y16 + 2x2 - x2 = Y16+x2
• 

6-6 Gemengde opdrachten 

Pagina 148: 

30ac y 

f 

-30-

~ 
- 10-

g 1 

"'r 11 0 

-10 

b (x2 +4)(4 - x)~O 
4 - x~O 

x~4 

Het domein vang is<~. 4]. 
d f(x)=2x·(4 - x)+(x2 +4)· - 1 

f(x)= 8x - 2x2 - x2 - 4 

f(x)= - 3x2 +8x - 4 

2 

g'(x) = !((x2 + 4)(4 - x))-1 · (- 3x2 + 8x - 4) 

g'(x)= _ 3x2 - 8x+4 
-2Y--;::(r=,=+=4)=(4=-=x=) 

e Er moet geldenf(x) = 0. 
- 3x2 + 8x - 4 = 0 

X 

- s+ Vs2 - 4· - 3· - 4 - s - Vs 2 - 4· - 3· - 4 
x= ofx=--------

2· - 3 2· - 3 

- 8+Y16 - 8 - Y16 
x= ofx=----

- 6 - 6 
x= ~ ofx= 2 
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f(i) = 14~~ en/(2) = 16 
De punten op de grafiek van/meteen horizontale raaklijn zijn <t 14~~) en (2, 16). 

f Er moet gelden g'(x) = 0. 

31a 

b 

g(i) = Yl 4~~ en g(2) = 4 
De punten op de grafiek vang met een horizontale raaklijn zijn (i, Y14~~) en (2, 4). 

Er moet geldenf(x) = 0. 
1 

- -·x - (1 - ln(x)) · 1 
X 

f(x) = ----x2 ___ _ 

In (x) - 2 
? 0 

.r 

ln(x) = 2, dus x = e2 

Invoer: Y1=(1 - ln(X))/X 

In (x) - 2 

Venster: Xmin = 0, Xmax = 40, Ymin = -0.2, Ymax = 0.5 

1 
f(e2

) = - -:;- is een minimum. 
e-

1 - In(:) 
g (x) = = x · (1 - (in (1) - In (x)) = x · (1 + In (x)) = x + x · In (x) 

1 
X 

c De grafiek van/heeft een verticale asymptoot x = 0 en een horizontale asymptoot y = 0. 

De grafiek vang heeft geen asymptoten. 
d f(x) · g(x) ~} 

1 - In (x) 3 ---. (x+x· ln(x)) ~ 4 
X 

1 - In (x) 3 ---. (x+x· ln(x))= 4 
X 

x + x · In (x) - x · In (x) - x · In 2 (x) 3 

X 

x · (1 - ln2 (x)) 3 

X 
-4 

1 - ln2 (x) =} 

Jn2(x) = i 
In (x) = ! ofln (x) = - ! 

1 
x=Ve ofx= Ve 
Invoer: Yl = 1 - ln(X)2 

-4 

Venster: Xmin = 0, Xmax = 4, Ymin = -5, Ymax = 2 

186 
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/" ----
r' 

/' 

De oplossing is\ 0, ~] en [Ve, -. }. 

32a 
y 

i 5 

~ 4 

f 
r-3-

T T + X 

Jr ' ' ...; - 5 -4 -2 2 3 4 5 6 

b Als x Î 1 dan g(x) ~ - oo dus j(x) j, 0. 

Als x j, 1 dan g(x) ~ oo dusf(x) ~ oo. 
c Als x ~ ooofx ~ - oodan g(x) ~ 1 dusj(x) ~ e. 

d 

De horizontale asymptoot is y = e. 

, 1 · (x - 1) - X • 1 
f (x) = e;::'i . --(-x -_ -1)-2 -

' e,71 
f(x)= - (x - 1)2 

' e;::ï 
- ·(x - 1)2 - e,:, ,2(x - 1) 

(x - 1)2 

f'(x) = - -----(x ___ 1_)_4 ----

- ef-1 - 2x · e,+. + 2e--+. 
f'(x) = - (x - 1)4 

2x · ex=ï - e;:ï 
f' (x) = (x - 1 )4 

(2x - 1) . e,+. 
f'(x) = (x - 1)4 

e Voor het buigpunt geldtf'(x) = 0. 

(2x - 1) . e,:, 
( ) 4 0 geeft 2x - 1 = 0, dus x= 4. 
x - 1 

1 1 (1 1) f(v= e,dushetbuigpunt is 2•e . 

33a In het punt P geldt g(x) = 0. 

2 + In ( x ~ a) = 0 
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(x-a) In -
4

- = - 2 

x-a --=e-2 
4 

x=4e - 2 +a 

Pishetpunt(~ +a,o) . 

1(i+a) = /4 = 2 
a e2 '\j-;; e 

Q is het punt ( ~ + a, 
2
). 

e- e 

De afstand PQ = 
2 

- 0 = 
2 

e e 

b In hetraakpuntgeldtf'(x) =g'(x) . 
1 

f(x)= .r-- (x ;t a) 
2vx - a 

1 1 · 4 1 
g'(x) = · - =-- (x ;t a) 

x - a 16 x - a 
4 

1 1 
2Yx - a = x - a 

x - a=2Yx - a 
(x - a)2=4(x - a) (links en rechts gekwadrateerd) 

x - a = 0 of x - a = 4 

x=a+4 (x=avervalt) 
J;,(a +4) = V4 = 2 en g.(a +4) = 2 + ln(l) = 2 
Dus de grafieken vanJ;, en g

0 
raken elkaar voor elke waarde van a. 

c Het raakpunt is (a + 4, 2). 
De verzameling raakpunten heeft als vergelijking y = 2. 

Pagina 149: 

34a Er moet gelden f (!re)= 0. 
" 

sin(rn) - p · sin(!n) = 0 

1- p·h12=0 
1 2 

p = tV2= V2 = V2 

b Er moet gelden f.(pc) = 0. 
" J;,(x) = 2cos(2x) - p · cos (x) 

2cos(în) - p · cos (pc)= 0 

2· - t - p· - t=O 

- 1+w=O 

p=2 
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c Er moet gelden f " (~) ::t: 0. 

f'. (~) = 2cos (n) - p · cos(~)= 2 · - 1 - p · 0 = - 2 
" 

f'. (~) is voor geen enkele waarde van p gelijk aan nul. 
" 

Dus voor geen enkele waarde van p heeft de functie f een extreme waarde voor 
1 

X = ï7t. 
d Er moet gelden f' (r7t) = 0. 

" f;(x) = - 4sin(2x) + p · sin(x) 
- 4sin(~) + p · sin (rn) = 0 
- 4. 4V3 +p. 4V3 = 0 

4V3( - 4 + p) =0 
- 4+p=O 
p=4 

35a Er moet geldenf.'(x) = 0. 

J; (x) = In (x) 
1 X 

1 
- · x - In (x) · 1 
x 1 - ln(x) f

1
(x)=------

i2 

1 - In (x) 
0 

x2 

In (x) = 1 
x=e 

1 
J; (e) = -

• e 

De top van de grafiek vanf. is ( e, ~ ). 

k 
-. x - ln(kx) · 1 

b //x) = kx x
2 

_ 1 - ~ (kx) 

_1 -_ l_n _(kx_) = 
0 

i2 

ln(kx) = 1 

Voor de toppen geldt ln(kx) = 1, dus de toppen liggen op de lijn y = In (kx) = .!. 
X X 

c Er moet gelden.t;(x) = 0. 

f (x) = In (2x) 
2 X 

ln(2x) 
0 

X 

ln(2x) = 0 

2x= 1,dusx=4 
d Er moet gelden.f;.(x) = 0. 

ln(kx) 
0 

X 
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ln(kx) = 0 
1 

kx= 1 dusx=-, k 

e Er moet geldenJ;"(x) = 0. 

( ) 
_ 1 - In (3x) 

f,Jx- ? x-

- 3 · -
1 

· x2 - ( 1 - In (3x) · 2x) 
f,J'(x) = __ 3_x ______ _ 

x4 

- x - 2x + 2x · In (3x) r;cx) = x4 

J;'(x) = - 3x + 2x
4

• ln (3x) 
X 

'( ) _ 21n (3x) - 3 
J;x- x3 

2ln (3x) - 3 
x3 =0 

2ln(3x) - 3 = 0 

ln(3x) = i geeft3x= &, dus x = f& = fW 

ln (3 .L...~) 3 4 1 ! 9 
1 ! ·. 3v 2. ?._ e' ' r f(îe,)= , - , =-, ·,=-?ve 

3 fe; fe; e; & 2e-

Het buigpunt van de grafiek vanJ; is ( !W, ~
2
Ve ). 

f Er moet gelden F/(x) = J;(x) . 

1 1 ln(kx) 
F; (x) = 2 · 21n (kx) · kx · k + 0 = x - f/x) 

6 

g f .t;(x)dx= [! · ln2(2x)]~_5. =! · ln2(12) - ! · ln2(e)=!In2(12) - ! 

T-1a 

0,5e 

Test jezelf 

Pagina 152: 

(x) = 0 - (1 · e' + xe') · 1 = _ ex· (1 + x) _ _ x + 1 
f (x . e')2 x2 . e2x x2 . e' 

_ x+ 1 =O 
x2. e' 

x= - 1 

~ 
\ 

f(- 1) = -
1
-

1 
= - eis een maximum. 

- e-
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b g(x) = - cos2(x) + cos(x) + 2 

C 

g'(x) = - 2cos(x) · - sin(x) - sin(x) = sin(x) · (2cos(x) - 1) 

sin(x) · (2cos(x) - 1) = 0 
sin(x) = 0 of cos (x) = 4 

x = 0 + k · n of x =pc+ k · 2n of x = - pc+ k · 2n (k geheel) 

g(O + k · 2n) = - 1 + 1 + 2 = 2 zijn minima. 
g(n + k · 2n) = - 1 - 1 + 2 = 0 zijn minima. 

( ) k 2 ) 1 1 2 2 1 .. • g ]1C+ · 7t = - 4+ 2+ = 4 ZIJn maxima. 
g(- in+k · 2n) = - k+ 4+ 2= 2k zijn maxima. 

'C) 2- Vx2+4x+5 - 2x·4Cx2+4x+5)-î . (2x+4) 
hx=------===~-----

(Yx2 + 4x + 5)2 

2x2 + 8x + 1 0 2x2 + 4x 

h'(x)= Yx2+4x+5 Yx2+4x+5 
(x2+4x+ 5) 

'( ) 2x2 + 8x + 10 - 2x2 
- 4x 

h X = ------;:==== 
(x2 +4x+ 5) · Yx2 +4x+ 5 

'( ) 4x+ 10 h X = --:-----;:==== 
(x2 +4x+ 5) · Vx2+4x+ 5 

4x+ 10 . 1 --:----,==== = 0 geeft x = - 2:,. 
(x2 +4x+ 5) · Vx2 +4x+ 5 -

_,,,-

---.."" // 
... -...) 

(k geheel) 
(k geheel) 

(k geheel) 
(k geheel) 

- 5 5 5 
h(- 24) = V 1 - , /5 = - 1,ç = - 2V5 is een minimum. 

64 - 10+5 V4 2V5 

d k(x) = (x - 4)Vx als x ~ 4 en k(x) = (4 - x)Vx als O ~ x < 4 . 

. r x - 4 . r 4 - x 
k'(x)= vx+ ,r a1sx~4enk'(x)= - vx+ , r a1sO~x<4. 

2 vx 2 vx 

x - 4 
Vx+--=0 

2Vx 

2x+x - 4=0 
2Vx 2Vx 

3x - 4 
0 

2Vx 
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Geen oplossing. (x = 1 ! voldoet niet) 

4 - x 
- Vx+--=0 

2Vx 

x - 4 
Vx+--=0 

2Vx 
(links en rechts x - 1) 

k(O) = 0 is een randminimum. 

k(4) = 0 is een minimum. 

f ( ) 1 ? 1 J t J ? 1 

X = 2x · &x + .X- • e'f< · 2 + 1 = 2x · &x + ïX- · &x + 1 

Invoer: Y1 = 2X*e"(0.5X) + 0.5X2*e"(0.5X) + 1 

Venster: Xmin =-10, Xmax = 3, Ymin =-1, Ymax = 20 

J 
/ 

De optie minimum (Tl) of MIN (Casio) geeftx"" - 1,172 en y"" 0,777. 

De optie maximum (Tl) of MAX (Casio) geeft x"" - 6,828 en y"" 1,318. 

De grafiek van/heeft geen uiterste waarde want de grafiek van/' snijdt de x-as 

niet. 

De grafiek van/heeft twee buigpunten want de grafiek vanf heeft een minimum 

en een maximum. 

c Er moet geldenf'(x) = 0. 

T-3a 

f' (x) = 2&x + X • & + X • J x + }.x2 · J x = (kx2 + 2x + 2) · &' 

(}.x2 + 2x + 2) · e}x = 0 

}.x2 + 2x + 2 = 0 (e}, = 0 heeft geen oplossing) 

.x2 + 8x + 8 = 0 (links en rechts x4) 

- 8 + V64 - 4. 1 . 8 - 8 - V64 - 4. 1 . 8 
x= ofx=-------

2 2 
- 8+m - 8- m 

x= ofx=----
2 2 

V32=V16 ·Y2=4V2 
De x-coördinaten van de buigpunten zijn - 4 + 2V2 en - 4 - 2V2. 

Het domein van/is (O, ~). 
1 1 

Als x ~ oo dan f(x) = -
4
----.-

0
-_ -

1 

ln(x) 

- 1 

1 
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De lijn y = - 1 is een horizontale asymptoot. 

Uit 4 - ln(x) = 0 volgt dat de lijn x = e4 een verticale asymptoot is. 
b Het domein vang is IR 

Als x ~ oo dan g(x) ~ 0. 

De lijn y = 0 is een horizontale asymptoot. 
4 

Als x ~ - oo dan g(x)-. 
2 

+ 
0 

- 2. 

De lijn y = 2 is een horizontale asymptoot. 
Uit 2 - e' = 0 volgt dat x = ln(2) een verticale asymptoot is. 

c Het domein van h is (~. - 2) en ( - 2, ~). 

d 

2 
1 - -

x - 2 X 1 - 0 
Alsx~ oo danh(x)=--= -. -1 

x+2 2 1+0 
1+ -

x 

De lijn y = 1 is een horizontale asymptoot. 
2 

- 1+ -
- x+2 

Alsx~ - oo dan h(x) =--­
x+ 2 

x - 1 - 0 ----. 
2 

1 +­
x 

De lijn y = - 1 is een horizontale asymptoot. 

1+0 

Uitx + 2 = 0 volgt datx = - 2 een verticale asymptoot is. 
Het domein van kis (~. - 1) en ( - 1, ~). 

- 1 

. x sin(x) 1 sin(x) 1 
0 Alsx~ oo ofx~ oo dank(x)=--+ = + -. + =1 

x+1 x+1 1 x+1 1+0 
1 +-

x 

De lijn y = 1 is een horizontale asymptoot. 
Uitx + 1 = 0 volgt datx = - 1 een verticale asymptoot is. 

e Het domein van Lis IR 
4 4 4 

4+ - 4+ - 4+ -
x X X 4+0 

Alsx~ oo danl(x)= --;:== = =

10
---. 4 

V.x2+1 V.x2+1 1 V1+0 
1 +-

x w .x2 

De lijn y = 4 is een horizontale asymptoot. 

4 4 4 
4+- 4+- 4+-

x X X 4+0 
Alsx~ - oo danl(x)= -=== = 

10
---. .~ 

Yx2 +1 V.x2+1 1 - v1+0 
- 1 +-

x - W x2 

De lijn y = - 4 is een horizontale asymptoot. 

f Het domein van mis(~. - 2) en [O.~). 

De lijn y = 2 is een horizontale asymptoot. 

Uitx + 2 = 0 volgt datx = - 2 een verticale asymptoot is. 
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T-4a De grafiek van y = - f(x) krijg je door de grafiek van/in de x-as te spiegelen. 

Het domein vang is (0, 0) en [4, -'>). 
Op dit interval pas je op y = - f(x) de bewerking L toe. 

y 
5 

4 

3 

2 

1 

-+-----~----x 
0 2 4 6 

b De grafiek van lf(x)I krijg je door het deel van de grafiek van/ onder dex-as te 

spiegelen in de x-as. 

Het domein van h is(~. O), (O, 4) en [4, -'>). 
1 

Op dit interval pas je op y = lf(x) I de bewerking-:-:-:-:- toe. 
Als x-'> oo of x-'> - oo dan lf(x) I -'> oo dus h(x) J, 0. 

y = 0 is een verticale asymptoot. 

j(x) = 0 geeftx = 0 of x= 4. 

x = 0 en x = 4 zijn verticale asymptoten. 

y 

-2 -

--·--' --..::;::=---d~---~' .....::::==------ X 
0 2 f 6 

h 

-2 8 

c k(x) = 0 alsf(x) ~ 0 dus als x ~ 4. 

k(x) = - 2 · f(x) alsf(x) < 0 dus alsx > 4 . 

y 

2 

k --.,,.+-----+---X 
- 2 0 2 
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d De grafiek vanf(x + 4) krijg je door de grafiek van/vier naar links te schuiven. 

Daarna pas je op f(x + 4) de bewerking .... 2 toe. 

y 

25 

Pagina 153: 

T-5a f.(0)=0·e·· 0 =0 

De grafieken van al deze functies gaan door het punt (0, 0). 
f.(x)= 1-e•x +x·e"x ·a=e•x +ax-e•x 

f.(0) = e• ·0 + a · 0 · e• ·0 = 1 
De grafieken van al deze functies hebben in het punt (0, 0) dezelfüe helling. 

Dus de grafieken van al deze functies raken elkaar in het punt (0, 0). 

b Er moet geldenf(x) = 0. 

T-6a 

e•x + ax · e•x = 0 
e•xo + ax) = 0 
1 + ax = 0 ofwel ax = 1 

X 
Voor de toppen geldt ax = 1, dus de toppen I iggen op de I ijn y = x · e - • = -

e 

Als x ~ 0 dan.f{x) = x · (x - 3) = r - 3x enf'(x) = 2x - 3 . 

.f{O) = 0 is een maximum. 

2x - 3 = 0 geeftx= 1 { 

/(1 i) = - 2i is een minimum. 

Als x < 0 danf(x) = - x · (x - 3) = - x2 + 3x enf (x) = - 2x + 3. 

- 2x + 3 = 0 geeft x = 1 ten deze oplossing voldoet niet. 

Er is dus geen extreme waarde als x < 0. 

b Er moet geldenf(x) = g(x). 

Eerst voor x ~ 0 de vergelijking oplossen. 
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HOOFDSTUK 6 - FUNCTIES ONDERZOEKEN 

x(x - 3)= px 

x=Oofx - 3=p 

x=Oofx=p+3 

Als x ~ 0 zijn er twee oplossingen als p + 3 > 0, dus als p > - 3 en is er één 

oplossing als p ~ - 3. 

Dan voor x < 0 de vergelijking oplossen. 
- x(x - 3) = px 

x - 3 =-p 

x=3 - p 

(x = 0 voldoet niet) 

Als x < 0 is er één oplossing als 3 - p < 0 dus als p > 3 en is er geen oplossing als 

p~3. 

Conclusie: de grafiek van een functie g (x) = px heeft precies twee punten 
p 

gemeenschappelijk met de grafiek van/als - 3 <p < 3. 
4 0 4 

c J f(x)dx = J (- .x2 + 3x)dx + J (.x2 - 3x)dx 

T-7a 

b 

- 2 - 2 0 

= [- ~ + 1t.x2f 2 + [~ -1 t.x2]~=-(2i + 6)+ 21 i - 24 =-11 i 

y 

r r 
1 f ,,-r---~ 

, ' , ' , 
, ' , 1 ' 

, , 

0 ',2 5 7 ~' 9 ,' 11 

Î' ' ' ' ' 
- 1 ...... --- ...... 

g 

1 1 

h(x) = lsin (x) l · lcos (x) I 

Nulpunten als sin (x) = 0 of cos (x) = 0. 

Maxima tvi · !vi = t als sin (x) = cos (x). 

y 
1 

0 2 3 4 5 6 y 8 9 10 11 

1 1 1 

k(x) = lsin (x) I · cos (x) 

Op de intervallen waar cos (x) < 0 wordt de grafiek van h gespiegeld in de x-as. 

y 

1 -

- 1 

t 
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h 

-----, , 

X 

t 
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HOOFDSTUK 6 - FUNCTIES ONDERZOEKEN 

T-Ba Er moet gelden.t;'(x) = 0 

f (x) = 1 - 2cos(x) 
2 2+cos(x) 

.t:'(x) = 2sin (x) · (2 + cos(x)) - - sin (x) · (1 - 2cos(x)) 
2 (2+cos(x))2 

fo(x) = 4sin (x) + 2sin (x) · cos (x) + sin~) - 2sin (x) · cos(x) 

-
5

. () (2+cos(x))-
.t:' (x) = sm x 

2 (2 + cos (x))2 

5sin (x) 
0 

(2 + cos (x) )2 

5sin(x) = 0 
x = 0 of x = n of x = 2n 

1 - 2 
De uiterste waarden zijn f,(0) = 

2 - + 1 

b Alle punten van de grafiek vanf. liggen op één horizontale lijn, betekent dat er 

C 

. 1 - 2cos(x) 
een getal c 1s zodat ( ) c. 

a+cos x 

Hieruit volgt 1 - 2cos(x) = c(a + cos(x)). 

1 - 2cos(x) = ca + c · cos(x)) 
Dusc= - 2ena= - 4. 
Voor a = - ! liggen alle punten van de grafiek vanf. op één horizontale lijn. 

f.(x) = 2 · sin(x) · (a + cos(x)) - (1 - 2cos (x)) · - sin (x) 

a (a+cos(x))2 

(x) = 2asin (x) + 2sin (x) · cos (x) + sin (x) - 2sin (x) · cos (x) 

t, (a + cos(x))2 

() 
(2a+1)sin(x) 

f. X =-----
a (a + cos(x))2 

(2a + 1) sin (x) 
0 geeftx= 0 ofx=n ofx= 2n. 

(a + cos(x))2 

1 - 2 1 
f(O)=f(2n)= = - -

a a a+1 a+1 

1 
- = 1 geeft a + 1 = - 1, dus a = - 2 

a+1 

f (n) = 1 + 2 _3_ 
a a - 1 a - 1 

3 
--- 1 geeft a - 1 = 3, dus a = 4 
a - 1 

Voor a = - 2 en a = 4 heeftJ.(x) een uiterste waarde gelijk aan 1. 

T-9a Voor elk waarde van x geldtx2 ~ 0. 
Als p ~ 0 dan geldt voor elke waarde van x 

.x2 - p ~ 0 en px2 ~ 0 dus p.x2 - 1 ~ - 1. 
x2 - p 

Voor elke waarde van x is dan , ~ 0, dus J; (x) is dan voor geen enkele 
px- - 1 p 

waarde van x gedefinieerd. 
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HOOFDSTUK 6 - FUNCTIES ONDERZOEKEN 

x2 - p 
-----'--> 0 
px2 - 1 

Een breuk heeft een positieve uitkomst als de teller en de noemer allebei positief 
zijn of allebei negatief zijn. 

x2 - p > O en pr - 1 > 0 en p > 0 geeft x > Vp en x < - Vp en x > l en 

x< -l. p 

x2 - p < C:en px2 - 1 < OJÇn
1 

> 0 geeft - Vp < x < Vp en - l < x < l · 

Als O < p ~ 1 dan Vp~ - en het domein vanf is dan p p 

\ ~ . - l), (- Vp,Vp}en(l.~). 

Als p > 1 dan /1 < Vp en het domein vanf is dan "yp p 

(~ . - Vp},\ - l,l)en(Vp,~ }. 

c Merkop:J.(x)=ln(~ 
1
)=ln(1)=0. 

r - 1 

d 

De grafiek vanf. heeft geen asymptoten. 
In het vervolg is p -:t: 1. 

p 
1 - ­r 

Als x ~ oo ofx ~ - oo dan f (x) = In 
" 1 

p - --:; 
r 

y =In(~) is een horizontale asymptoot van de grafiek vanJ,,. 

? r - p 

px2 - 1 
Oenp>Ogeeftx= Vp ofx= - Vp. 

x = Vp en x = - Vp zijn verticale asymptoten van de grafiek vanf. 
p 

? /1 /1 
p.r - 1 = 0 en p > 0 geeft x = "y P of x = - "y p' 

x = /1 en x = - /1 zijn verticale asymptoten van de grafiek vanf. "yp "yp p 

1 ? pr 1 - px2 
- - -(1 )2 - - p 

1(!)=1n 
X x2 x2 x2 (1 - px2) 

p(~)2 - 1 

=In x2 =In 
p - x2 

=In 
P X p p - x2 - - -

? r ? r ? r 

( 
? 1) ( ) ( ? ) ( ? ) 

pr - 1 r - p r - p 
= In ? . = In ? = In (1) - In . ? = - In . ? = - f (x) 

.r - p .r - p p.r - 1 p.r - 1 " 

px2 - 1 
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Vaardigheden 3 

Pagina 156: 

1 a Amplitude 3; evenwichtsstand y = 1; periode is ~ = n; een horizontale 

verschuiving is be. 

b Amplitude 7; evenwichtsstand y = 5; periode is 2n; een horizontale verschuiving 
• 1 
IS - ~. 

c Amplitude 4; evenwichtsstand y = 0; periode is 2; = t7t; 
h(x) = 4sin (3x - ;re)= 4sin (3(x - ii7t)), dus een horizontale verschuiving is ii7t, 

d Amplitude t; evenwichtsstand y = 0; periode is 2
; = ~; 

j(x) = hin (4x - 5) = tsin (4(x - 1!)), dus een horizontale verschuiving is 1k, 

2 Bij de eerste grafiek is de amplitude a = 3 en de evenwichtsstand d = 2. 

De periode is 2n, dus b = 1. De verschuiving naar rechts is~­

Een voorschrift is f(x) = 2 + 3 · sin (x - ~). 
Bij de middelste grafiek is de amplitude a = 2t en de evenwichtsstand d = - t . 

E d . . d . 2 d , , 'od . ? D . b 2n 3 r gaan ne per10 en m n , us een pen e 1s pc. an 1s =? = . 
pc 

Er is geen verschuiving naar rechts. Een voorschrift is fµ) = - t + 2t · sin (3x). 

Bij de rechtse grafiek is de amplitude a = 2 en de evenwichtsstand d = 0. 
2n 

Er gaan drie perioden in 2, dus één periode is ~-Dan is b = 2 = 3n. 
3 

De verschuiving naar rechts is t. Een voorschrift is f(x) = 2 · sin (3n(x - 0). 

3a sin (x) = - t 

x = 1 tJt + k · 2n of x = 1 be + k · 2n 
Op het gegeven interval zijn de oplossingen x = - ~n , x = - be, x = 1kn of x = 1bc. 

b sin (2x) = tvî 

2x =;re+ k · 2n of 2x = ~ + k · 2n 

x = kn + k · n ofx = ~ + k · n 
Op het gegeven interval zijn de oplossingen 

J 3 1 3 1 f' 3 
X = g1t, X = g1t, X = 1 g7t, X = 1 g1t,X = 2g7t O X = 2g1t. 

c cos (x - !n) = iV3 
x - ~=be+k · 2n ofx - ~= 1bc+k · 2n 

x = ~ + k · 2n of x = 2be + k · 2n 

Op het gegeven interval zijn de oplossingen x = be of x = ~-

d can (2x) = - V3 
2x= - ~+k· 7t 

1 k 1 x= - 1j1C+ -~ 
0 h . 1 " d 1 . ? 1 1 f' 5 p et gegeven mterva ZIJn e op ossmgen x = - pc, x = - (j1C, x = pc o x = 6°1C· 
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Pagina 157: 

4a 2sin (x) = V3 

sin (x) = 4V3 
1 t· 2 x=pt:O X='31C 

b 3tan 2(x) = 1 

tan2 (x)=i 

tan (x) = - iV3 of tan (x) = iV3 

X = be + k · 1t Of X = - be + k · 1t 

1 5 1 1 t· 15 x=i;7t,x=~,x= i;1t o x= ~ 

c 2cos 2(x) + 5cos (x) - 3 = 0 
Stel cos (x) = a. 

2a2 +5a - 3 =Ü 

a2+ ~a - 14=0 
(a+ 3)(a - i) = 0 

a= - 3 ofa=4 

cos (x) = - 3 geeft geen oplossing en cos (x) = 4 geldt voor x =~en x = 1 ~­

De oplossing is x = ~ of x = 1 ~-
d cos (2x) = cos (,re) 

2x=,rt+k· 2n of2x= - ,rt+k· 2n 

X = T41t + k· 1t Of X =- T41t + k· 1t 

Op het gegeven interval is de oplossing x = hn, x = *7c, x = 1 hn of x = 1 *7c. 
e 2sin 2(x) = cos (x) + 1 

2(1 - cos 2(x)) = cos (x) + 1 

2cos 2(x) + cos (x) - 1 = 0 

Stel cos (x) = a. 

2a2 +a - 1 = 0 
a2+ 4a - 4=0 

(a+ l)(a - 4)=0 

a= - 1 ofa=4 

cos (x) = - 1 of cos (x) = 4 

Op het gegeven interval is de oplossingx = ~.x = n of x = 1~. 

f (1 + cos (x))2 = (2 + sin (x))(2 - sin (x)) 

1 + 2cos (x) + cos 2(x) = 4 - sin 2(x) 

cos 2(x) + 2cos (x) + 1 = 4 - (1 - cos 2(x)) 

cos 2(x) + 2cos (x) + 1 = 3 + cos 2(x)) 

2cos (x) = 2, dus cos (x) = 1 

Op het gegeven interval is de oplossing x = 0 ofx = 2n. 

5a sin (2x) = sin (x + ~) 

2x = x + ~ + k · 2n of 2x = n - (x + ~) + k · 2n 

x = ~ + k · 2n of 3x = ~ + k · 2n 

x=~+k· 2n ofx=~+k·~ 

0 h . 1· d 1 . ? 1 8 f' 15 p et gegeven mterva 1s e op oss1ng x = 9°1C, x = pc, x = ~ o x = ~ -

b sin (x - be)= sin (x + ;re) 
x - be = x + ;\-n + k · 2n of x - be= 7t - (x + ;re) + k · 2n 

Het eerste deel geeft geen oplossing. 

Voor het tweede deel geldt 2x = :~n + k · 2n. Dan is x = ~ + k · n 

Op het gegeven interval is de oplossingx=~,x= 1~ of x= 2~. 
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C COS (2x) = COS (x + tJC) 
2x = x + tn + k · 2n of 2x = - (x + t7t) + k · 2n 

x = tn + k · 2n of 3x = -t7t + k · 2n 
1 k2 t· 1 k 2 

X = ó7C + · 7t O X = - ïs7C + · pc 
0 h . 1 . d 1 . 1 1 1 1 5 t· 1 17 p et gegeven mterva 1s e op oss1ng x = ó1C, x = Tsît, x = fs1t o x = Tsît· 

d cos (x - kn) = sin (x + kn) 

cos (x - t7t) = cos ( (~ - (x + kn)) 
cos (x - t7t) = cos (kn - x) 

x - t7t = kn - x + k· 2n of x - kn= - (kn - x) + k· 2n 

2x = fï7t + k · 2n, dus x = tî1t + k · n 
Het tweede deel geeft geen oplossing. 
Op het gegeven interval is de oplossing x = - ~of x = i47t. 

e sin (2x + kn) = cos (x - pc) 
sin (2x + kn) = sin ( (~ - (x - pc)) 
sin (2x + kn) = sin ( - x + ~) 
2x + kn = - x+ pc+ k· 2n of 2x+ kn =n - ( - x+ pc)+ k · 2n 

3x = (21t + k · 2n of x = - 1 tr7t + k · 2n 
7 k2 t· 1 k2 x=~+ · pc o x= - 121t+ · 7t 

Op het gegeven interval is de oplossing x =~of x = ~-
f tan (3x) = tan (x + ~) 

3x=x+!n+k·n 

2x=~+k·1t 
1 1 x=vc+k·ï7C 

VAARDIGHEDEN 3 

Op het gegeven interval is de oplossing x = kn , x = *1c, x = 1kn, x = 1in ,x = 2kn ofx = 2in. 

Sa sin (2x) = V3cos (x) 

2sin (x) · cos (x) = V3 · cos (x) 

cos (x) = 0 of sin (x) = !V3 

0 h . 1· d 1 . 1 1 ? t· 11 p et gegeven mterva 1s e op oss1ng x = pc, x = ïît, x = pc o x = ï1t 
b cos (2x) = 5cos (x) + 2 

2cos 2(x) - 1 = 5cos (x) + 2 

2cos 2(x) - 5cos (x) - 3 = 0 
Stel cos(x) = a. 

2(a2 - ~a - 10=0 

2(a - 3)(a + 0 = 0 
a=3 ofa= - ! 

cos (x) = 3 heeft geen oplossing. 

cos (x) = - !geldt op het gegeven interval voor x = ~ of x = 1 pc. 
c cos (2x) = 2 - 3sin (x) 

1 - 2sin 2(x) = 2 - 3sin (x) 

2sin 2(x) - 3sin (x) + 1 = 0 
Stel sin(x) = a. 
2(a2 - 1}a+0=0 
2(a - 1)(a - 0=0 

a= 1 ofa=! 
"() 1 1 "() 1 1 5 sm x = voor x = ï1t en sm x = 2 voor x = ó1C, x = ~ 

D 1 . . 1 1 t· 5 e op ossmg 1s x = 1,7t, x = ï1t o x = 6°1C· 
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7a sin 2(u) + cos 2(u) = 1 

sin2 (u) + (~)2 = 1 

sin2 (u)= 1 - ~ =i~ 
Op het interval [ 0, 7t] is sin (u) =}. 

b sin (t + u) = sin (t) · cos (u) + cos (t) · sin (u) = ~ · sin (t) + Î · cos (t) 

Pagina 158: 

2n 
Ba De periode vanf(x) is 2 = 3n en de periode van g(x) is 2n. 

3 
De gemeenschappelijke periode is dus 6n. 

b g(x) = sin (x) + sin (x + ~) 

g(x)= 2sin(2x;~) ·cos( -;) 

g(x) = 2sin (x +be)· cos ( - be) 

g(x) = V3 · sin (.x + be) 

c V3 · sin ~x) = V3 · sin (x + be) 

~x = x +be+ k · 2n of ~x = n - (x + kn) + k · 2n 

- ix =be+ k · 2n of 1~x =pc+ k · 2n 

x= - ~+k · 6n ofx=~+ k· 1bc 
Op het gegeven interval is de oplossing x = ~ . x = 1 he of x = 2-fon. 

Sa Y 

- 1 --0,8 --0,6 

- 1 

b y= cos (4t) = 2cos 2(t) - 1 = 
2(1 - 2sin 2(t))2 - 1 = 

10a 

b 

C 

d 

2(1 - 4sin 2(t) + 4sin 4(t)) - 1 = 

2(1 - 4.x2 + 4x4
) - 1 = 

8x4 
- 8.x2 + 1 

Dan is a = 8, b = - 8 en c = 1. 

f'(x) = 2cos (2x) · 2 
f'(x) = 4cos (2x) 

g' (x) = - sin (3x - ~) · 3 

g' (x) = - 3sin (3x - ~) 

h'(x) = 3sin 2(x) · cos (x) 
- 2 

k' (x) = 3 (1 - 2tan (x))2
• '( ) 

COS - X 

6 (1 - 2tan (x))2 

k' (x) = 
cos 2 (x) 

202 

1 
m' (x) = y · - 2sin (x)cos (x) 

2 1 - sin2 (x) 
e 

m'(x)= sin(2x) 
2Y1 - sin2 (x) 

f 
1 

n' (x) = - sin (Y1 - x) · · - 1 
2~ 

n' (x) =sin(~) 
2V1- x 
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11a 

b 

C 

d 

f' (x) = cos (x - pc) · sin (2x +!re)+ 2sin (x - pc) · cos (2x + !re) 

g(x) = cos -•c2x) 
g'(x) = - cos - 2(2x) · - sin (2x) · 2 

, (x) = 2sin (2x) 
g cos 2 (2x) 

h' (x) = 2x · tan (3x) + x2 · ?\ ) · 3 
cos - 3x 

h' (x) = 2x · tan (3x) + 
3
?~ ) 

cos - 3x 

k' (x) = cos (x) · (cos (x) + 1 ) - (sin (x) - 1) · - sin (x) 

(cos (x) + 1)2 

k' (x) = cos 2 (x) + cos (x) + sin 2 (x) - sin (x) 
(cos (x) + 1 )2 

k' (x) = cos (x) - sin (x) + 1 
(cos (x) + 1 )2 

12a 4sin 2(x) - 8sin (x) - 5 = 0 
Stel sin (x) = a. 

4a2 - 8a - 5 =0 -----
8 ± Y82 

- 4 . 4 . - 5 
a= 

8 

a= 2! of a= -! 

8 ± 12 

8 

sin (x) =~geeft geen oplossing. 
sin (x) = - !geeft op het gegeven interval de oplossing x = 1/;n of x = 1~. 

b Er moet geldenf'(x) = 0. 

f'(x) = 8cos (x) · sin (x) - 8cos (x) = 8cos (x) · (sin (x) - 1) 
8cos (x) · (sin (x) - 1) = 0 
cos (x) = 0 of sin (x) = 1 

1 t· 1 1 x=ï7t o x= ï1C 
f(!n) = 4 · 12 

- 8 · 1 - 5 = - 9 is een minimum. 
J(1 ~) = 4 · ( - 1 )2 

- 8 · - 1 - 5 = 7 is een maximum. 

c Er moet geldenf'(x) = 0. 
f'(x) = - 8sin (x) · (sin (x) - 1) + 8cos (x) · cos (x) 

f'(x) = - 8sin 2(x) + 8sin (x) + 8cos 2x 

f'(x) = - 8sin 2(x) + 8sin (x) + 8(1 - sin 2(x)) 
f'(x) = - 16sin 2(x) + 8sin (x) + 8 
- 16sin 2(x) + 8sin (x) + 8 = 0 
sin2 (x) - !sin (x) - ! = 0 
(sin (x) - l)(sin (x) + 0 = 0 

sin (x) = 1 of sin (x) = - ! 

Op het gegeven interval is de oplossing x = ~. x = 1/;n of x = 1~. 
Voor x =~is er een minimum, dus geen buigpunt. 

/(1 /re)= 4 · ( - !>2 - 8 · - ! - 5 = 0 en /(1 ~) = 4 · ( - !>2 - 8 · - ! - 5 = 0 
De coördinaten van de buigpunten zijn 0/rc, 0) en (1 ~. 0). 

13a ft.x) = sin (2x) - 2sin (x) 

ft.x) = 2sin (x)cos (x) - 2sin (x) 

ft.x) = 2sin (x) · (cos (x) - 1) 
ft.x) = 0 als sin (x) = 0 of cos (x) = 1 

Op het gegeven interval is de oplossing x = - n, x = 0, x = n, x = 2n en x = 3n. 
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b Er moet geldenf'(x) = 0. 

f'(x) = 2cos (2x) - 2cos (x) 

2cos (2x) + 2cos (x) = 0 
cos (2x) = cos (x) 

2x=x+ k · 2n of2x= - x+ k· 2n 

x=k· 2n ofx=k·fn 

Op het gegeven interval is de oplossing 
2 0 2 1 f' 2 x= - pc,x= ,x =pc,x = 1'37t,x=21to x=2pc. 

Dat geeft ( - ~. 1lV3), (0, 0), (~, - 1 !V3), (1 pc, 1lV3), (2n, 0) en (2~, - 1 !V3). 

c Voor de buigpunten geldtf'(x) = 0. 
f'(x) = 2sin (x)(l - 4cos (x)) 

f'(x) = - 4sin (2x) + 2sin (x) 

f'(x) = - 8sin (x)cos (x) + 2sin (x) 

2sin (x)(l - 4cos (x)) = 0 
sin (x) = 0 of cos (x) = ! 

Als sin (x) = 0 dan is cos (x) = - 1 of cos (x) = 1. 

Voor de punten met cos (x) = - 1 geldtf'(x) = 2(2cos 2(x) - 1) - 2cos (x) = 2 · 1 + 2 = 4. 

Voor de punten met cos (x) = 1 geldtf'(x) = 2(2cos 2(x) - 1) - 2cos (x) = 2 · 1 - 2 = 0. 
Als cos (x) = ! geldt cos (2x) = 2cos 2 (x) - 1 = 2 · (!)2 

- 1 = -î. 
In deze punten geldt f' (x) = 2cos (2x) - 2cos (x) = 2 · - Î - 2 · ! = - 2!, 

In de buigpunten kan de helling de waarden - 2!, 0 of 4 aannemen. 

14a De grafiek heeft een verticale asymptoten als sin (x) - cos (x) = 0. 
sin (x) = cos (x) 

tan (x) = 1 

x = !n en x = 1!n zijn de vergelijkingen van de verticale asymptoten. 

b Voor punten met een horizontale raaklijn geldtf'(x) = 0. 

f' (x) = (cos (x) - sin (x))(sin (x) - cos (x)) - (sin (x) + cos (x))(cos (x) + sin (x)) 

(sin (.x) - cos (x))2 

, ( ) - cos 2 (x) - sin 2 (x) + 2sin (x)cos (x) - (sin 2 (x) + cos 2 (.x) + 2sin (x)cos (x)) 
fx= -------------------------

(sin (x) - cos (x))2 

, (x) = - 1 + 2sin (x)cos (x) - 1 - 2sin (x)cos (x) 
f (sin (x) - cos (x))2 

- 2 
f'(x)=-----

(sin (x) - cos (x))2 

f'(x) -:t: 0 voor elke waarde van het domein, dus heeftf(x) geen punten met een 
horizontale raaklijn. 

Pagina 159: 

15a F(x) = - fcos (3x) + c 

b G(x) = - cos (x) + sin (x) + c 

c h(x) = 2cos 2(x) = (2cos 2(x) - 1) + 1 = cos (2x) + 1 

H(x) = hin (2x) +x + c 

d k(x) = 6sin (x)cos (x) = 3sin (2x) 

K(x) = - llcos (2x) + c 
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16a 

b 

C 

d 

f n J sin (x) dx = [ - cos (x) li,, = 0 - - 4V3 = 4V3 

l n • 
1t 

J (x + cos (2x)) dx = [4.x2 + hin (2x) ]~ = 4rt2 

0 
11! 

J (4sin (3x) - 3cos (4x)) dx = [ - ~cos (3x) - !sin (4x) Jt' = (~ + IV3) - ( - ~ - 0) = 2~ + IV3 

0 
~ ~ ~ 

J (1 + sin (x))2 dx = J (1 + 2sin (x) + sin 2 (x)) dx = J (1 + 2sin (x) - 4(1 - 2sin2 (x)) + !) dx = 

0 0 0 
21! 

J (1 + 2sin (x) - !cos (2x) + 4) dx = [ 14x - 2cos (x) - }sin (2x) ]~" = (3n - 2) - - 2 = 3n 

0 

17 De evenwichtsstand is y = 0 en de nulpunten zijn x = tn en x = 1 tJC. 
1 !n 
J 

J (sin (x) - V3cos (x)) dx = [ - cos (x) - V3sin (x) ]~;: = (! + 14) - ( - ! - 14) = 4 

j1! 

1t 

18a J (sin(x) - sin 3(x))dx 

0 

b H'(x) = - 3a · cos 2(x) · sin (x) 

H'(x) = - 3a(1 - sin 2(x)) · sin (x) 

H'(x) = - 3a · sin (x) + 3asin 3(x) 

H' (x) = f(x) - g (x) voor a = - ! 
1t 

c J (sin(x) - sin 3(x))dx=[ - }cos 3(x)]~=} - - }=~ 

0 

d g(x) = sin 3(x) = sin 2 (x) · sin (x) = (1 - cos 2 (x)) · sin (x) = sin (x) - cos 2 (x) · sin (x) 

Een primitieve is G(x) = - cos (x) + !cos 3 (x) + c. 

19a De nulpunten zijn te vinden bij sin (x) = 0 of cos (2x) = 0. 

Op het gegeven interval is de oplossing x = 0, x = ;re, x = i n , x = n , x = 1;rt, x = 1i n ,x = 2n. 

b De grafiek is puntsymmetrisch in punt (n, 0). 

Te bewijzen: - f(n + x) = f(n - x). 

- f(n + x) = - sin (n + x) · cos (2n + 2x) = sin (x) · cos (2x) = 

sin (n - a) · cos (2n - 2x) = f(n - x) 

c f'(x) = cos (x) · cos (2x) - 2sin (x) · sin (2x) 

f'(x) = cos (x) · cos (2x) - 2sin (x) · 2sin (x) · cos (x) 

f'(x) = cos (x) · (cos (2x) - 4sin 2(x)) 

f'(x) = cos (x) · (1 - 2sin 2 (x) - 4sin 2 (x)) 

f'(x) = cos (x) · (1 - 6sin 2(x)) 

d Er moet geldenf'(x) = 0 

cos (x) · (1 - 6sin 2(x)) = 0 

cos (x) = 0 of sin2 (x) = k 
cos (x) = 0, sin (.x) = -kV6 of sin (x) = k'i6 
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VAARDIGHEDEN 3 / EXTRA OEFENINGEN 

Het eerste deel van de oplossing uitwerken: 

cos (x) = 0 voor x= 4n ofx = 14n 

J(!n) = sin (4n) · cos (n) = 1 · - 1 = - 1 

J0 4n) = sin O 4n) · cos (3n) = - 1 · - 1 = 1 

Het tweede deel van de oplossing uitwerken: 

Voor sin (x) = -i'/6 of sin (x) = !'16 geldt cos (2x) = 1 - 2sin 2 (x) = 1 - 2 · k = f 
f(x) = sin (x) · cos (2x) = - ~% · ~ = - ~% off(x) = sin (x) · cos (2x) = ~V6 · ~ = ~%. 

De minima zijn dus - 1 en - ~V6 en de maxima zijn dus 1 en~%. 

e Bij opdracht b is bewezen dat de grafiek puntsymmetrisch is in punt (n, 0). 

Dat betekent dat de ingesloten gebieden boven en onder de x-as gelijk zijn. 

De oppervlakte is dus 0. 
f F'(x) = 3acos 2(x) · - sin x + 2bcos (x) · - sin (x) - csin (x) 

F'(x) = sin x · ( - 3a · cos 2(x) - 2b · cos (x) - c) 

Omdat F'(x) = f(x) geldt - 3a · cos 2 (x) - 2b · cos (x) - c = cos (2x) = 2cos 2 (x) - 1. 

Hieruit volgt a= - ~, b = 0 en c= 1. 
~1! 

' 
g J f(x) dx = [ - ~OS 3 (x) + cos (x) ]~: = ( - iV2) - (iV2) = - ~ 

111 
' 

Extra oefening - Basis 

Pagina 160: 

8-1 a 2sin (t) · cos (t) = ! 
sin (2t) = ! 
2t = kn + k · 2n of 2t = ~ + k · 2n 

t= 127e + k· n of t= be+ k · n 

Op het gegeven interval is de oplossing t = /21t, t = 1
5
21t, t = 1127e oft = 11

5
21t. 

b 2(cos 2(t) - sin 2(t)) = 1 

2cos (2t) = 1 

cos (2t) = ! 
2t = in+ k · 2n of 2t = ~ + k · 2n 

t = ~ + k · n of t = pc + k · n 

Op het gegeven interval is de oplossing t = ~. t = pc, t = 1~ oft = lpt. 

B-2 a sin 3(x) = sin (x) · sin 2 (x) = sin (x)(1 - cos 2(x)) = sin (x) - sin (x) · cos 2 (x) 

b F' (x) = sin (x) + 3 · icos 2 (x) · - sin (x) = sin (x) - sin (x) · cos 2 (x) = f(x) 

(zie opdracht a). 
1t 

c J sin3(x)dx= [ - cos (x)+icos 3 (x)]~= O - i) - ( - 1 +i)= 1i 

0 

B-3a De grafieken vallen samen. 

b ft.x) = sin (x) - sin 3(x) = sin (x)(1 - sin 2(x)) = sin (x) · cos 2(x) = g(x) 
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B-4a De grafiek heeft 25 nulpunten. 

1 ~/ 1 1 1 

1V ·1· 

~1 f 
11, 

J 

b f(x) = cos (7x) - cos (5x) = - 2sin (?x; Sx) · sin (
7
x; Sx) = - 2sin (6x) · sin (x) 

c Er moet geldenf(x) = 0. 

sin (6x) = 0 of sin(x) = 0 
6x = k · 1t Of X = k · 1t 

X = k · be Of X = k · 1t 

De nulpunten op het gegeven interval zijn 

0 1 1 1 2 5 _ 
X = 'X = ;;n, X = yi;,x = î1t' X = yt, X = ;re en X = 1t. 

d cos (7x) - cos (5x) = 0 
cos (7x) = cos (5x) 

7x = Sx + k · 2n of7x = - Sx+ k· 2n 

2x = k · 2n of 12x = k · 2n 

X = k · 1t Of X = k · be 
Dit geeft inderdaad dezelfüe antwoorden. 

EXTRA OEFENINGEN 

B-5 4 - }y2 = 4 - }(4cos (t))2 = 4 - k · 16cos 2 (t) = 4 - 4cos2 (t) = 4 - 4 (1 - sin 2 (t)) = 4sin 2 (t) = x 

Pagina 161 : 

8 -Sa f'(x) = 2e2x - 4ex = 2~(~ - 2) 

f'(x) = 0 voor~= 0 (geen oplossing) of ex= 2, dus x = In (2). 

Er is een minimumf(ln (2)) = 4 - 8 = - 4. 
1 2 2 

b g' (x) = 2 · In (x) · - - - = -(In (x) - 1) 
X X X 

C 

g'(x) = 0 voor In (x) = 1, dus x = e. 

Er is een minimum g(e) = 1 - 2 = - 1. 

h' (x) = 2x'V9 - x2 + x2 · 
1 

· - 2x 
2V9 - x2 

h' (x) = 2x'V9 - x2 - V .x' 
9 - x2 

h' (x) = 2x(9 - .x2) x' 
Y9 - x2 Y9 - x2 

h I (x) = 18x - 3.x' 
V9 - x2 

h'(x) = 0 als 18x - 3.x' = 0 
18x - 3.x' =0 
x(18 - 3x2) = 0 
X = 0 Of 18 = 3r 
X = 0, X = - V(j Of X = V(j 
h(O) = 0 is een minimum. 
h( - 'v'6) = h('v'6) = 6V3 zijn maxima. 
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EXTRA OEFENINGEN 

d k'(x) = 3sin 2(x) · cos (x) + 6sin (x) · cos (x) = 3sin (x) · cos (x) · (sin (x) + 2) 

k'(x) = 0 voor sin (x) = 0 of cos (x) = 0. 

Dit geldt voor x = k · tn. 
k(O) = k(n) = k(2n) = 0 zijn minima. 

k(rn) = 4 en k(1 rrr) = 2 zijn maxima. 

8-7 Er moet geldenf'(x) = 0. 
f'(x) = 4 · e -x - 4x · e -x = 4e -x(1 - x) 

f"(x) = - 4e -x · (1 - x) +4e -x · - 1 

f"(x) = - se -x + 4xe -x 

f"(x) = 4e -x(x - 2) 

f"(x) = 0 voor x = 2 en/(2) = Se-2
• 

De coördinaten van het buigpunt zijn (2, 8e -2). 

Er moet gelden g"(x) = 0. 

- 6 . 4e2' - 24e2' 
g'(x) = (1 + 2e2x)2 - (1 + 2e2x)2 

- 48e2x. (1 + 4e2x + 4e4x) + 24e2x. (8e2x + 16e4X) 
"(x) - -----------------

g - (1 + 2e2x)4 

- 48e2x - 192e4x - 192e6x + 192e4x + 384e6x 
g" (x) = (1 + 2e2x)4 

Il (x) = - 48e1x + 192e6x 48e2x(4e4x - 1) 
g (1 + 2e2x)4 (1 + 2e2x)4 

g"(x) = 0 als 4e4x - 1 = 0 
(2e2x + 1)(2e2x - 1) = 0 
2e2x + 1 = 0 heeft geen oplossing 
2e2x - 1 = 0 geeft e2x = !, dus 2x = In (!) ofwel x = !In (!). 

J(!In (0) = 3, dus de coördinaten van het buigpunt zijn (!In (0, 3). 

B-Ba j(x) heeft een verticale asymptoot als~+ 2 = 0, dus als x = - 4. 

Voor hele grote en kleine waarden van x nadertf(x) naar - 2, 

dus een horizontale asymptoot is y = - 2. 

b g(x) heeft een verticale asymptoot als x + 2 = 0, dus als x = - 2. 

Voor hele grote waarden van x nadertg(x) naar 3, dus een horizontale asymptoot is y= 3. 

Voor hele kleine waarden van x nadertg(x) naar - 3, dus een horizontale asymptoot is y = - 3. 
c k(x) heeft een verticale asymptoot als ex - e = 0, dus voor x = 1. 

Voor hele grote waarden van x nadert k(x) naar 2, dus een horizontale asymptoot is y = 2. 

Voor hele kleine waarden van x nadert k(x) naar 0, dus een horizontale asymptoot is y = 0. 

d L(x) heeft een verticale asymptoot als x + 2 = 0, dus als x = - 2. 

(Merk op datx = 0 geen verticale asymptoot is.) 

Voor hele grote en kleine waarden van x nadert L(x) naar 0, dus een horizontale 

asymptoot is y = 0. 
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8 -Sa De nulpunten blijven gelijk, dus gex) gaat door eo, 0) , (1 , 0) en e3, 0). 

De toppen worden et e - !>2) = et!) en e2, 22
) = e2, 4). 

Een schets ziet er als volgt uit. 

y 

4 

3 

2 

- 1 

EXTRA OEFENINGEN 

b Het deel van de grafiek van/ex) rechts van de x-as grafiek wordt gespiegeld in de y-as. 
Een schets ziet er als volgt uit. 

y 
3 

- 1 

- 2 

- 3 

-4 

c De grafiek van Vex)I ontstaat door de grafiek van/ex) te spiegelen index-as. 
Vervolgens de wortel van de y-waarden nemen geeft de volgende schets. 

------t---'------'------x 
0 2 3 4 5 -2 - 1 

- 1 
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EXTRA OEFENINGEN 

8-10 f' (x) = 'Vp - x2 + (x - 2) · 
1 

· - 2x 
" 2Vp - x2 

f' (x) =Vp - x2 _ x-; (=x -=2=-) 
" Vp - x2 

f'"(O)=Vp - ~ = Vp = 4, dusp = 16 

Extra oefening - Gemengd 

Pagina 162: 

cos (t) + sin (t) cos (t) - sin (t) cos2 (t) - sin2 (t) cos (2t) cos (2t) 
- -G-1 

cos (t) - sin (t) cos (t) - sin (t) cos 2 (t) - 2cos (t)sin (t) + sin 2 (t) 1 - 2cos (t)sin (t) 1 - sin (2t) 

G-2a ' 

Voor het snijpunt met de x-as geldt y = 0. 

4sin 2 (t) · cos 2 (t) = 0 

sin (t) = 0 of cos (t) = 0 

t=k·~ 
Voor deze waarden van t geldt x = 2, dus het snijpunt is (2, 0). 

b 4sin 2 (t) · cos 2 (t) = (2sin (t) · cos (t))2 = sin 2(2t) 
c (2x - 4)2 = (2(2 + !sin (2t)) - 4)2 = (4 + sin (2t) - 4)2 = sin 2 (2t) = y 

Dus de punten van K liggen op de grafiek van p(x). 

d x = 2 + !sin (2t) kan waarden aannemen tussen 2 - 4 = 14 en 2 + 4 = 24, dus het 

domein is [ 14, 24 J. 

dx 
G-3a dt = 3cos (t) - 3cos (3t) 

:: = - 3sin (t) + 3sin (3t) 

b De kromme heeft een horizontale raaklijn als geldt dy = 0 en dx * 0. 
dt dt 

- 3sin (t) + 3sin (3t) = 0 

sin (3t) - sin (t) = 0 

2sin (t) · cos (2t) = 0 

sin (t) = 0 of cos (2t) = 0 

0 1 3 1 3 t· 2 t = , t = VC, t = VC, t = n , t = 1VC, t = 1 VC o t = n 

De kromme heeft een verticale raaklijn als geldt:= 0 en : * 0. 

3cos (t) - 3cos (3t) = 0 

cos (t) - cos (3t) = 0 

- 2sin (2t) · sin (- t) = 0 

2sin (2t) · sin (t) = 0 

sin (2t) = 0 of sin (t) = 0 

t = 0, t = ~. t = n , t = 1 ~en t = 2n 
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C 

d 

e 

f 

G-4a 

b 

C 

d 

EXTRA OEFENINGEN 

De punten t = 0, t = n en t = 2n vervallen, want een raaklijn kan niet horizontaal en verticaal zijn. 

E " h . 1 ki" 1 3 11 13 r ZIJn onzonta e raa IJnen voort= ,r1t, t = VC, t = ,r1t ent= vc. 
Er zijn verticale raaklijnen voort= tn ent= 1!n. 

v= ~ (: )
2 

+ ( ~~ ) 2 

= Y( - 3sin (t) + 3sin (3t))2 + (3cos (t) - 3cos (3t))2 

Voor t = 0 en t = n is v = 0. 
dx 
- = 3 (cos (t) - cos (3t)) = 3 · - 2sin (2t) · sin ( - t) = 6sin 2(t) · sin (t) 
dt 

dy = - 3(sin (3t) - 3sin (t)) = 3 · 2sin (t) · cos (2t) = 6sin (t) · cos (2t) 
dt 
v = V (6sin (2t) · sin (t))2 + (6sin (t) · cos (2t))2 

v = Y36sin 2 (2t) · sin 2 (t) + 36sin 2 (t) · cos 2 (2t) 

v = Y36sin 2 (t) · (sin 2 (2t) + cos 2 (2t) 

v = Y36sin2 (t) = 6lsin (t)I 

Voor O ~ t ~ n geldt: v'(t) = 6cos (t) 

v' (t) = 0 voor 6cos(t) = 0 

Dit is het geval voort= tn. Dit geeft het punt ( 4, 0). 

Voorn< t ~ 2n geldt: v'(t) = - 6cos (t) 

v'(t) = 0 voor - 6cos (t) = 0 

Dit is het geval voort= 1tn. Dit geeft het punt (- 4, 0). 
De baansnelheid is maximaal in (- 4, 0) en (4, 0) . 

Pagina 163: 

y 

4 

3 

2 

-,--o~-~--2---3--4---5-x 

- 1 

De verticale asymptoot is de y-as (x = 0). 

De horizontale asymptoot is de x-as (y = 0) . 

ft.x) = 0 als In 2(x) + 21n (x) = 0 en 2x ::t: 0. 

In 2(x) + 21n (x) = 0 

In (x)(ln (x) + 2) = 0 

In (x) = 0 of In (x) = - 2 
1 

De nulpunten zijn x= 1 of x= e-2 =--:;-. 
e-

(21n (x), l+ 2, l) · 2x - (in2 (x) + 21n (x)) · 2 
f'(x) = X X 

4.x2 
'( ) - 4In(x)+4 - 2ln2 (x) - 4ln(x) 

f X - 4.r 
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EXTRA OEFENINGEN 

'() 4 - 2ln2 (x) 
f X = 

4
_x2 

f '(x)= 2 - ln
2
(x) 

2x2 

e De grafiek heeft een minimum tussen Oen 1. 

Voor een minimum geldtf'(x) = 0. 

2 - ln
2

(x) 0 als 2 - ln2 (x) = 0 
2x2 

Dit geldt voor In (x) = - V2 of In (x) = V2. 

Dan is x = e- 1Fi. of x = efî.. Het minimum hoort bij x = e- 1Fi.. 

( 
_

1
F;) ln2 (e- 1Fi.)+21n(e-vz) 2 - 2V2 ( .~) .~ 

f e - = = 1 - v2 · e v2 
2-e-vz 2-e- 1Fi. 

Het bereik is dan [ (1 - V2)e1Fi., -. }. 

f Er moet geldenf'(x) = 0. 

- 21n (x). l. 2.x2 - (2 - ln2 (x)) · 4x 
f' (x) = X 

4x4 

f' (x) = - 4x · In (x) - 8x + 4x · In 2 (x) 
4.x4 

f'(x) = 0 als - 4xln (x) - 8x + 4xln 2(x) = 0 

4x(ln 2(x) - In (x) - 2) = 0 

4x=O of (In (x) - 2)(ln (x)+ 1)= 0 

x= 0 ofln (x) = 2 ofln (x) = - 1 

x = 0 behoort niet tot het domein vanf 

Er zijn buigpunten bij x = e2 en x = t 

( 
') In 2 (e2

) + 21n (e2
) 4 

fe- = -
2e2 e2 

j !)-In 2 (i) + 21n (i) _ -=-!_ __ le 
J\ e - 2 . (i) - ! - 2 

De buigpunten zijn (e2, ~) en (i, - ie). 

G-5a Eerst de x-cöordinaten van de snijpunten zoeken. 
(x2 + 2x+ 2). e -x = (4x+ 2). e -x 

e -x = 0 of .x2 + 2x + 2 = 4x + 2 

e -x = 0 heeft geen oplossing . 

.x2 - 2x=O 

x(x - 2)=0 

De x-cöordinaten van de snijpunten zijn x = 0 en x = 2. 

Uit de grafiek valt af te lezenf(x) ~ g(x) voor [O, 2]. 
b G'(x) =a · e -x - (ax+ b) · e -x = (- ax+ a - b) · e -x 

G'(x) =g(x), dusa= - 4 en b= - 6. 

c Eerst het snijpunt bepalen van de grafiek van g(x) met de horizontale as. 

(4x+ 2) · e -x =o geeft4x+ 2=0, dusx= - !. 
0 0 

f g(x)dx= f (4x+ 2) · e-xdx= [ (( - 4x - 6) · e -x]~i = - 6 +4Ve 
l l 

- ï - ï 

d f'(x) = (2x + 2) · e -x - (.x2 + 2x + 2) · e -x= - .x2. e -x 

f'(x) = - 2x. e -x +x2 • e -x 

f'(O) = /'(2) = 0, dus in beide snijpunten heeft de grafiek van/een buigpunt. 
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G-Sa Voor x < 0 en 1 < x < 3 worden de waarden van y twee keer zo groot. 

Voor O < x < 1 en x > 3 geldtf(x) + - f(x) = 0 

Een schets van g(x) ziet er als volgt uit. 

y 

20 

15 

------=+--__.. ____ ......_ __ x 
-2 - 1 2 3 4 

- 5 

b De nulpunten vanf(x) worden verticale asymptoten van h(x). 

h(x) is gedefinieerd voor x < 0 en 1 < x < 3. 

Hoe kleiner de waarde vanf(x) hoe groter de waarde van h(x) en andersom. 

Een schets van h(x) ziet er als volgt uit. 

15 

10 

5 

...,,=====~~---======---) -2 _, 0 2 3 4 

- 5 

c Voor x ~ 0 is k(x) = f(x + 2), dus verschuift de grafiek twee naar links. 

Voor x < 0 is k(x) = j( - x + 2), dus een spiegeling van het deel aan de rechterkant 

van de y-as. 

Een schets van de grafiek ziet er als volgt uit. 

y 

-3 -2 2 X 

- 5 

J...._...- 10---

I - 15---

G-7a Bereken bijvoorbeeld het snijpunt vanf.(x) = In 2(x) enJ;(x) = In 2(x) - In (x). 

In 2(x) - In (x) = In 2(x) geldt voor x = 1. 

J;,0) = In 2(1) - p · In (1) = 0, dus alle grafieken gaan door (1 , 0). 
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EXTRA OEFENINGEN 

b Er moet gelden.f;,'(x) = 0. 

V-1a 

b 

C 

d 

e 

V-2a 

b 

C 

V-3a 

b 

C 

, ( ) 1 1 f (x)=2·ln x · - - p· -
P X . X 

f '(x) =.!_(2 · In (x) - p) 
P X 

f '(x) = 0 als 21n (x) = p. 
p 

hin (x>(x) = In 2 (x) - 21n (x) · In (x) = - In 2 (x) 

De toppen vanJ;,(x) liggen dus op y = - In 2(x) . 

Extra oefening - Vaardigheden 

Pagina 164: 

f'(x) = 6x - 6.i1 

g'(x) = 3 · 2x · In (2) - 2 · 3x · In (3) 

g'(x) = In (8) · 2x - In (9) · 3x 

1 3 
h 

1 

(x) = 3x - 5 · 3 = 3x - 5 

1 1 
k' (x) = · · 2x - 7 

.i1 - 7x In (2) 

k' (x) = 2x - 7 

In (2)(.r - 7x) 

m'(x)= 6x · ~ + 3x2 
• ex 

m'(x) = 3x · ex(2 + x) 

f'(x)= 6.x· (10+4x+.i1) - 3x2· (4+2x) 
(1 O+ 4x+ x2

)
2 

'() (4+2x)·3x - (10+4x+x2)·3 
g X = 9.r 

h, (x) = _3 _(.r_' +_1_)_- _(3_x_-_5_) _· 2x_ 
(x2 + 1)2 

f n'(x) = 
1 

2Ye2x - 3x 
· 2e2x - 3 

, C ) 2e2x - 3 
n X = 

2Ye2x - 3x 

g p'(x) = 2(3x + 1) · 3x · ln(3) 

h 
1 

q' (x) = 3x2 
• In (2x + 1) + x' · · 2 

2x+ 1 

q'(x)=r(3ln(2x+ 1)+ 2x~ 1) 

d 
, 2e2x · (e + 1) - e2x · e 

k (x) = ( )' ~+ 1 -
Jr. ' (1 + Vx) - Vx ' 2Jr,. 

m I (x) = L V.\ L V.\ 

(1 + Vx)2 
e 

f 
, ( ) - 1 Ox · (SX + 2) - 5x2 

• In (5) · 5x 
n x - (SX + 2)2 

f'(x) = 2e2x, dus/'(2) = 2e4
• De richtingscoëfficiënt van de raaklijn is 2e4

• 

!(2) = e4 + e, dus de raaklijn gaat door (2, e4 + e). 

Invullen van (2, e4 + e) in y = 2e4 
• x + b geeft b = - 3e4 + e. 

De vergelijking van de raaklijn is y = 2e4x - 3e4 + e. 
- 7 - 2x 

g'(x)= 2V9- 7x - r' dusg'(- 7)= 1~. 

g( - 7) = 3, dus de raaklijn gaat door (- 7, 3 ). 

Invullen van (- 7, 3) in y= 1~+b geeftb= 11k. 

De vergelijking van de raaklijn is y = 1 ~ + 11 ~­

h I ( ) = 3.r ' (2x + 1 ) - 2.x' d h I ( - ) = -
X (2x + l)2 , US 1 1. 

h( - 1) = 1, dus de raaklijn gaat door (- 1, 1). 

Invullen van (- 1, 1) in y = - x + b geeft b = 0. 

De vergelijking van de raaklijn is y = - x. 
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EXTRA OEFENINGEN 

d 

V-4 a 

b 

C 

d 

2e2x+i · (e2x + 1 ) - e2x+i · 2e2x 
k' (x) = ( , )' , dus k' (0) = }e. 

e""' + 1 - -

k(O) = 4e, dus de raaklijn gaat door (0, ~). 
Invullen van (0, 4e) in y = ~ · x + b geeft b = 4e. 
De vergelijking van de raaklijn is y = ~x + 4e. 

6 

f (x3 
- 2x)dx = [!x4 - x2]~ = 288 - O = 288 

2 

5 

f ( 
1 

) dx = [iln (3x - 1) ]5 = iin 14 - iin 5 = iin (2~) 
3x - 1 2 

2 
2 

f (!x - 1)5 dx = [i(~ - 1)6
]~4 = 0 - 243 = - 243 

- 4 
3 

f (l)2x- • dx - [ 1 .(h2x-1JJ - 1 ·(-1 _.!_) -
2 - 210 (0,5) V 1 - 2Jn (0,5) 32 2 -

1 

Pagina 165: 

15 

641n (0,5) 

V-5 Het snijpunt vanf(x) met dex-as is (- 3, 0) . 

De x-coördinaat van het snijpunt vanf(x) en g(x) bereken je met 14x + 44 = Y8 - x . 

3x+9=2Y8 - x 

9x2 + 54x + 81 = 32 - 4x 

9x2 + 58x + 49 = 0 
- 55 ±40 

x= 
18 

x = - ~(voldoet) of x = -5?8 (voldoet niet) 

Het snijpunt van het te onderzoeken gebied heeft x-coördinaat x = - ~ 
5 5 

- . 8 - . 8 

f f(x)dx+ ig(x)dx= f (1~+40dx+ J,v 8 - xdx= 

- 3 - . - 3 - • 

8 8 

V-6 De oppervlakte kan berekend worden met f g(x) dx - f f(x) dx. 

8 8 0 6 

f (kx+8)dx - f (4.t1 - 2x - 6)dx= [kx2+8x]~ - [~x3 - x2 - 6x]!=72 - ~=62~ 

0 6 

V-7a .x8 - 3x4 
- 4 = 0 

Stelp =x4
• 

p2 - 3p - 4 =0 

(p - 4)(p + 1) =0 
p=4ofp= - 1 

x4 = 4 of x 4 = - 1 

x = V2 of x = - V2 of geen oplossing 
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b In 4(x) - In 2(x) - 2 = 0 
Stelp= In 2(x). 

p2 - p - 2=0 
(p - 2)(p + 1) = 0 

p = 2 of p = - 1 

In 2(x) = 2 of ln2(x) = - 1 

In (x) = ± V2 of geen oplossing 
1 ('j 

x= - ofx=e12 

eV2 
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EXTRA OEFENINGEN 

C x - 7Yx + 12=0 
Stelp =Yx. 
p2 - 7p+ 12=0 
(p - 3)(p - 4) = 0 

p=3 of p=4 

Yx= 3 of Yx =4 
x= 9 of x= 16 

d 
16 4 
- - - - 2=0 r X 

4 
Stelp=-. 

X 

p2 - p - 2=0 

(p + 1)(p - 2) = 0 

p= - 1 ofp=2 
4 4 
-= - 1 of -=2 
X X 

x= - 4 ofx=2 

e e2x - 8~ - 20 = 0 
p=~ 

p2 - 8p - 20= 0 
(p - 10)(p + 2) =0 
p= 10ofp= - 2 
~= 10ofex= - 2 
x = In (10) of geen oplossing 

V-Sa Uit de tweede vergelijking volgt x = - 4y - 7. 

Vul de tweede vergelijking in de eerste vergelijking in. 
2( - 4y - 7) - 7y= 16 
- 15y = 30 
y= - 2 

f 16x - 5 · 4x - 14 = 0 
Stelp =4x 

p2 - 5p - 14=0 

(p - 7)(p + 2) = 0 
p=7 of p= - 2 
4x= 7 of4X= - 2 
x = 4log (7) of geen oplossing 

g x' - 5xVx + 6 = 0 
Stelp =xYx. 

p2 - 5p+6=0 

(p - 3)(p - 2) = 0 
p=3 ofp= 2 
xYx = 3 of xYx = 2 
x' = 9 ofx' =4 
x=V9 ofx=V4 

h 
25 10 

+--- 3=0 
(x+ 1)2 X + 1 

5 
Stelp=--. 

x+1 
p2 +2p - 3 =0 

(p+3)(p - 1)=0 

p = - 3 ofp = 1 

5 5 
--= - 3 of--= 1 
x+1 x+1 

x= - 2Î of x=4 

Dan is x = - 4 · - 2 - 7 = 1. De oplossing van het stelsel is x = 1 en y = - 2. 
b Vul de tweede vergelijking in de eerste in. 

2.x2 + 3(7 - 4x) = 11 

2.x2 - 12x+10=0 
.x2 - 6x+5=0 

(x - 5)(x - 1)=0 
x=5ofx=1 

Bij x = 5 hoorty = 7 - 4 · 5 = - 13. 
Bij x= 1 hoorty = 7 - 4 · 1 = 3. De oplossing is x = 5 eny = - 13 ofx = 1 eny = 3. 

c Uit de eerste vergelijking volgtx = 4y + 1. 
Vul de eerste vergelijking in de tweede vergelijking in. 
(4y+1)·y= - 3 

4y2 +y+ 3 =0 
4y2 +y+ 3 =0 
Van deze tweedegraads vergelijking is de discriminant D = 1 - 4 · 4 · 3 = - 47 < 0, 
dus er is geen oplossing. 
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d De eerste vergelijking invul Jen in de tweede vergelijking geeft x2 + (3Vx)2 = 90 . 

.x2 + 9x - 90 = 0 

(x + 15)(x - 6) = 0 
x= - 15ofx=6 

Voor x = - 15 is de bovenste vergelijking niet gedefinieerd, dus de oplossing is 

x= 6 eny= 3v'6 
e Uit de eerste vergelijking volgtx = 7y - 3. 

Vul de eerste vergelijking in de tweede vergelijking in. 
15y - 2(7y - 3) = 8 

y+6=8 

y=2 

Bij y = 2 hoortx = 7 · 2 - 3 = 11. De oplossing is x = 11 en y = 2. 

f Uit de eerste vergelijking volgt x = -b, + i. 
Vul de eerste vergelijking in de tweede vergelijking in. 

2 · ( - b, + f) · y + y = - 6 
- b,2 + 1)1 + y = - 6 

- iY2 + ÎY + 6 = 0 
8y - 7y - 18 = 0 

7 ± 25 
y= 16 

y= 2 ofy= - 1k 

Bij y = 2 hoort x = - ~ · 2 + ~ = - 2. Bij y = - 1 k hoort x = - ~ · - 1 k + i = 2!. 

De oplossing van het stelsel is x = - 2 en y = 2 of x = 2! en y = - 1 k 
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Examenvoorbereiding 

Pagina 168: 

1a Uit6x - 4 ~ 0 volgt 6.x ~4 dus x ~ ~-Dus Df = m.-.}. 
Omdat Y6.x - 4 ~ 0 is 10 + Y6x - 4 ~ 10 en is B

1
= [10, ~). 

b D
8 

= IR en met (x - 3)2 ~ 0 vind je B
8 

= [ - 8, ~). 

c Uit9 - .x2 > 0 volgt - 3 <x < 3 dus Dh = ( - 3, 3). Met 3log(9 - x2
) ~ 2 volgt Bh=(~. 6]. 

d Er moet gelden .x2 - 2x - 3 ::t: 0, ofwel (x - 3)(x + 1) ::t: 0, dus D k = <~. - 1) u ( - 1, 3) u (3, ~). 
5 

Omdat ? * 0 is k(x) ::t:-1. Verder isx2
- 2x - 3 ~ - 4, dus voor - 1 <x < 3 

r - 2x - 3 
5 

geldt ? ~ - 2,25. Dus Bk = <~. - 2,25) u ( - 1, ~) . 
.x- - 2x - 3 

Pagina 169: 

2a De grafiek heeft geen asymptoten. 
1 

5+-
5x2 + 1 .x2 

b Uit g (x) = 
3

.x2 _ 6x -
6 

volgt dat de grafiek vang de lijn y = i = 1 ~ als 

3 - -
x 

horizontale asymptoot heeft. 

Met 3.x2 - 6x = 3x(x - 2) = 0 vind je de verticale asymptoten x = 0 en x = 2. 

c Als x ~ oo dan h(x) ~ 25 + 0 = 25 dus de horizontale asymptoot is y = 25. 

Er is geen verticale asymptoot. 

d Er is alleen een horizontale asymptoot: y = 0. 

Pagina 170: 

3a g(x) = f(2x) + 4 = (2x)2 + 6(2x) + 1 + 4 = 4.x2 + 12x + 5 

b g(x) = - 4 ·f(x - 3) = - 4((x - 3)2 + 6(x - 3) + 1) = - 4(.x2 - 6x + 9 + 6x - 18 + 1) = - 4x2 + 32 

c g(x) =2 ·f(x) - 7 =2(.x2 +6x+ 1) - 7 =2x2 + 12x - 5 

y 

4a 

-----;----;;:tt:=:::;~;:----;:---X 
- 5 5 10 

f 
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EXAMENVOORBEREIDING 

b f(x) = (x - 1)2 - 1 + ( 
5
)

2 
is symmetrisch in de lijn x = 1. 

x - 1 - 4 

Er moet gelden/(1 - p) = f(1 + p). 

f(1 - p)=(1 - p)2 - 2• (1 - p)+ (1 - p)2 - 2~ (1 - p) - 3 

5 
J(1 - p)=1 - 2p+p2- 2+2p+---,----

1 - 2p + p- - 2 + 2p - 3 
5 

J(1 - p)=p2 - 1 + - ,--
p-- 4 

f(1+p)=(1+p)2 - 2-(1+p)+( )' 2
5

( ) 
3 1 +p -- · 1 +p -

5 
J(1 +p)=1 +2p+p2- 2 - 2p+---,----

1 + 2p + p- - 2 - 2p - 3 
5 

J(1 +p)=p2 - 1 + - ,--
p-- 4 

Dus f(1 - p) = f(1 + p) voor elke waarde van p. 

c h(x) = g(- x) = (- x)3 - 6(- x)2 + 8 · - x + 10 = - x3
- 6x2

- 8x + 10 

Pagina 171 : 

Uit 3x - 8 ~ 0 volgt x ~ l = 2~ dus D = [2~, -. }. 5a 
b 

g 

Uitx2 - 15 ~O volgtx ~ - V15 ofx ~ V15 dus Dh = ( ~ , - \/J5] u [V15, -. }. 
Omdat.x2 + 15 > 0 voor elke waarde van x is Dk = IR. 

Sa 
10 

1+.x2~1,dus0< ,~10.DitgeeftB =(0,10]. 
1 +x- m 

b Omdat n(x) = 2Y.x2 + 5 ~ 2V5 is B = [2V5, -. }. 
n 

Omdat p(x) = 30 - 6Y4 - 9x ~ 30 is B = <~. 30]. 
I' 

Pagina 172: 

7a 4x3 - 7.x2 = - 3x 

4x3 - 7.x2 + 3x = 0 

x = 0 of 4.x2 - 7x + 3 = 0 
7 ± 1 

x=Oofx=--
8 

x=O ofx= 1 ofx= i 

b (- 3x + 5)2 = 16x2 

(- 3x + 5)2 = (4x)2 

- 3x+ 5 =4x of - 3x+ 5 = - 4x 

- 7x= - 5 of x= - 5 

x=tofx= - 5 
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12 2x 
C --- --= - 3 

x+1 x - 3 

12(x - 3) - 2x(x + 1) = - 3(x + 1)(x - 3) 

12x - 36 - 2x2- 2x= - 3(x2 - 2x - 3) 

.x2 + 4x - 45 = 0 
(x + 9)(x - 5) = 0 
x= - 9 of x=5 

d (2x - 3)(.x2 - 3x + 2) = (x - 2)2 

(2x - 3)(x - 2)(x - 1) = (x - 2)2 

x - 2=0 of (2x - 3)(x - 1)=x - 2 

x = 2 of 2x2 - 6x + 5 = 0 

x = 2 of geen oplossing (D < 0) 
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!x4 +x=O 
2x - 3 x - 5 

e f - --

!x(.x3 + 2) = 0 
x+2 x - 1 

(2x - 3)(x - 1) = (x - 5)(x+ 2) x=O of x=~"" - 1,26 
2.x2 - 5x + 3 =x2 - 3x - 10 

x2 - 2x+13=0 
D=4 - 52<0 
geen oplossing 

Sa 3x - 4~2fx+5 C .x3 - 2x2 ~ 8x 
? 3X - 4 ~ 5 .x3 - 2x2 - 8x ~ 0 
? 
µ~9 x(x - 4 )(x + 2) ~ 0 
2x~27 Aflezen geeft de oplossing [ - 2, O]u [4, ~). 

X ~ 13! d 1 + V6 - x=~+2 
De oplossing is ( ~ , 13!]. Y6 - x=!x+1 

b Snijpunten voor x ~ 0 of x ~ 5: 6 - x=kx2 +x+ 1 
x2 - 5x=!x - 2! kx2+2x - 5=0 

x2 - 5!x + 2!= 0 x2+8x - 20=0 
(x - 5)(x - i)=O (x + 10)(x - 2) = 0 
x= 5 of geen oplossing x= - 10 ofx= 2 

Alleen x = 2 voldoet. 

Snijpunten voor O < x < 5: Met een plot en het domein vind je de 
? 5 1 21 - r+ X=2X - 2 oplossing (2, 6]. 

x2 - 4!x - 2!= 0 
(x - 5)(x+i)=O 
geen oplossing 

Er is alleen een snijpunt bij x = 5. 
De oplossing is <~. 5) u (5, ~). 

Pagina 173: 

Sa 4+ V1 - 2x=7 d Vx2 - 3 - x=3 

V1 - 2x=3 V.r - 3 =3 +x 
1 - 2x=9 x2 - 3 = 9 + 6x + x2 

2x= - 8 6x= - 12 
x = - 4 , voldoet x = - 2, voldoet 

b 4x+ V1- 2x=1 e 7 - 2Yx = Vx+5 
Y1 - 2x=1 - 4x (7 - 2Vx)2 =x+5 

1 - 2x = (1 - 4x)2 49 - 28Yx +4x=x+ 5 
1 - 2x= 1 - 8x+ 16.r - 28Vx = - 3x - 44 
16.x2 - 6x= 0 (28Yx)2 = (3x + 44 )2 

x(16x - 6)=0 784x = 9.x2 + 264x + 1936 
0 f 6 3 x= 0 x= Î6 = s 9.x2 - 520x + 1936 = 0 

Alleen x = 0 voldoet. 520 ± 448 

C - 1 + Vx2+7=x 
x= 

18 
Vx2+7=x+1 x=53i ofx=4 
x2 + 7 = x2 + 2x + 1 Alleen x = 4 voldoet. 

2x= 6 
x = 3, voldoet 
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EXAMENVOORBEREIDING 

10a q = - 0,2p + 1,3 d 

0,2p = - q + 1,3 

p= - 5q+6,5 
b 3p + 12q = 16 - p 

4p = 16 - 12q 

p =4 - 3q 

2p - 3 4q+5 e 
C 

8p 7 

7(2p - 3) = 8p(4q + 5) 

14p - 21 = 32pq + 40p 

- 26p - 21 = 32pq 

- 26p - 32pq = 21 f 

p(- 26 - 32q) = 21 
21 

p= - 26+32q 

Pagina 174: 

11a a + 3(8 - 2p) = 6 C 

a+24 - 6p=6 
a=6p - 18 

a 
10+3(5p+1) b 

5p+ 1 d 

a = 10(5p + 1) + 3(5p + 1)2 

13p - 4(q+2)=pq 

13p - 4q - 8 =pq 
13p - pq= 4q+ 8 

p(13 - q)=4q+8 

p= 
4q+8 

13 - q 

0,3q + 1,2pq - 4,5 = 0 

3q + 12pq - 45 = 0 

12pq=45 - 3q 
45 - 3q 15 - q 

p= -
12q 4p 

7q - 3p 4 
-

p+8 3 

3(7q - 3p)=4(p+8) 

21q - 9p = 4p + 32 
- 13p = 32 - 21q 

p= 
21q - 32 

13 

2(6p) + 3a(6p) = 20 

6p + 9ap = 10 
10 - 6p 

a= 
9p 

a = b - b2 = p - 1 - (p - 1)2 

a = (p - 1)(1 - p + 1) 

a=(p - 1)(2 - p) 

a= - p2 + 3p - 2 

12a De pijlenketting bij functie/is: ... ~ ... ~ .. . 
De omgekeerde pijlenketting is: ... ~ ... f-±.L .. . 

x+2 
De inverse functie van/is k(x) = -

4
- = kx + 4. 

b De pijlenketting bij functie g is : ... ~ ... ~ ... ~ ... 2-..!.4 ... 
• . • • . 3 +? !. . J? 

De omgekeerde p1Jlenkettmg 1s: ... ~ ... ~ ... ----=----,. ... ~ ... 

1 ( 1 ) 1 (12 ) 4 2 Deinversefunctie vangisl(x)= 3 · i; +2 = 3 · ~+2 = x + 3. 

C D "l k , b" f' , h, X - J + 4 ~ +? ep1J en ettJng IJ unctie 1s : ... ~ ... ~ ... ~ ... ~ ... 

D k d "l k · · x - 1 -4 (...)' - 2 e omge eer e p1J en ettmg 1s: ... ~ ... +--'- ... +-=-- ... +--=-- ... 
De inverse functie van h ism(x)= - 1 · ((x - 2)3 - 4)= - (x - 2)3+ 4. 

Pagina 175: 

13a % +Vb=25 

Vb=25 - Va 
b= (25 - Va)3 

b 2ab3 + 1 = 5 

2ab3 =4 
ab3 = 2 

b=i 
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C 

14a 

EXAMENVOORBEREIDING 

a+4 =0,4b2 
• Vb · % 

(a + 4)6 = 0,46 . b'2. b3 . b2 

b'1 = (a +4)6 . (ö;4)6 

b=-f!i 2,56 • (a+4)6 

1 

(4q - 3)', =p 
(4q - 3)3 = p2 

4q - 3=pi 

4q=3+pi 
3 1~ 3/? 

q=4+4V p-

15a 9"· (V3)h=f 
1 32a.3,b =3-• 

2a+lb= - 1 

!b= - 2a - 1 
b= - 4a - 2 

b 2". 8 = (0b. 4" 
2" . 23 = 2-b . 22a 

a+ 3 = - b+2a 

b=a - 3 

Pagina 176: 

16a Uit2x+y= 1 volgty= 1 - 2x. 

Vul dit in bij de tweede vergelijking: 

r + x(1 - 2x) + 1 - 2x = 1 

r + X - 2x2 + 1 - 2x = 1 

- r - x=O 

- x(x+1)=0 

De oplossingen zijn x = O of x = - 1 X = Û Of X = - 1 { { 

y=1 y=3 

b Uitx - y=5volgty=x - 5. 
Vul dit in bij de eerste vergelijking: 

8 +_IQ__= 6 
2x - 3 x - 1 

8(x - 1) + 10(2x - 3) = 6(2x - 3)(x - 1) 

8x - 8 + 20x - 30 = 6(2r - 5x + 3) 
12r - 58x + 56 = 0 

58 ± 26 
x= 

24 

x=34 of x=1f 

De oplossingen zijn { x = 
3l, of {x = 

1 ! 
y= - 12 y=3 3 

c Vul de tweede vergelijking in bij de eerste vergelijking: 
3x + 2(r + 1) = 11 

222 

d 3Va + V16a - 2b=ü 

2b= 3Va+ V16a 
2b=3Va+4Va 

2b=7Va 

b=3,5Va 

b (q - 6)--lf2p=1 

-vïp=-1_ 
q - 6 

2p=(-1 )5 
q - 6 

1 1 1 
p=ï. (q - 6)5 - 2(q - 6)5 

c !Vb - Va+ 3 = 0 
~Vb= Va+3 

!b=a+3 
b=4a+ 12 

d \&+2Vb=0 

2Vb= - \Da 
4b=3a 

b=}a 
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2.x2+3x - 9=0 
- 3 ± 9 

x= 
4 

x= - 3 of x= 1} 
De oplossingen zijn {x = -

0

3 

y=1 
of {x=31 t 

y= 4 

17 Er moet gelden f(a) - g (a) = k-
1 1 1 
- - -=-
a a2 6 
6a - 6 =a2 

a2- 6a+ 6= 0 
6 ±VU 

a=---
2 

a=3 - V3 of a=3+V3 
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18 Er moet gelden xA = Yr· 
De coördinaten van A bepalen: 

ft.x) = 0 
bx - ix3 = 0 
x(b - }x2) = 0 

Als x -:t: 0 is 3b - x2 = 0. 

(links en rechts x 6a2
) 

Dit geeft x = ± m. Alleen x = m voldoet en dus is A (m, 0). 

De coördinaten van Tbepalen: 

f'(x) = b - x2 

b - x2=0 

x = Vb (x = - Vb voldoet niet). 

Dan is Yr= f(Vb) = bVb- }(Vb)3 = bVb - }bVb = ~bVb. 

Rechthoek OABC is een vierkant als V3b = ibVb. 

Dit geeft V3 = i b dus b = 3V3 = 1 !V3. 
2 

19 De zijden van de grijze rechthoek rechtsboven zijn 1 - .!_ en 3 - p. 
p 

Er moet gelden: opp = ( 1 - ~) · (3 - p)=!. 

(p - 1)·<3 - p)=w 

3p - p2 - 3 + p = iP 

p2- 3w+3=o 

(p - 10 (p - 2) = 0 

p = 1 ! en p =2 

Pagina 178: 

(links en rechts x p) 

20a De afmetingen van de doos zijn 15 - 2x bij 15 - 2x bij x. 

Er moet gelden: inhoud = x(15 - 2x)2 = 100. 

Invoer: Y1 = X(15 - 2X)2 en Y2 = 100 

Venster: Xmin = 0, Xmax = 7.5, Ymin = 0, Ymax = 200 
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b 

C 

EXAMENVOORBEREIDING 

Optie: CALC, intersect (TI) of G-Solv, ISCT (Casio) 

De oplossingen zijn x"" 0,51 of x"" 5,34. 

De lengte van de kartonnen rechthoek is ongeveer 15,0 + 15,0 - 0,51 ""29,5 dm of 

15,0 + 15,0 - 5,34"" 24,7 dm. 

De bodem is b - 2x bij b - 2x. 
100 

De inhoud is x(b - 2x)2 = 100 dus (b - 2x)2 = - . 
X 

10 
Er geldtA = b(2b - x). Invullen van b = 2x + Vx geeft: 

A=(2x+ ~)(3x+ ~) 

, 20 10 200 
A = 6.r + 2x · - + 3x · - + -

Vx Vx X 

, , / , / 200 
A =6.x-+40vx+30vx+­

, , / 200 
A=6.x-+70vx+­

x 

x 

d UitA(x
1
) = A(x

2
) =A(4x

1
) volgt 

<5.r.+70~ + 
2
00 =6(4x

1
)2+70~ + 

200
. 

x1 4x
1 

21 

22a 

b 

C 

d 

e 
f 

g 

h 

, -~ 200 -~ 50 
Invoer: Yl = 6X- + 70 vX+ Xen Y2= 96X2+ 140vX+X 

Venster: Xmin = 0, Xmax = 5, Ymin = 0, Ymax = 400 

Optie: CALC, intersect (TI) of G-Solv, ISCT (Casio) 

De oplossing is x
1 
""0,97 dm. 
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6.y J(1,001) - J(1) 3,002386775 ..... - 3 0,002386775 ..... 
- - - ,,,,239 
6x 1,001 - 1 0,001 0,001 ' 

Pagina 180: 

1 4 
f'(x) =4x - 8 · - =4x - -

2Vx Vx 
I 5 20 

g (x)= - 3 · - 4x-5=-
3x5 

h'(x) = 1 }x2 + 6x-4 = 1 !x2 + _§_ - - x4 

'( ) - 4x(x2 +3)(x - 1) - (.x2+3)2 

kx- ( )' x - 1 -

m'(x)= - 1 +6x2 • - 2 12 3 
n'(x)=4· - tx-•ï - 6, - 2x-3 - !· - 3·x-4 = xVx+ x3 + 2x4 

4 9 4 
p'(x)= - 4x-3 +9x-4 - 4x-5 = - -+-- -

x3 x4 xs 

2x - 5 
q' (x) = 5 (x - 2)4 

• Yx2 - 5x + (x - 2)5 • --;::::== 
2V.x2 - 5x 
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Pagina 181 : 

23a Een grafiek is toenemend stijgend als geldtf'(x) > 0 en f'(x) > 0. 
f'(x) = (2x - 2) · e-}x + (.x1 - 2x) · e-}x · - ! 

f'(x)= ( - !.x2+3x - 2)·e-~ 
f" (x) = ( - x + 3) · e-}x + ( - µ2 + 3x - 2) · e-}x · - t 
f"(x) = (ix2 - 24x + 4) · e-}x - _ 3 + {s 
f '(x)=Oals - ~x2 +3x - 2=0.Dusalsx= - =3 ±VS. 

- - 1 
Met een plot vind je dat de grafiek van/ stijgend is op het interval (3 - VS, 3 + VS}. 

f" (x) = 0 als ix2 
- 2!x + 4 = 0 

.x1 - 10x + 16 = 0 
(x - 2 )(x - 8) = 0 
Met een plot vind je dat de grafiek van/' stijgend is op het interval 

((.-, 2) u (8, ~). 
Conclusie: de grafiek van/is toenemend stijgend op (3 - VS, 2}. 

b De buigpunten bij x = 2 en x = 8 zijn: 

24a 

b 

C 

(2,/(2)) = (2, 0) 
(8,/(8)) = (8; 48e - 4

),..,, (8; 0,88) 

y 

1 

? 16 
.x-+ - =0 

.x2 
x4+16=0 

x4= - 16 

Deze vergelijking heeft geen oplossing, dus g heeft geen nulpunten. 

( ) 
? 16 ? 6 ? g X =x-+-=.r+ 1 x--

.r 
g'(x) = 2x - 32x - 3 

g'(4) =8 - 32 .4-3 =7} 

Een vergelijking van de raaklijn is y = 7 !x + b. 

De coördinaten van P invullen geeft 17 = 7 ! · 4 + b, dus b = - 13. 

Een vergelijking van de raaklijn is y = 7 }x - 13. 

Er moet gelden g'(x) = 0. 
2x - 32x- 3 = 0 
2x= 32x- 3 

2x4 = 32 

x4 = 16 

x= - 2of x=2 

De punten met een horizontale raaklijn zijn (- 2, 8) en (2, 8). 
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25 Er moet gelden.t;,(x) = y ofwel x + 6Y2x + a = 3x + 19. 

Er moet ook geldenf'(x) = 3. 
1 

Dit laatste geeft 1 + 6 · 
2

Y2x +a · 2 = 3, dus Y2x +a = 3. 

Dit invullen in x+ 6 · Y2x+a=3x+ 19 geeftx+ 6 · 3 = 3x+ 19, dus - 2x= 1. 

Dit geeftx= - t. 
Dan is Y2 · - ~ + a = 3, dus - 1 + a = 9. Dit geeft a = 10. 

26 Er moet gelden.t;,(x) = 18 enf,,'(x) = 0. 

De tweede vergelijking geeft: 
1 

3+a· - -=0 
x2 

a 
- -= - 3 

x2 
a=3x2 

Invullen in de eerste vergelijking: 3r 
3x+-=18 

X 

6x= 18 

x=3 

Dit geeft a = 3 · 32 = 27. 

Pagina 182: 

27 Er geldtxQ - x,, = 1 - p2 
- p. 

28 

De oppervlakte van de rechthoek is 

O(p) = y
1
,. (xQ - xP) =p(1 - p2 - p)= p - p3- p2. 

De oppervlakte van de rechthoek heeft een uiterste waarde als O (p) = 0 

1 - 3p2- 2p = 0 

3p2+ 2p - 1 = 0 
- 2±4 

p= 
6 

p =k of p = - 1 
Alleen p = k voldoet. 

dy 
Er moet gelden dx = 0. 

dy = 2 - 0 + 4 · 
1 

· - 10 
dx 2Y625 - 1 Ox 

dy =2 - 20 
dx V625 - 1ox 

20 
2- 0 

V625 - 1ox 

Y625 - 1 Ox = 10 _ 
525 

625 - 10x = 100, dus x= 
0 

- 52,5 
- 1 

De maximale hoogte is y = 2 · 52,5 - 100 + 4 · 10 = 45 meter. 
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29 

30 

31a 

b 

C 

d 

e 

f 

32a 

b 

C 

Pagina 183: 

Voor de toppen geldt.t;,'(x) = 0 . 

a - -=0 
x2 

? 1 x- =­
a 

x 10"=Jf = l 
y =f(\Á) = a- /1 + -

1 
=!!:_+Va= Va+ Va= 2Va 

top a "y 7z VJ: Va 
a 

Dit invullen in xy = c geeft l · 2Va = 2, dus c = 2. 

1 1 1 

Voor de lengte L van het verbindingslijnstuk geldt L(b) = Vb - b = b-; _ b- 1
• 

1 1 - 1 1 b 
Danisl'(b)= - - -b-i;_ - b-2 = +- . 

2 2bVb b2 

Oplossen van L '(b) = 0 geeft 
1 1 

2bVb- b2 

2bVb=b2 

b2 
2=-=Vb, dus b=4 

bVb 1 1 1 
De maximale lengte is L(4) =, r; - -= - . 

v4 4 4 

Pagina 185: 

F(x) = 1hx5 - 4x4 + 24x2 
- x + c 

G(x)= 2· ~x• l + c=1xVx +c 
1 2 

H(x)= - x-•- 2x-2 +c= - - - -+c 
X x2 

K(x) = k · (7x + 1)6 · 4+ c = 4i(7x + 1)6 +c 

M (x) = k.0 - ix> = kx3 (x' - 2) + c 
- 2 1 

N(x) = - 2x-•- }x-2 +c=-- -+c 
- X 2x2 

8 

f }x3 dx = [ /6x4
] ~ = 1~ • 84 

- 1~ • 24 = 255 

2 

h(x)= 0 
4x - 14x2=0 
x(4 - 14x)=0 

x=O of x=2 ~ 
?! 
- 3 

f (4x - 14x2) dx = [2x2 - !x3] ~i = (2 · (i )2 
- 4Ci )3

) - (0) = 1i78 = 4~~ 
0 

ft.x) = h(x) 

kx3 = 4x - 14x2 

kx3 + 14x2 - 4x = 0 
kx(x2 +6x - 16x) =0 
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x = 0 of x2 + 6.x - 16 = 0 

x=O of (x+8)(x - 2)=0 
De snijpunten zijn bij x = - 8, x = 0 en x = 2. 
De gevraagde oppervlakten zijn: 
0 

f kx3 - (4x - 1 tr) dx = [ i6x4 
- 2x2 + tx3 ]~s = 0 - ( 1~ . ( - 8)4 

- 2. ( - 8)2 + t. ( - 8)3
) = 128 

- 8 
2 

f 4x - 1 tx2 
- (kx3) dx = [ 2x2 - ! x3 

- 1~x4
] ~ = (2 · 22 

- ! · 23 
- 1~ • 24

) - O = 3 

0 
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33a ft.x) = g(x) 

2Vx=µ2 

4Vx =x2 

16x= x4 
Dit geeftx = 0 of x3 = 16. 

De snijpunten horen bij x = 0 of x = ~ = 2'\12 en zijn (0, 0) en (2'\12, 2V4) . 
2\7'2 

b f c2Vx - tx2) dx = rnxVx - ~x3 g'T2 = C1 · 2'\Yï. V2:..J'2 - ~. (2'\12)3
) - o = 1. 2i . 2i - ~. 24 = 2~ 

0 

34a Er moet geldenf'(x) = 0. 
x2 - 8x+ 12=0 
(x - 6)(x - 2)=0 

x= 2 of x=6 

De coördinaten van de toppen (2,/(2)) = (2, 26~) en (6,/(6)) = (6, 16). 
y 

- 200-

100 

--150-

- 100 

50 

f 

1 - 50 

b ft.x) = g(x) 

!x3 - 4x2 + 12x + 16 = !x3 

x2 - 3x - 4 =0 

(x - 4 )(x + 1) = 0 
x= - 1ofx= 4 
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4 4 

f (ix3 - 4x2 + 12x+ 16 - ix3)dx= f (- 4.x2+ 12x+ 16)dx= 

0 0 

[ - î.x3 + 6x2 + 16x]~ = ( - Î · 43 + 6 · 42 + 16 · 4) - (0) =74~ 

c OQ = p en PQ = f(p) = iP3 
- 4p2 + 12p + 16 

De oppervlakte van driehoek OPQ is ! · OQ · PQ = !P · (}p3 - 4p2 + 12p + 16). 

d Als de oppervlakten l en II gelijk zijn, moet gelden 
p 

f!(x)dx= 2 · oppervlakte 6.0PQ 

0 
p 

f (~ - 4x2 + 12x + 16) dx = p · (kp3 
- 4p2 + 12p + 16) 

0 

Lix4 - i.x3 + 6.r + 16xJ~ = w4 - 4p3 + 12p2 + 16p 

1iP4 -w3 + 6p2 + 16p = W4 - 4p3 + 12p2 + 16p 

iP4 
- 2~p3 + 6p2 = 0 

p2(kp2 - 2 fp + 6) = 0 
p = 0 of iP2 

- ~ + 6 = 0. 

p = 0 of 3p2 - 32p + 72 = 0 

p =0 of p = 32 ± V160 
6 

p = 0 of p"" 3,23 of p ""7,44. 

De oplossing p"" 3,23 voldoet. 

Pagina 187: 

35a Riemann-som: 

Tl: sum(seq(0.1 x (X2 - 4X + 6), X, 1.05, 2.95, 0.1) 

Casio: Sum(Seq(X2 - 4X + 6, X, 1.05, 2.95, 0.1) x 0.1 

De uitkomst is 4,665. 

Exact: 
3 

f (x2 - 4x + 6) dx = [~ - 2x2 + 6x] ~ = (i · 33 
- 2 · 32 + 6 · 3) - (i - 2 + 6) = 4f 

1 

b Riemann-som: 
Tl: sum(seq(0.25 x (X° 5 + 2), X, 1.125, 5.875, 0.25) 

Casio: Sum(Seq(X° 5 + 2, X, 1.125, 5.875, 0.25) x 0.25 

De uitkomst is 19,132. 

Exact: 
6 

f (Vx + 2) dx = [fxVx + 2x] ~ = ( 4% + 12) - (~ + 2) = 9} + 4V6 "" 19, 1313. 

1 

36 De nulpunten zijn x = 0 en x = 30. 
30 30 30 

f 1t· (0,564·Yx(30 - x))2 dx= f 1t·0,5642 ·x(30 - x)dx=0,56421t· f (30x - .x2)dx 

0 0 0 

= 0,5642n[ 15.x2 - ix3 
] ~

0 
= 0,5642n (13 500 - 9000 - 0) "" 4497 cm3 
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37a Omwentelingslichaam G zal de grootste inhoud hebben, want figuur II heeft maximaal 

straal 8 en figuur/ heeft maximaal straal 4. 

b Inhoud G: 
4 

n f x3 dx = [kx4 ]: = n((k · 4 4
) - (0)) = 64n ,., 201,06. 

0 

Inhoud R: 

Eerst de grafiek van/ spiegelen in de lijn y = x. Dit geeft de grafiek van y = xi. 
8 8 

n f (x!{ dx = n f xidx = n [~xt]~ = n · ~ · gl = 1t. ~. 27 = 54~ ,., 172,34 cm3
. 

0 0 

c Inhoud A vind je door eerst de beide gebieden samen te wentelen om de x-as en deze 

38a 

inhoud te verminderen met inhoud G. 

Gebruik de inhoudsformule voor een cilinder. 

inhoud A = n · 82 
• 4 - inhoud G = 256n - 64n = 192n 

Inhoud B vind je op een vergelijkbare manier. 

inhoud B = n · 42 
• 8 - inhoudR = 128n - 54~ =73tn 

Het verschil in inhoud tussen A en Bis 192n - 73tn = 118~,., 373,4 cm3
• 

Pagina 188: 

y 

l l 
l; n 1~ 

b J V ( - 2sin(2t))2 + (2cos (t))2 dx = f Y4sin2 (2t) + 4cos2 (t) dx ,., 5,92 

~ l n 
2 2 

39 De nulpunten zijn x = 0 en x = 20. 
20 

De lengte is f Yl + ( - x + 10)2 dx ,., 103,50. 

0 

Pagina 189: 

40a Het snijden van de parabool en de lijn geeft de vergelijking 4x - x1 = a.x. 
x(4 - x)=a.x 

X = 0 Of 4 - X = a. 
Uit de laatste vergelijking volgtxA = 4 - a.. 

Invullen in y = a.x geeft yA = a.( 4 - a.) = 4a. - a.2. 
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b 

C 

4-a 

f (4x - x2 - ax)dx= [2x2 - ix3 - }ax2] t 0 = 

0 

(2(4 - a)2 - i(4 - a)3 - !a(4 - a)2) - (0) = 

(4 - a)2 • (2 - i(4 - a) - }a) = 

(4 - a)2 · (2 - 1 i + ia - }a) = 
(4 - a)2. (i - ka)= 

(4 - a)2 · !(4 - a) = 

~ · (4 - a)3 

Er moet gelden opp V = ! · 

~C4 - a)3 = H2x2 - ~l~ 
!(4 - a)3 = !(32 - 21 t - o) 
~(4 - a)3 =5i 
(4 - a)3 = 32 
4 - a=~ 

a=4 - ~ 

4 

f (4x - x2)dx 

0 

! l ! , ; , 

41 De inhoud is 7t J (Y1 - x)2 dx - n J x2 dx ofwel 7t J (Y1 - x)2 - x2 dx. 

, 0 , 0 0 

n r cV1 - x)2- x2dx=n r 0 - x - x2)dx=n[x - ~ - ix3)i= 

0 0 

Pagina 190: 
3 3 3 

42a v.,= f Y1+(1(x))2 = f Y1+(i ·1,5i)2 dx= f Yl+xdx= [~O+x)'-5
] ~ = 

0 0 0 

(~(1 +3)'-5) - (~(1 +0)'-5)=~·4Y4- ~· 1V1 =~·7=4~ 
3 3 3 

b 7t f (0,9x"5
)
2dx - n f (0,5x"5

)
2dx=n f (0,81x3 - 0,25x3)dx= 

0 0 0 
3 3 

EXAMENVOORBEREIDING 

1t f (0,81x3 - 0,25x3
) dx = 7t f (0,56.x3

) dx = n[0,56 · !x4 g = 7t · 0, 14 · 34 = 11,34n 

0 0 

43 Voor de snijpunten geldtf.
2
(x) = x. 

12+6Yx - 12=x 
6Yx - 12=x - 12 
x - 12 = 0 of 6 = V~x -- 1-2 

x= 12 of x=48 
48 

f 02+6'1/x - 12 - x)dx= [12x+6· ~Cx - 12) .. 5 - }rl~~ = 

12 

(12. 48 + 4. (48 - 12)1.5 - 0,5. 482) - (12. 12 +4 (12 - 12)1.5 - ! . 122) = 
(576 + 4 · (36)15 - 1152) - (72) = 216 
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44a 2log(36) - 2log(9) + 2log(5) = 2log(
3

9

6 
x 5) = 2log(20) 
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b 

C 

d 

e 

f 

EXAMENVOORBEREIDING 

! · 5log (49) + 2 · 5log (3) = 5log (V49) + 5log (32) = 5log (7 · 9) = 5log(63) 

2 + 6log(x) = 6log(36) + 6log(x) = 6log(36x) 

(
81p2) - 3+ 4log((9p)2)= 4log(4-3)+ 4log(81p2)= 4log 64 

81og(2a) + 81og(a + 3) = 81og(2a(a + 3)) = 8log(2a2 + 6a) 
4 . o.•log(x) _ o.•1og(x2) = o.11og(x4) _ o.•1og(x2) = o.•1og(x2) 

4 5a 2log(a)+ 2log(b)=3 C a+4 =2b2Vb 
b21=ia+ 2 21og(ab) = 2log(8) 

ab= 8 
8 

b=-
a 

1 ' b= (2a + 2)• 

b = '\1' (~a + 2)2 

b a+!· 31og(b)=5 

3log(b) = 10 - 2a 

b = 310- 2a 

d 3Va + V16a - 2b= o 
2b=3Va+4Va=7Va 
b= 3!Va 

4 6 a De pijlenketting van/ is: x ~ ... ----'.!:.!4- ... ' log CJ f(x) 
1 . 

De omgekeerde pijlenketting is: i(x) x-:; ... ~ ... ~ x 

De inverse functie is i(x) = -i · (2x - 18) = 6 -i · 2x. 

b D "l k · · x ? - 1 ' log ( ) - ? ( ) e p1J en ettJ ng van g 1s: x ~ .. . ----=-..:....,. .. • ··· .. • ~ g x . 
1 

De omgekeerde pijlenketting is: i(x) ~ ... ~ ... ~ ... ~ x. 

De inverse functie is i(x) = !(3x+2 + 1 ). 

D "l k · h' x - 1 +5 3- x ? h() c e p1J en ettJ ng van 1s: x ~ .. . ~ .. . ---"----,- .. . ~ x . 

D k d "l k · · '( ) x-1 - 5 ( og ( ) · ? e omge eer e p1J en ettmg 1s L x f-"----'- ... +---"- .. . ··· ... ~ x. 

De inverse functie is i(x) = - 1 x (3log (µ) - 5) = 5 - 3log (!x) 

d D "l k . k . - • (\)- X - 1 + JO k ( ) e p1J en ettJng van 1s: x ----=-..:....,. ... ~ ... ~ ... ---'--"'-,- x . 
De omgekeerde pijlenketting is i(x) ~ ... l0 RL> ... ~ ... ~ x vind je 

de inverse i(x) = + 1 + hog( - 1 (x - 10) = 1 +hog(10 - x). 

Pagina 193: X = - t + t · 310g (7) 

47a 8 .4x+2 = 1 d 2+5•?4X=17 
23 . (22y+2 = 20 5.74x=15 

3+2x+4=0 ?4x= 3 

2x= - 7 4x = 7log(3) 

x= - 3i X = i · 710g (3) 

b is . 5x+3 = 5 . (!)x e 6 - 3log(x+4)=5! 
5 -2 · y+3 = 5 · 5-x 31og (x +4) = ! 

- 2+x+3=1 - x 
1 

x+4= 3; 

2x=O x=3l - 4=Y3 - 4 

x=O f 3 · 4log(x - 4) = 6 

C 32x+ 1 = 7 4log(x - 4) = 2 

2x + 1 = 3log(7) x - 4=42 

2x = 3log(7) - 1 x=20 

48a ln(2x - 1)=3 b 2e5 -x = 3 

e5-x = 1 t 2x - 1=e3 

2x=1+e3 

x=!+!e3 

232 

5 - x= ln(lt) 

x=5 - In(1t) 
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C 

4 9a 

b 

50a 

b 

C 

d 

e 

f 

51a 

b 

C 

d 

52a 

EXAMENVOORBEREIDING 

Yin (x) = 1 ~ 
In (x) = ( 102 = 2! 

? ! x= e-• 

b = 3e20- 1 

!b=e2a-• 

2a - 1 = In (!b) 

2a = 1 + In (!b) 

a = ~ + ~ · In (!b) 

b= 21n (a - 5) 

!b=ln(a - 5) 
1 

a - 5 =e,b 
1 

a= 5 +e;b 

Pagina 194: 

1 1 3 
f' (x) = In (2) · 3x + 5 · 3 = (3x + 5) · In (2) 

g'(t) = 1500 · 0,94' · ln(0,94) 
- 1 2 

s'(u) = - 2(1 - ln (u))-2 
• -= ( 

1 
( ))? 

u u1 - nu -

h' (x) = 1 · ln2 (x) + 2x · In (x) · ..!.= ln2(x) + 21n (x) 
, X 

k'(x) = 3x- +i · ln(3) · 2x 

d (3- - x3 =4 

2 - .x'=ln(4) 

.x'=2 - ln(4) 

X ='\Y'2 - Jn (4) 

C b = ln(2a) + ln(3a) 

b = ln(6a2) 

6a2 =eb 

a2= !eb 

a = vfi} of a = - vfi} 
Alleen de eerste oplossing voldoet. 

d b = ea2+• 

a2 + 1 = ln(b) 

a2= ln(b) - 1 

a= Yln(b) - 1 of a = - Yin (b) - 1 

Beide oplossingen voldoen. 

j(t) = 250 · (1 + 15 · e -O.JS,) - I 
0 . o · ~5 

j'(t)= - 250· (1 +15·e- .iM,) -2 · 15·e- .il!I. - 0,18= . . 
. eO.INI. (1 + 15 . e -0.11!1)2 

F(x) = 5e3x+2. ! = 1 fe3x+2 + C 

2x - 1 2 
g(x) = --- x-2 

J? X 
1 

G(x)= 2lnlxl +x-• + c= 2lnlxl +-+ c 
X 

- 1 3. 3s-x 
H(x)=1~·1n(3) .3s -x+c= - 2ln(3) +c 

K(x)=4 In l3x - 5I+ c 
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b .f{x)=Ogeeftx2 - 4=0dusx=2 of x= - 2. 

c Als x~ - oo dan e'~ 0 en ookf(x) ~ 0. 

De horizontale asymptoot is y = 0. 

d f'(x)=2x·e'+(.x2 - 4)·e' 
2x. ex+ (x2 - 4). ex= 0 

(x2 + 2x - 4). ex= 0 

x2+2x - 4=0 
- 2±V20 

x=----
2 

x = - 1 - VS of x = - 1 + VS 
e f( - 1 - VS)= (( - 1 - VS)2 - 4) · e- •-vs ""0,25 

JC - 1 +VS)= cc - 1 +vs)2 - 4). e- •+vs "" - 8,s1 

f Er moet gelden F'(x) = f{x) 

F'(x) = (2x + b) · e' + (x2 + bx + c) · e' = (x2 + 2x + bx + b + c) · ex 

Dus is b = - 2 en is c = - 2. 

g De grafiek van f ligt dan onder de x-as dus is de oppervlakte 
2 

-f (.x2 - 4)·e'dx=[(.x2 - 2x - 2)·e'] ; 2 = 

- 2 

((- 2)2 - 2 · - 2 - 2). e -2 - (22 - 2. 2 - 2). e2 = 

(4 +4 - 2) · e - 2 - (4 - 4 - 2) · e2 = 6e -2 + 2e2 ("" 15,6) 

53a C'(t) = 160(e-0·21 • - 0,2 - e - 1 
• - 1) = - 160(0,2e-0·21 - e-1

) 

C'(O) = - 160(0,2e0 - e0) = - 160 · - 0,8 = 128 > 0 

Dus de concentratie van het medicijn gaat direct na het injecteren stijgen. 

b Er moet gelden C'(t) = 0. 
- 160(0,2e-021 - e-1) = 0 
o,2e-0·21 = e-1 

e-021 = se-1 

eo.s, = 5 

0,8t = ln(5) 

t = 14
1 · In (5) 

nltlx 
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54 Voor de lengte L van het lijnstuk AB geldt L(p) = f(p ) - g(p) = 4ln(p) - (ln(p))4. 

55a 

Deze lengte is maximaal als L' (p) =4 · .!_ _ 4(1n (p))3 • .!_ = 0. 
p . p 

4 - 4Jn 3(p) 0 

p p 

In 3(p) = 1 dus p = e. 

De maximale lengte is L(e) = 41n (e) - (In (e)) 4 = 4 - 1 = 3. 

2 1 2 
<-=-

1 + e' 100 200 

1 +e'> 200 

e'> 199 

x> ln(199) 
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b Er moet gelden F'(x) = j(x). 

1 2(1 +ex) 
F' (x) = 2 - 2 · . ex= ---

1 +e 1 +e 
2~ 2 --- --

1 +e 1 +e 
f(x) 

In (3) 

c f 2 
dx=[2x - 2ln(1+~)]

0
111 <J> =(2·1n(3) - 2ln(1+3)) - (0 - 21n(1+1))= 

1 +e 
0 

2ln(3) - 2ln(4) + 2ln(2) = ln(9) - ln(16) + ln(4) = ln(2!) 

d Er moet geldenf(x) + f(- x) = 2. 
2 2 2 2ex 2(1 +ex) 

--+ + 2 
1 + e 1 + e-x 1 + ex e + 1 e + 1 
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56a Er geldtf'(x) = 0. 

! , (x) = 8~ - 8x~ 
(e)2 

8exc:x~;~ 0 

sex- 8x~=0 

8ex(1 - x)=O 

x=1 

b De hoogte van het vierkant is 2, dus er moet geldenf(x) = 2. 
Invoer: Y1 = 8X/e"(X) en Y2 = 2 
Venster: Xmin = 0, Xmax = 5, Ymin = 0, Ymax = 5 
Optie: CALC, intersect (Tl) of G-Solv, ISCT (Casio) 

De oplossingen zijn x"" 0,3574 en x"" 2,1533. 
De beide oplossingen verschillen minder dan 2 van elkaar, dus een vierkant met 

zijde 2 past niet in dit gebied. 
c Er geldtf(x) = gn(x). 

8x 8nx 

1 n 

~ (n - 1) = n 
1 

x(n - 1) = ln(n), dus x=--ln (n). 
n - 1 

1 
d Voor het tweede snijpunt van g

3 
enfgeldtx = 

3 
_ 1 In (3) = !In (3). 

57a 

}1nf(3)( 24x 8x) 
De oppervlakte is e3x - ~ dx "" 0,4637 

0 
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1 1 
f' (x) = - dus is f' (e) = - . 

E X J"k' d e kJ" . J b en verge IJ mg van e raa IJn 1s y = -x + . 
e 
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1 
De coördinaten van E invullen geeft 1 = - · e + b, dus b = 0. 

e 
Dus de raaklijn gaat door (0, 0) . 

e e 

b 7t J (ix)2dx - n J (in(x))2dx. 

0 1 

De rekenmachine geeft ""2,8466 - 2,2565 ""0,59. 
c De oppervlakte is O(x) = x · - ln(x) = - x ln(x). 

1 
Deze is maximaal als O'(x) = 0 dus als - 1 · In (x) - x · - = 0. 

X 
- ln(x) - 1 = 0 
ln(x) = - 1 

1 
x=e-1 =­

e 

d Er moet gelden x
8 

= 5xA en ln(x,1) = - In (x
8
). 

58a 

b 

C 

d 

e 

f 

Combineren geeft de vergelijking: 
ln(x) + ln(5x) = 0 
ln(5.x2) = 0 

5.x2 = 1 

x = vf of x = -vf . Alleen x = vf voldoet. 
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sin(23rn) = sin(l rn) = - 1 

cos (3 ~) = cos ( - !re) = cos (!re) = tvi 
tan( - 2in) = tan{kn) = 1 
sin (1 pc)= - sin (pc)= - tV3 

1 5 5 ), /;:; 
COS (7 ó7t) = COS ( - ó7t) = COS (ó7t) = - 2V3 
cos ( - 3pc) = cos(pc) = ! 
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59a 2sin (x) = - V3 
sin(x) = - tV3 

b 

C 

d 

60a 

x = 1 in of x = 1 pc 

sin(x) + cos(x) = 0 
sin(x) 

0 --+1= 
cos(x) 
tan (x) = - 1 

3 f' 1 3 x=vc O x= VC 
1 + 2sin(x) = 0 
sin(x) = - t 
X = 1 tJC Of X = 1 be 
cos2 (x) = i 
cos (x) = - !V3 of cos (x) = !V3 

1 f' 2 f' 1 1 f' 12 x=pc o x=pc o x= pc o x= pc 

. 16 + 8 
Evenwichtsstand y= 

2 
12, periode 13 - 5 = 8, amplitude 4, 

5+9 
verschuiving -

2
- = 7. 

Dit geeft s(x) = 12 +4sin c2t (x - 7)) = 12 + 4sin (!n(x - 7)). 
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b De horizontale verschuiving is 9. De overige parameters zijn dezelfde. 
c(x) = 12 +4cos <2;(x - 9)) = 12 + 4cos (!n(x - 9)) 

61 a sin (2x - 4n) = 4V3 
1 1 f' 1 2 2x - 2n = 3n + k · 2n o 2x - 2n = 3n + k · 2n 

2x = ~n + k · 2n of 2x = 1 !n + k · 2n 
x=i52n+k·n of x=(2n+k·n 

b 2cos(3x) = 1 
cos (3x) =4 
3x = !n + k · 2n of 3x = - !n + k · 2n 

1 2 f' 1 2 
X = 9n + k · 3n O X = - 9n + k · 3n 

c sin (x + kn) = cos (3x) 

cos (!n - (x +in))= cos (3x) 

cos (in - x) = cos (3x) 

3x = !re - x + k · 2n of 3x = - kn + x + k · 2n 
4x=!n+k· 2n of2x= - in+k· 2n 

1 k I f' 1 k X = T67t + · 2n O X = - gn + · n 
d sin (3x) = sin (x - !n) 

3x = x - ~ + k · 2n of 3x = n - x + !n + k · 2n 

2x = - ~ + k · 2n of 4x = 1 !n + k · 2n 
1 k f' 1 k 1 X = - ii7C + · n O X = 3n + ' Ïn 

e 2sin2(x) + sin(x) = 1 

2sin2(x) + sin(x) - 1 = 0 
(2sin(x) - 1) · (sin(x) + 1) = 0 
sin (x) = ! of sin (x) = - 1 

x = ~ + k · 2n of x = ~n + k · 2n of x = 14n + k · 2n 
f 2cos2(x) - sin(x) = 1 

62a 
b 

C 

d 

e 

f 

2(1 - sin2(x)) - sin(x) - 1 = 0 
- 2sin2(x) - sin(x) + 1 = 0 
2sin2(x) + sin(x) - 1 = 0 (zie opdracht e) 

x = !n + k · 2n of x = ~n + k · 2n of x = 1 !n + k · 2n 
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f'(x) = 3cos(2x) · 2= 6cos(2x) 
g'(x) = 3 · 2cos(x) · - sin(x) = - 6sin(x)cos(x) 

h'(x)= cos(x)· (1 +sin(x)) - sin(x)cos(x) _ cos(x) 
(1 + sin (x))2 (1 + sin(x))2 

k'(x) = - sin(3x2 + 2) · 6x = - 6x · sin(3x2 + 2) 

1 4cos(4x) 
m'(x)= ·cos(4x)·4=----

2 + sin (4x) 2 + sin (4x) 

'( ) - 2sin 2 (2x) - cos (2x) · cos (2x) · 2 
n X = 

(sin (2x))2 

'() - 2(sin2 (2x)+cos2 (2x)) 
n X = 

(sin (2x))2 

- 2 
n'(x)=(. ( ))' sm 2x -
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63a F(x) = - 3 · !cos (2x) = - 1 !cos (2x) + c 

b G(x) = - 3sin (kn - x) + c 

c H(x)=4x - 6sin(!x)+c 
d K(x)=x2 - ~os (6 - 3x) +c 

(
3x+ 1 + 3x - 2) (3x+ 1-3x+ 2) 

64a sin (3x + 1) + sin (3x - 2) = 2sin · cos 
. 1 1 2 2 

= 2sm (3x - y · cos (1 y 
b cos (2x) - cos (5x)= - 2sin(2x;Sx). sin(

2
x; Sx) = 

- 2sin (3 4x)sin (- 1 4x) = 2sin (3 4x)sin O 4x) 
C Sin (4x) - COS (3x) =COS (m - 4x) - COS (3x) = 

65a 

b 

C 

66a 

. (~ - 4x + 3x) .- (~ - 4x - 3x) . 1 1 . 1 1 - 2sm 
2 

·sm 
2 

= - 2sm(- 2x+vc)·sm(- 3 2x+vc) 

of 
sin (4x) - cos (3x) = sin (4x) - sin(~ - 3x) = 

(
4x - ~+ 3x) (4x+~ - 3x) 2sin 

2 
· cos 

2 
= 2sin (3 4x - ;bc) · cos (4x + ;re) 

Pagina 201 : 

ft.x) = 4sin(x) · cos3(x) - 4sin3(x) · cos(x)f(x) = 2 · 2sin(x)cos(x)(cos2(x) - sin2(x)) 
ft.x) = 2sin(2x)cos(2x) 
ft.x) = 2sin(2x)cos(2x) 
ft.x) = sin(2 · 2x) = sin(4x) 

iJ" ' sin(4x)dx= [- kcos (4x) ];; = (- kcos(2~)) - (- kcos (2n)) = k 
!n-. 

' 

Pagina 202: 
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De periode van x is 7t en de periode van y is ~n. 
De gemeenschappelijke is 2n, dus de periode van Kis 2n. 

b De raaklijn is horizontaal als dy = 0 en dx * 0. 
~ dt dt 

C 

d 

-=7cos (3t) · 3 =21cos (3t) 
dt 

21cos(3t) = 0 

cos(3t) = 0 

3t=~+k ·7t 

1 k 1 t=tn+ . pc 

dx = - 1 Osin (2t) 
dt 
- 10sin(2t) ::t: 0 

2t ::t: k·1t 

t * k-~ 
Op [O, 2n] gaat het dan nog over t =be , t =pc , t = 1 be , t = 1 pc. 
Dus de punten met een horizontale raaklijn zijn (2t 7) en (2t - 7). 

De raaklijn is horizontaal als dx = 0 en dy * 0. 
dt dt 

Dan volgt met behulp van opdracht b de oplossing t = k · ~ en r * be+ k · pc. 
Op [O, 2n] gaat het dan nog over t = 0, t = n en t = 2n. 
Dus het punt met een verticale raaklijn is (5, 0). 

Er moet gelden y = 0. 
7sin(3t) = 0 
3t= k · 1t 

t=k. pc. 
Er moet ook gelden x = - 2,5. 
5cos(2t) = - 2,5 

cos (2t) = - 4 
2t = ~ + k · 2n of 2t = - ~ + k · 2n 
t = pc + k · n of t = - pc + k · n 

D 1 . .. 1 2 1 1 12 e op ossmgen ZIJn t = pc, t = pc, t = pc en r = pc. 

67a De periode van x is~ en de periode van y is ~ -

De gemeenschappelijke periode is 2n, dus de periode van de kromme is 2n. 
dx 

b dt = 15cos (3t) 

15cos(3t) 

cos(3t) = 0 
3t=~+k ·7t 

1 1 
t=trt+k· pc 
dy 
dt = - 8sin (4t) 

- 8sin(4t) = 0. 
sin(4t) = 0 

4t = k · n, dus t = k · !rn 
De gemeenschappelijke oplossingen zijn t =~ent= 1 ~­
De bijbehorende punten zijn (- 5, 2) en (5,2). 

c Voor de snijpunten met de y-as geldt y = 0. 

Dit geeft sin(3t) = 0 dus t = k · pc. De bijbehorende punten zijn (0, -1) en (0, 2) . 
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dy - 8sin(4t) 

dx 15cos(3t) 

De hellingen berekenen geeft: 
- 8 ·O 

t = 0 t = n ent= 2n: = 0 
' 15 · 0 

t=trr: 
- 8sin (~n) 

15cos(n) 
- 8 · - tV3 

15 · - 1 

t = ffi
32 

: - 8sin (Jn) - 8 · tv'3 _ ±.v'3 
15cos(2n) 15 15 

- 8sin(4·1!n) - 8· - }V3 
t = 1 pt1 

: - - ±.v13 
15cos(3 · 1 !n) 15 - 15 

? - 8sin(4 · 1 ~n) - 8 · tv'3 4 .r;; 
t=lpc- : v3 

15cos(3. 1 ~n) 15 · - 1 ïs 

d De bijbehorende t-waarden zijn t =~ent= 1 ~-

68a 

Invullen in de rekenmachine van deze waarden om dy/dx te berekenen geeft een 

foutmelding. Dus neem bijvoorbeeld de waarden t = 1,57 en t = 4,71. 
Dit geeft voor het punt (-5, 2) de helling dy/dx"" - 0,71 en voor het punt (5, 2) de 
helling dy/dx ""0,71. 

Pagina 203: 

y 

4 

- 2 

------'<--0:+----t--4 X 

Î 

t 1 

b Er moet gelden y = t. 
3cos (2t) =t 
cos (2t) = ~ 
2cos 2 (t) - 1 = ~ 
cos2 (t) = ?2 

cos(t)=~of cos(t)= - ~ 

Danisx=3cos(t)=3· - ~= - 3· Y~·?2 = - h121 of x=3·~=tV2i. 
De snijpunten zijn (- t€JJ)en (tV21,t). 

c y = 3cos (2t) = 3 · (2cos2 (t) - 1) = 6cos2 (t) - 3 =~x2 - 3 

d Omdat - 1 ~ cos(t) ~ 1 geldt - 3 ~ 3cos(t) ~ 3 dus - 3 ~x ~ 3. 

Het domein is [ - 3, 3]. 

69a De periode van zowel x als y is 2n. De kromme heeft dus ook periode 2n. 
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21! 

b f V(x'(t))2 + (y'(t))2 dt= 

0 
21! 

f V (- 2sin (2t) + sin (t))2 + (2cos (2t) + cos (t))2 dt"" 13,36 

0 

70a dx=6· - sin(t)+2· - sin(3t)·3 
dt 

b 

C 

d 

dx 
- = - 6sin (t) - 6sin (3t) 
dt 
dx 
dt = - 6(sin(t)+sin(3t)) 

: = - 6 . 2sin( t +2 3t) . cos( t -2 3t) 

dx 
- = - 12sin (2t)cos( - t) 
dt 
dx 
dt = - 12sin(2t)cos(t) 

dy 
- = 6cos(t) + 6cos(3t) 
dt 

:~ = 6. 2cos(t+23t). cos(t -23t) 

dy 
dt = 12cos(2t) · cos( - t) 

dy 
- = 12cos(2t)cos (t) 
dt 

Er is een horizontale raaklijn als dy = 0 en dx * 0. 
dt dt 

Er is een verticale raaklijn als dx = 0 en dy * 0. 
dt dt 

12cos(2t)cos(t) = 0 
cos(2t)cos(t) = 0 
cos(2t) = 0 of cos(t) = 0 
2t =in+ k · n of t =in+ k · n. 

1 k I f' 1 k t = 4n + . 2n O t = 2n + . n 

- 12sin(2t)cos(t) = 0 
sin(2t) = 0 of cos(t) = 0 
2t = k · n of t =in+ k · n 

t = k · in of t = in + k · n 

Op het interval [O, 2n) is er een horizontale raaklijn voor 
1 3 1 1 3 ( 1 1 1 Id ·) t= 4n, t= 4n, t= 4n, t= 4n t=î7tent= î7CVO oen met. 

De punten zijn: (2V2,4V2), (- 2V2,4V2), (- 2V2, - 4V2) en (2V2, - 4V2). 

Op het interval [O, 2n) is er een verticale raaklijn voor t = 0 ent= n 
(t = !n ent= 1!n voldoen niet). 

De punten zijn (8, 0) en (- 8, 0). 
dy 

Er moet gelden dx = 1 

12cos (2t)cos (t) 
------=1 
- 12sin (2t)cos (t) 
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cos (2t) 
1 

- sin (2t) 

cos(2t) = - sin(2t) 

2t=}n+k·n 

t=in+k·4n. 
Op het interval [O, 2n) geeft dit t = in of t = be of t = 1 ~ of t = 1 be-

Pagina 204: 

71 a sin(x) + sin (2x) = 0 
sin(x) + 2sin(x)cos(x) = 0 
sin(x) · (1 + 2cos(x)) = 0 
sin (x) = 0 of cos (x) = - 4 

De x-coördinaat van Bis een oplossing van cos (x) = - 4. Dus is x
8 

= ~-
b Er moet gelden f,, (tn) = 0. 

1:cx) = cos(x) + 2a. cos(2x) 

cos (~n) + 2a · cos (2 · ~n) = 0 
- }V3 + 2a · 4 = 0 
a=!V3 
Invoer: Yl = sin (X) + V3 · sin (2X) 
Venster: Xmin = 0, Xmax = n , Ymin = -2, Ymax = 2 
Optie: CALC, maximum (Tl) of G-solv, MAX (Casio) 

De oplossing is x"" 0,96. 
n n n 

c J (sin(x)+a·sin(2x))dx= Jsin(x)dx+a· Jsin(2x)dx= 

0 0 0 
n n 

J sin(x) dx + a · 0 = J sin(x)dx 
0 n O 

Dit geldt omdat J sin (2x) dx = 0 vanwege de puntsymmetrie van y = sin (2x) en 

0 

het integratie-interval [O, n] ten opzichte van het punt (4n,O). 
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72a V(t) = OQ ·ON= sin (t) · }0 + cos (t)) 
W(t) = RS ·RA= 4sin(t) · (1 - cos(t)) 

V(t) = 3 · W(t) 

b 

sin(t) · 40 + cos(t)) = 3 · !sin (t) · (1 - cos(t)) 
(1 + cos(t)) = 3 · (1 - cos(t)) 

4cos(t) = 2 
cos(t)=} 
Omdat O < t < 4n volgt t = tn. 

ON RS 40 + cos(t)) 4sin(t) 
Uit - = - volgt-----

OQ RA sin (t) 1 - cos (t) 

40 + cos(t))(l - cos(t)) = hin(t)sin (t) (kruislings vermenigvuldigd) 
(1 + cos(t))(l - cos(t)) = sin(t)sin(t) 

1 - cos 2 (t) = sin 2 (t) 

sin 2(t) + cos 2(t) = 1 
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C 

Dit geldt voor elke waarde van t. 

ON RA 4C1+cos(t)) 1 - cos(t) 
Uit - = - volgt-----

OQ RS sin(t) 4 sin (t) 

4(1 + cos(t)) · !sin (t) = (1 - cos(t)) · sin(t) (kruislings vermenigvuldigd) 
1 + cos(t) = 4(1 - cos(t)) 

1 + cos(t) = 4 - 4cos(t) 

5cos(t) = 3 
cos (t) = i 
De zijde van het vierkant ONPQ is dan ON= 4C1 + ~) = l 
De zijde van het vierkantATSR is dan RA= 1 - ~ = f 

Pagina 206: 

73a Laat R' de projectie van Rop de x-as zijn en laat P' de projectie van P op de lijn 
RR' zijn. Dan is x

1
, = OR'+ P'P. 

{

LOR'R= m 
6.0RR' LROR'= t 

LORR'=t,r. - t 

{

LRP'P=t,r. 

6.RPP' LPRP'= LORP - LORR'= in - (in - t) = t 

LRPP'=n - LP'RP - LRP'P=t,r. - t 

Dus 6.0RR' en MPP' zijn gelijkvormig. 

OR= 1 en RP = t, dus 6.RPP' is een factor t groter dan 6.0RR'. 

OR'= cos(t) en RR' = sin(t), dus PP' = t · RR' = t · sin(t) 

Invullen in x
1
, =OR'+ P'P geeftx

1
, = cos(t) + t · sin(t). 
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73b x'(t) = - sin(t) + 1 · sin(t) + t · cos(t) = t · cos(t) 
y'(t) = cos (t) - 1 · cos (t) - t · - sin(t) = t · sin (t) 
v(t) = Y(x' (t))2 + (y2(t))2 

v(t) = V (t · cos (t))2 + (t · sin (t))2 

v(t) = Yt2 
• cos 2 (t) + i1 · sin 2 (t) 

v(t)= Yf· (cos2 (t)+sin2 (t)) 

v(t) = W = t 11 11 

c De lengte van de baan is f v (t) dt = f t dt = [4t2] : = (t,r.2) - (0) = 4n2
• 

0 0 

74a Er is een horizontale raaklijn als y(t) een uiterste waarde bereikt. 
Dat is onder andere het geval als sin (2t) = 1. Dit geeft 2t = t,r., dus t = !n. 
Het bijbehorende punt op de kromme is (V2, 1 ). 
Dankzij de symmetrie zijn de andere punten (V2, - 1), (- V2, 1) en (- V2, - 1). 

De oppervlakte van de rechthoek is 2V2 x 2 = 4V2 "" 5,7. 

b y= sin(2t) 
y = 2sin (t)cos(t) ~-
y = 2cos (t) · Vsin2 (t) want sin (t) ~ 0 voor O ~ t ~ 4n 
y = 2cos (t) · Y1 - cos2 (t) 

y = 2cos (t) · Y1 - ~(2cos (t))2 

y=x- V 1- ~x2 
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Pagina 211 : 

75a Driehoek BCH is een stomphoekige driehoek, dan ligt het snijpunt van de 

hoogtelijnen buiten de driehoek. De hoogtelijnen zijn HD, BE en CE . Deze 

snijden elkaar in punt A. 

C 

, 
I 'H' , , 1 

1 , 1 

,, ' IL 
~-----• -------------

A F 8 

b Punt Bis het snijpunt van BE, BC en BF, dus punt B is het snijpunt van de 

hoogtelijnen van driehoek ACH. 

76a Eerst een analysefiguur. 

b 

C 

D 

A 

I 
I 

E 

I 
I 

I 

I 
I 

I 

I 
I 

8 

Als AB Il DC en AD Il CE, dan is AECD een parallellogram (definitie). 

Hieruit volgt EC = BC. Dus driehoek BCE is gelijkbenig. 

LBEC = LEBC (geLUkbenige driehoek) } ::::} LDAB = LEBC = LABC 
LDAB = LBEC (F - hoeken) 

Eerst een analysefiguur. 

I 

A 

F 
• 

I \ 
I \ 

I \ 
I \ 

I \ 
I 

I \ 
I \ 

I \ 

' 

8 

Verleng de zijden AD en BC tot ze snijden in punt F. 

Noem LBAD= a,dan is LFDC= a(F-hoeken) . 

Hieruit volgt LADC= 180° - a(gestrekte hoek) (1). 

Ook is LABC = a(opdracht b), dan is LFCD= a(F-hoeken). 

Hieruit volgt LBCD = 180° - a(gestrekte hoek) (2). 

Uit (1) en (2) volgt L. ADC = LBCD. 
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d Eerst een analysefiguur. 

D N C 
, 

' , 
' , 
' , 
' , 
' , 
' , 
' , 
' , 
' , 
' , 
' 

A M 8 

Teken lijnstukken MN, AN en BN. 

AD= BC (gegeven) } 
LADN = LBCN (opdrachtc) ::::} 6.ADN :::: 6.BCN (ZHZ)::::} AN= BN 

DN = CN (gegeven) 
Dan is driehoek ABN gelijkbenig, dan valt zwaartelijn MN samen met de 

hoogtlijn uit de top. 

Dus L AMN = 90°. Hieruit volgt dat MN en AB elkaar loodrecht snijden. 

e In opdrachtc vond je: 

77a 

Als LEAD= a , dan is LBCD = 180° - a. 

Dus LBAD + LBCD = a+ 180° - a= 180°, hieruit volgt datABCD een 

koordenvierhoek is (Omgekeerde koordenvierhoekstelling). 

C 

D -

' ' 

, -- ' ·­,., E ... 

b L. A = 90°, dan ligt punt A op een cirkel met middellijn BC ( Omgekeerde stelling 

van Thai es). 

Gegeven is datFhet midden van BC (zwaartel(jn), dan is Fhet middelpunt van 

de cirkel. 

Daaruit volgt AF= BF = CF (straal), dus BC = 2 · AF. 

c Noem L ABC= /3, dan is L. AFC = 2/3 (omtrekshoek). 

LADB = 180° - 90° - 4/3 = 90° - 4/3 (hoekensom). 

Hieruit volgt LBDC= 90° + 4/3 (gestrekte hoek). 

Als CDEF een koordenvierhoek is, dan geldt L.EDC + LEFC = 180° 

(koordenvierhoekstelling). 

Invullen geeft 90° + 4/3 + 2/3 = 180° ::::} 24/3 = 90° ::::} /3= 36°. 
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78 Eerst een analysefiguur maken. 

79a 

b 

Noem LPTQ = a en LAQT = /3. Deze hoeken zijn constant (constante hoek), 

ongeacht de positie van Top cirkel c
2

• 

Dan is LTAQ = 180° - a - /J(hoekensom). 

Hieruit volgt LPAQ= a+ /J(gestrekte hoek). 

Omdat LPAQ een constante waarde heeft, heeft PQ een vaste lengte. 

E 
' ' ' ' 

A, C M s ,B 

\ I 
\ I 

\ , 
' , 
' 

, 
' 

, 
' 

, 
' _____ ... 

NoemLDMB=a 
Gegeven is bg DE= bg BD, dan is LDME = LDMB = a . 

EM = DM (straal), dus LDEM = 1(180° - a) = 90° - ia (1). 

BM = DM (straal), dus LDBM = i080° - a) = 90° - ia (2). 

D ligt op de middelloodlijn van BC, dan is DC = DB, dus LDCB = LDBC (3). 

Uit (1), (2) en (3) volgt LDEM = LDBM = LDCB. 

E 

A' 
1 

\ 
\ 

\ 

' 

C 

' ' ' ' ' 

M S 

' \ 

' , ----

' ' ' ' ' ' ' 

, , 

, 

, , , 

' 
,B 

I 

Uit LDEM = LDCM volgt (omgekeerde stelling constante hoek) dat D,E,C en M 
op één cirkel liggen en dus is DECM een koordenvierhoek. 
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soa 

Pagina 212: 

Teken de hulplijnen MS en MQ. 

Dan is LMQS = 90° (raaklUn), want QS is de raaklijn in Q aan de cirkel. 

Omdat LMPS = LMQS = 90° liggen P, Q, M en Sop één cirkel (omgekeerde 

stelling constante hoek) en dan is MSQP een koordenvierhoek. 

b Gegeven is dat de lijn PS evenwijdig AM is. 

MSQP is een koordenvierhoek dus LMSP = LMQP (constante hoek) (1). 

Omdat 6.AMQ gelijkbenig is (AM en MQ zijn even lang) is LMAQ = LMQA (2) . 

Uit het evenwijdig zijn van PS en AB volgtL.MSP= LBMS (Z-hoeken) (3). 
Uit(l), (2) en (3) volgtL.MAP = LBMS en dus APIIMS (F-hoeken). 

Dus geldt voor AMSP dat de overstaande zijden evenwijdig zijn en dus is AMSP 

een parallellogram. 

c Teken hulplijn SB. 

A~---_.,:;....._ __ _. 
M 

D 

OmdatAP//MS is LPQM = LSMQ (Z-hoeken) (4) 

Uit (1 ), (3) en ( 4) volgt LSMQ = LSMB. 

MS=MS } 
MQ = MB (straal) ::::} 6.MSQ :::: 6.MSB (ZHZ) ::::} SB = SQ. 

LSMQ=LSMB 
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81 a Teken hulplijn CN. 

I 
I 

I 

I , , 
I , 

N 

I 

Omdat Nhet midden van boog AB is geldt LECN = LFCN. 

CN=CN } 
LE= LF ( = 90°) ::::} 6.ECN :::: MCN (ZHH) ::::} NE = NF 

LECN=LFCN 
b Teken AN en NB. 

NE = NF (opdracht a) } 
LAEN = LBFN ( = 90°) ::::} 6.AEN :::: 6.BFN ::::} AE = BF 

AN= NB (koorden van geLUke bogen) 

82 Eerst een analysefiguur maken. 

C 

G 

Terugredeneren: Als AHBI een parallellogram is dan delen de diagonalen elkaar 

middendoor. 

Noem LAFB= aenL.AGB = /3. 

Omdat AB= BG is LBAG=LBGA. 
Verder is LABG= 180° - LBAG - LBGA = 180° - 2/3 (hoekensom). 

Dan is LABC = 2/3 (gestrekte hoek). 

Hieruit volgt LAB!= /3 (bissectrice). 

Dus zijn LBAG en LAB! Z-hoeken met als gevolg AHIIBI. 
Op dezelfüe manier bewijs je dat All/BH. 

In vierhoek AHBI zijn de overstaande zijden evenwijdig en dus is AHBI een 

parallellogram waarin AB en Hl elkaar middendoor delen. 
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83 Eerst een analysefiguur. 

Teken de gemeenschappelijke raaklijn r. Noem LBAR = a. 
Dan geldt LA= LR

1 
= a(hoek tussen raaklfin en koorde) (1). 

Ook geldt L.R
1 
= L.R

2 
= a(overstaande hoeken) (2). 

LC = LR
2 

= a (hoek tussen raakl(jn en koorde) (3). 

Uit (1), (2) en (3) volgt LA= LC , dus dan zijn AB en CD evenwijdig (Z-hoeken). 

c, 

r 

Teken de gemeenschappelijke raaklijn r. Noem LBAR = a. 
Dan geldt LBAR = LR

1 
= a(hoektussen raakl(jn en koorde) (1). 

Ook in c
2 

geldt LDCR = LR
1 
= a (hoek tussen raakl(jn en koorde) (2). 

Uit (1) en (2) volgt LBAR = LDCR , dus dan zijn AB en CD evenwijdig (F-hoeken). 

84 Eerst een analysefiguur . 

C 

A 
' 

, , ... -- - - ... 
' ' 

' , ' , -- ---

' \ 

\ 
\ 

\ 
\ 

1 

Gis het voetpunt van Dop de hoogtelijn vanuitB. Noem LHBD = /3. 
Dan is EBDG een koordenvierhoek want LEED= LBGD = 90° (omgekeerde 

stelling constante hoek) en dus LGED = LGBD = /J(constante hoek) (1). 
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Nu een nieuwe analysefiguur. 

I 
I 
1 
1 
\ 

' 

C 

8 

H is het snijpunt van AC met de hoogtelijn vanuit B. 
Dan is in !:illCH met de hoekensom LC = 90° - /3. 
Dus is in MCD met de hoekensom LCAD = 180° - 90° - (90° - /3) = /3. 
Verder is vierhoek AEDF een koordenvierhoek want LAED + LAFD = 90° + 90° 

= 180°(omgekeerde koordenvierhoekstelling) 

Dus is LFED = LFAD = LCAD = /3 (constante hoek) (2). 

Uit (1) en (2) volgt LFED = LGED = /3 en daaruit volgt dat de lijnen EG en EF 
samenvallen en dus liggen E, Fen G op één lijn. 

Pagina 213: 

85ab Teken een driehoek ABC met AB= 6 cm, LA= 75° en LC= 60°, dus 

L.B = 180° - 75° - 60° = 45° (hoekensom) . 

A D 8 

Daarna teken je de bissectrice CD van hoek C. 

Het middelpunt van de cirkel door C en D ligt op de middelloodlijn van CD. 
De cirkel raakt AB in D, dus richt in D de loodlijn op AB op en snij deze met de 

middelloodlijn van CD om punt M te vinden. Teken de cirkel met middelpunt M 

door CenD. 

c LDCF= tLC= 30° (bissectrice)::::} LDMF= 60° (omtrekshoek) 

d LBFM = 360° - LBDM - LDMF - LDBF = 360° - 90° - 60° - 45° = 165° 

e LBDF = LDCF = 30° (raakl(jn en koorde) 

LBFD = 180° - 30° - 45° = 105° (hoekensom) 

LCFD = 180° - 105° = 75°(gestrekte hoek) 

LCAD= LCFD (=75°) } 
CD = CD ::::} MDC :::: 6.FDC (HZH) ::::} AD = DF 

LACD = LFCD (bissectrice) 
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86 Eerst een analysefiguur. 

/ 
I 

I 
I 

I 

,,. 
,,. ,,. 

M 

.,.. - - - -,,. ' 

I 
I 

I 

Teken hulplijn BC. Dan is LACB = 90° (Thales) . 

Omdat punt C het midden is van ED en LACB = 90° is BC de middelloodlijn van 

lijnstuk ED en dus is LEDE= LEED (1) . 

Verder geldt LAEF = LDEB (overstaande hoeken) (2). 

Omdat AF en BD beide een hoek van 90° maken met AB geldt AF// BD. 
Dus LF AE = LEDE (Z-hoeken) (3). 

Uit (1), (2) en (3) volgt LFAE = LFEA en dus AF= FE (geLUkbenige driehoek) . 

87a Eerst een analysefiguur. 

A' s 

1 
.J, 

8' 

A' is het voetpunt van A op de richtlijn en B' is het voetpunt van Bop de richtlijn. 

De raaklijn AS is de middelloodlijn van FA' (eigenschap parabool). 

Noem LASA'= aen LESB'= /3. 

AA'= AF (parabool) } 
AS= AS ::::} .6AA 'S :::: 6.AFS (ZZZ) ::::} LASA '= LASF = a 
A'S= FS (middelloodlUn) 

De raaklijn BS is de middelloodlijn van FB' (eigenschap parabool). 

BB' = BF (parabool) } 
BS= BS ::::} 6.BB'S :::: 6.BFS (ZZZ) ::::} LBSB' = LBSF = /3 

B'S= FS (middelloodLUn) 

Ook geldt LA'SB' = 2a+ 2/3= 180° (gestrekte hoek), dus hieruit volgt dat 

LASB = a+ /3= 90°. 

© Noordhoff Uitgevers bv 
251 



EXAMENVOORBEREIDING 

b Uit de congruente driehoeken volgt LAFS= LAA'S = 90° 

en LBFS = LBB'S = 90°, zodat LAFB = 90° + 90° = 180°. 

Hieruit volgt datA , Fen Bop één lijn liggen. 

88 Teken lijn AB, deze snijdt lijn min punt S. 

89a 

De verzameling van de punten op gelijke afstand van lijn men lijn AB liggen 

op de bissectrice van L.S. 

De verzameling van de punten op gelijke afstand van lijn men puntA liggen op de 

parabool met brandpuntA en richtlijn m. 

De verzameling van de punten op gelijke afstand van lijn men punt B liggen op de 

parabool met brandpunt B en richtlijn m. 

De punten C en D vind je door in puntA en B de loodlijn op te richten op AB en de 

snijpunten van de loodlijnen te bepalen met de bissectrice van L.S. 

Kleur dan de parabool links van C, lijnstuk CD en de parabool rechts van D, dit is 

de gevraagde verzameling. 

' 

Pagina 214: 

1 
1 

, 
' 

' ' 

, , , 
, -----

' 

... ::? 1 

s "' : 

I 

1 
1 

AB= BC en LABC = 90°, dus LACB = 45° (gel(jkbenige rechthoekige driehoek). 

LACE = 180° - 45° = 135° (gestrekte hoek). 

LACE +LADE= 135° + 45° = 180°, dus ACED is een koordenvierhoek 

(omgekeerde koordenvierhoekstelling). Daaruit volgt dat A, C, Een Dop één 

cirkel liggen (definitie koordenvierhoek). 

b LAED = LACD = 90° (constante hoek), dus driehoek AED is rechthoekig. 

Een rechthoekige driehoek met een hoek van 45° is een geodriehoek. 
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9 0 Eerst een analysefiguur. 

91a 

Q 

p 

Punt Sis het midden van PQ, dan is MS een loodlijn uitM op PQ (omgekeerde 

stelling loodl~jn op koorde). Dan ligt punt Sop een cirkel met middellijn CM 
(omgekeerde stelling van Thales). 

M 

-- ------------------;-

LP=LQ 

MQ=PR 

ML=MQ - LQ 

RL=PR-LP 

ML = RL 

R 

Hieruit volgt: L ligt op de middelloodlijn van MR (middelloodl~jn). 
b De meetkundige plaats is een deel van de parabool met brandpunt Men richtlijn k. 

De eindpunten van het betreffende deel van de parabool zijn de eindpunten van de 

cirkelboog. 

De top van de parabool vind je als het midden van het lood) ijnstuk vanuit Mop k. 

------------------;-
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' ' ' -' -"' "' , ' ' 
, '' I ,, 

I \ 

1 
1 
1 
1 
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' ' ' ' ' ' 

-- -
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' 

' ' \ 
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\ 
1 

, 1 
,, , I 

D 

'', ,, ...... .! - - - .... , ' , , , ). " 
, , ' , , ' --

' ' ' ' ' 

, 

' ' 

-
, , 

, , 

I , , , , 

Het middelpunt van de cirkels door D die AB raken, heeft gelijke afstand tot lijn 

AB en punt D, dus ligt op de parabool met richtlijn AB en brandpunt D. 

Het is niet noodzakelijk de parabool te tekenen, je vindt het middelpunt als volgt: 

Het middelpunt van de cirkel door D die AB raakt in A, is het snijpunt van de 

middelloodlijn van AD en de loodlijn op AB door A. 

Het snijpunt van deze cirkel en de omgeschreven cirkel is punt E. 
b L. ABD = LBFD en L. ACD = LCFD (hoek tussen koorde en raakl(jn). 

Dit geeftL.BFC= LBFD+ LCFD= LABD+ L ACD 

Dus LBFC + LBAC = L ABD + L ACD + LBAC = 180°(hoekensom driehoek). 

Hieruit volgt datABFC een koordenvierhoek is (omgekeerde koordenvierhoekstelling). 

93a 6.ABC is een gelijkzijdige driehoek, dus alle hoeken zijn 60°. 
6BDE is een gelijkzijdige driehoek, dus alle hoeken zijn 60°. 
Noem LABD = /3 . 

~~i~ LCBD ( = 60° + /J)} ::::} 6.ABE :::: 6.CBD (ZHZ)::::} AE = CD 

BE=BD 
b ASBC is een koordenvierhoek, dus LASB = 180° - LACB = 180° - 60° = 120° 

(koordenvierhoekstelling). 

LBSE= LEDE= 60° (constante hoek). 

Dus LASE = LASB + LBSE = 120° + 60° = 180°, dus hoek ASE is een gestrekte 

hoek. 

94 LABC = LADC = 90° (Thales). 

LBAC = LACD (Z-hoeken). 

LACB = 90° - LBAC en L.CAD = 90° - LACD (hoekensom driehoek). 

Hieruit volgt LCAD = LACB , dus ADI /BC (Z-hoeken). 

AB/ICD, AD//BCen LABC = 90°, dus vierhoekABCD is een rechthoek 

(parallellogram, rechthoek). 

b LCSE = LCDE + LDEM (buitenhoek driehoek). 

LDEM = LCME (Z-hoeken). 

LCME = 2 · LCDE (omtrekshoek). 

Dus LCSE = LCDE + 2 · LCDE = 3 · LCDE. 
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Uitwerkingen voorbeeldproefwerken 

Hoofdstuk 1 - Periodieke bewegingen 

1a y= 0 geeft 1 - 2cos2(t) = 0 

2cos2(t) = 1 
cos (t) = tvi of cos (t) = - tvi 

1 3 11 t· 13 t=~. t=~. t= ~ 0 t= ~ 

x= 1 + 2sin(4-rt)= 1 + 2= 3 ofx= 1 + 2sin (14'n)= 1 - 2= - 1 of 
x = 1 + 2sin (2!n) = 1 + 2 = 3 of x = 1 + 2sin (3!n) = 1 - 2 = - 1 
De snijpunten zijn dus: ( - 1, 0) en (3, 0). 

b Het bereik van x : 

- 1 ~ sin(2t) ~ 1 
- 2 ~ 2sin(2t) ~ 2 

- 1 ~ 1 + 2sin(2t) ~ 3 

Hetbereikvanxis f- 1,31. 
Het bereik van y : 

0 ~ cos2(t) ~ 1 
- 2 ~ - 2cos2(t) ~ 0 
- 1 ~ 1 - 2cos2(t) ~ 1 

Het bereik van y is f- 1, 11. 
Het is een rechthoek met breedte 4 en hoogte 2. 

c x' = 2 · (cos(2t)) · 2 = 4cos(2t) en y' = - 2 · 2cos(t) · - sin(t) = 4cos(t) sin(t) 

(y') 4cos (be) · sin (be) 4 · 4V3 · 4 
Helling in het punt met t = 6

1n is x' i=!- -
· .. 4cos (~) - 4 · t 

d y' = 0, dus 4sin(t)cos(t) = 0 geeft 
cos(t) = 0 of sin(t) = 0 

• 

t = 4-n, t = 14-it, t = 0, t = n of t = 2n 
Antwoord: (1, 1) (2 keer) en (1, - 1) (3 keer) 

e Plot de grafieken vanf(t) = - x(t) = - 1 - 2sin(2t) en g(t) = y(t) = 1 - 2cos2(t). 

Snijpunten voort= 0, t = n (exact!) ent= 2,0344 .... 
Hierbij horen de punten (1, - 1) en ( - 0,60; 0,60). 

2a x = 2, dus 4sin(t) = 2 dit geeft 
·() I d I t· 5 sm t = 2, us t = 151t o t = ó'lt· 

t=kn ::::} y=4sin (be) - 2sin (~) =4 · t - 2 · !V3 = 2 - V3 en 
t=~ ::::} y=4sin (~) - 2sin (1 pc) =4 · 1 - 2 · - 1V3 =2 + V3. 

b x' = 4cos(t) en y' = 4cos(t) - 4cos(2t). 
dy 
dx = 0 geeft 4cos(t) - 4cos(2t) = O 

cos(t) = cos(2t) 
t= 2t+k · 2n oft= - 2t+ k · 2n 
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t = k · 2n of 3t = k · 2n 

t = k · 2n of t = k · fit, 
Op fû, 2nl zijn de oplossingen t = 0, t = fn , t =~of t = 2n. 
De gezochte punten zijn (0, 0), (2V3,3V3) en ( - 2V3, - 3V3). 

c In de tekening zie je dat er waarschijnlijk symmetrie in (0, 0) is: 

x(2n - t) = 4sin (2n - t) = 4sin ( - t) = - 4sint = - x(t) 

y(2n - t) = 4si n(2n - t) - 2sin(2 · (2n - t) = 4sin( - t) - 2si n(4n - 2t) = 

- 4sin(t) - 2sin( - 2t) = - 4sin(t) + 2sin(2t) = - y(t) 

Kis dus inderdaad symmetrisch in (0, 0). 

d Bij (0, 0) horen t = 0 en t = n. 

3a 

b 

( :) =Oen(:) 
t=O t=1t 

- 4 - 4 
- ---=2. 

- 4 

Met behulp van de tekening: het antwoord is a ~ 2 of a ~ 0. 

K . 6 
{ 

x=4+sin (lt) 
4

·
6· y = 6 + cos {kt) 

2n 2n 
De periode van x is -

1
- = 12n en van y is deze -

1
- = 8n. 

6 4 

De periode van K4_6 is dan 24n (kleinste gemeenschappelijke veelvoud). 

D .od .. 2n b 2 2n 2 epen es van xeny ZIJn - 1- = · 7t en - 1-= a · n. 
jj ä 

De kleinste gemeenschappelijke periode moet 8n zijn. 

Dus a en b kunnen de waarden 1, 2 en 4 aannemen. 

Mogelijk zijn dan a = b = 4, a = 4 en b = 2, a = 4 en b = 1, a = 2 en b = 4, 

a= 1 en b=4. 

4a x en y onafhankelijk van a, dus a moet wegvallen: t = 0 geeft voor elke waarde 

van a: x = 0 en y = 1. 

b 

C 

Elke kromme uit de gegeven familie gaat dus door (0, 1). 

{ 
x= 2sin (t) 

a = 2 ::::} K,: 
- y =COS (2t) 

x' = 2cos(t) en y' = - 2sin(2t) 

(
dy) _ - 2sin (pc) - 2 _ - V2 
dx ,=J,t - 2cos (!re) V2 -

De helling in het punt voort= !nis dus - V2. 

{ 
x= 3sin (t) 

a=3 ::::} K· 
] " y = cos (3t) 

A ligt op de positieve x-as dus y = 0 dit geeft 

cos(3t) = 0, dus 3t=pt+ k · n , dus t =be+ k · r,t. 
t = kn ::::} x = 14 en y = 0, t = 4n =} x = 3 en y = 0, t = ~ =} x = 14 en y = 0, 
t= lbe ::::} x= - 14eny=Ü,t= lpt ::::} x= -3 eny=Ü, 

- 1 
t = 1 ~ ::::} x = - 12 en y = 0 

Zowel t = be als t =~leveren A O 4, 0). 
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x' = 3cos(t) en y' = - 3sin(3t). 

Voor de richt.ingshoek ex van de raaklijn in het punt met t = be geldt 

- 3sin(pc) - 3 
tan (ex)= 1 -r/3. 

3cos (ó7t) 14V3 

Hieruit volgt: ex= - 49,1066 ... 0 

Voor de richt.ingshoek ~ van de raaklijn in het punt met t = be geldt 

- 3sin (2~) - 3 
tan (~) = 5 - = 1V3 = r/3. 

3cos (t7t) - 1 2 3 

Hieruit volgt: ~ = 49, 1066 ... 0 

De gevraagde hoek is gelijk is 180° - 2 · 49,1066 ... 0 = 81,7867 ... 0 :::: 81,79°. 

d v(t) = 0 <* Y(x' (t))2 + (y' (t))2 = 0 <* x' (t) = Oeny' (t) = 0 <* 

acos(t) = 0 en - asin(at) = 0. 
acos(t) = 0 voor t=pc+ k · n 
Voor een van deze waarden moet ook y' = 0. 

t = }n ::::} y' = sin (a · }n) = 0 voor even waarden van a. 

t = 1 pc ::::} y' = sin (a · 1 pc)= 0 voor even waarden van a. 

Dus voor even waarden van a heeft de bijbehorende kromme een 

punt waar de snelheid O is. 

5a De omtrek van c
1 
is 2n · 4 = 8n en van c

2 
is deze 2n · 1 = 2n. 

Bij één wenteling om c
1 

gaat c
2 

dus vier keer rond. 

Opt= pc heeft c
2 

een hele omwenteling gemaakt en dus het 

bovenste punt van c
1 

bereikt, dit is (0, 4). Mis dan in (0, 5) en P 

bevindt zich aan de rechterkant van c
2 

op dezelfüe hoogte als M. 

Dus is Pin (1, 5). 

b M beschrijft een cirkel om O met straal 5, dus M volgt de kromme 

{
x=5cos (t) 

y= 5sin (t) 

c Punt P beschrijft een cirkel met middelpunt Men straal 1. 

Zou P met de oorsprong als middelpunt wentelen, dan zouden de 

coördinaten (cos(4t), sin(4t)) zijn. Nu is dex-coördinaat van P de 

som van de x-coördinaat 5cos(t) van M met daarbij de horizontale 

afstand cos(4t) van P tot M. Dus geldtx = f(t) = 5cos(t) + cos(4t). 

d Dezelfüe redenering geldt voor de vert.icale richt.ing, dus 

y = g(t) = 5sin (t) + sin( 4t). 

Hoofdstuk 2 - Toepassingen van integreren 

1 
1 a F' (x) = 1 · In (x) + x · - + G' (x) = In (x) + 1 + G' (x) 

X 

G'(x) = - 1, dus b.v. G(x) = - x of G(x) = - x + 3 of ..... 

b f(x) = 1 ::::} In (x) = 1 ::::} x = e 

De grafiek vanfsnijdtdex-as in (1, 0) 
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De oppervlakte van Vis dan 
e 

e· 1- f J(x)dx=e - [x · In (x) - x]~=e- ((e· 1 - e) - O · 0 - 1)) =e-1 

1 
e e 

c Booglengte: f Yl + (J' (x))2dx = f ~ 1 + (: )
2

ctx, 
1 1 

Plot~ 1 + (:) 
2 

en benader deze integraal met de rekenmachine: 2,00349 ... 

Omtrek van V: e + 1 + 1 + 2,00349 ... = 6,7217 ... ""6,722. 
d y = In (x), dus x =&'.Inhoud omwentelingslichaam: 

1 1 

n f x2dy = n f e2>'dy = n[! · e2>]~ = 4-n (e2 
- 1) 

0 0 

2a De grafiek vanfheeftdomein f- 2, ~) 
De grafiek snijdt de y-as in het punt (0, 6) 
Booglengte: 
0 0 0 

f Yl + (f(x))2dx= f Yl + (3 · 4(2x+4)-l · 2)2dx= f ~ dx, \}!+~ 
- 2 - 2 

Met de rekenmachine geeft dit 6,41816 ... 
Totale omtrek: 6,41816 ... + 2 + 6"" 14,418 

0 0 

- 2 

b Inhoud LX: 1t f ydx = 7t f 9 (2x + 4)dx = 9n[x2 + 4xe2 = 9n (0 - (4 - 8)) = 36n 

- 2 - 2 

c y =3Y2x+4 <* 2x +4 = (b)2 <* x = isY2
- 2. 

6 6 

Inhoud L>,: n f x2dy = n f (isJ2 
- 2)

2 

dy 

0 0 
6 

=n f (3i4Y" - il +4)dy =n[16io.y5-J1I +4y]~=4;-16+ 24= 12; 

0 
0 

d OppervlakteV: f 3(2x+4)~dx=[(2x+4)1le
2
=41l - 0=8. 

- 2 
p 

Oppervlakte~,: f 3 (2x + 4i dx = [ (2x+ 4)11]~ = (2p + 4)11- 8. 

0 
' Nu moet gelden (2p + 4)1
; - 8 = 8, dus 

' (2p+4)11 = 16 
2p +4= 16l 

2p+4=41l=4-lf4 
2p=4"Ç/4 - 4 

Antwoord: p = 2-lf4 - 2. 
!,r 

' 
3 Hele oppervlakte: f 3cos (x)dx = [ 3sin (x) t~rr = 3 - (- 3) = 6. 

-!n 
De oppervlakte van elk deel moet dus 2 zijn. 
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Stel de y-coördinaat van Q is b, dan is a = f(b) en er moet gelden: 
!1! 

J 3cos (x)dx = 2 <* [3sin (x) lr = 2 <* 3 - 3sin (b) = 2 <* sin (b) = f. 
b 

Omdat sin2(x) + cos2(x) = 1 volgt cos2 (b) = i. 
Met O < b < }n wordt het antwoord cos (b) = ~ = }V2 a = 3cos (b) = 3 · j · V2 = 2V2. 

4 Lengte van K = 

f Y(x'(t))2 + (y'(t))2 dx= f Y(,,)2 + (cos (t))2 dx=45,4910 ... 
1 1 

-1 ï 1t - 1 î1t 

Het resultaat is gevonden door f(x) = V (4.x4 + (cos (x))2 te plotten en gebruik te 
maken van dei ntegreeroptie op de rekenmachine. 
Antwoord: 45,491. 

5 De doorsnedefiguur van de wig met een vlak evenwijdig aan 

het grondvak en op hoogte h is een ellips. De lengte van de 

halve lange as ais bij elke ellips gelijk aan 1, de lengte van de 

halve korte as b hangt af van de hoogte. 
2 1 

Uit gelijkvormigheid van 6.T'BT en 6.T''B'T volgt 
2 

_ h = b =} 

b = }(2 - h), zie tekening. 

Dus voor de oppervlakte van de ellips op hoogte h geldt: 

O(h) =n · 1 · (1 - }h) =n - !nh; 
de gegeven formule is dus correct. 

2 

A 

Inhoud van deze wig van Wallis: f (n - !nh)dh = [nh - !nh2
]~ = 2n - !n · 4 - 0 = n. 

0 

Hoofdstuk 3 - Cirkels en hoeken 

1 a L.B + LC = 180° - LA = 180° - 60° = 120° (hoekensom driehoek) 
LPIQ= LCIB= 180° - }LB - }LC= 180° - }(LB+ LC)= 180° - } · 120°= 120° 

Dus is LA + LPIQ = 60° + 120° = 180° en daarmee is AQIP een 

koordenvierhoek. 

b Uit LA + LPIQ = 180°(koordenvierhoek) en LBIQ + LPIQ = 180° (gestrekte 
hoek) volgt dat LA= LBIQ. Ook is LBIQ=}LC +}LB (buitenhoek). 

Dan is LA= }LC +}LB en dus is 2LA = LC + LB = 180° - LA. 
Uit 3 · LA = 180° volgt LA = 60°. 

2a Driehoek AMC is gelijkbenig dus LMAC = LMCA. 
Uit AB Il MC volgt LCAB = LMCA (Z - hoeken). 
Dus is LCAB = LMAC en isAC de bissectrice van LBAM. 

b Teken de middellijn AD en de lijn BD. 
Dan geldt LABD = 90° (Thales) en is LABC = 90° + LCBD (1 ). 

Uit opdracht a volgt dat LCAD = LBAC. 

LCAD = LCBD (omtrekshoeken op boog CD) 

Dus LCBD = LBAC (2). 

Uit (1) en (2) volgt LABC = 90° + LBAC. 
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3a In de koordenvierhoek geldt LTAB = LTDC en LABT = LDCT. 

Daarmee zijn de driehoeken ABT en DCT gelijkvormig en geldt ~~ = ~; = ~;. 

Uit de laatste gelijkheid volgt met kruislingsvermenigvuldigen dat 

TA xTC= TBxTD. 

b VierhoekARBQ is een koordenvierhoek dus PA x PB = PR x PQ (opdracht a). 

VierhoekASBTis een koordenvierhoek dus PA x PB = PS x PT (opdracht a). 

Dus is PR x PQ = PS x PTen daarmee (omgekeerde van opdrachta) is QSRTeen 

koordenvierhoek. 

4a LCDB + LCQB = 90° + 90° = 180° dus is vierhoek CDBQ een koordenvierhoek. 

b Omdat CDBQ een koordenvierhoek is geldt LDBC = LCQD. 

Ook vierhoek ADCP is een koordenvierhoek (L.ADC = LAPC = 90°) dus geldt 

LDAC=LCPD. 

Dus zijn de driehoeken PDQ en ACB gelijkvormig (hh). 

LCDP= LCAP=90° - LACP } 
c LQBC= LQDC= 90° - LQCB ::::} LCDP= LQDC ::::} DC is de bissectrice van LPDQ. 

LACP=LQCB 

5a LMED = LMCD = 90° dus is de som van de overstaande hoeken 180° en daarmee is 

vierhoek MCDE een koordenvierhoek. 

b LMFG = LMCG = 90° dus is (constante hoek) vierhoek MFCG een 

koordenvierhoek. 

Sa c~-~ 

A D B 

Teken eerst een driehoek ABC met de juiste hoeken: LA= 75°; LB = 45° en L.C = 60°. 

Daarna de bissectrice van L.C. Dit geeft punt Dop AB. 

Het middelpunt M van de cirkel ligt op de middelloodlijn van CD en op de lijn door 

D loodrecht op zijde AB. 

b LBDF = LDCF want beide omtrekshoeken op boog DF. Dus is LBDF = 30°. 

Dan is (buitenhoek) LDFC = LB + LBDF = 45° + 30° = 75°. 

CD= CD (gemeenschappeLUk) } 
LACD= LFCD (bissectrice LC) ::::} MDC :::: !1FDC (ZHH) dus AD= DF. 

LA= LDFC ( = 75°) 

Hoofdstuk 4 - Tekenen en bewijzen 

1 Zie figuur. ABCD is een trapezium metAB//CD. 

D C 

' 
, 

' , ' , ' , • , ' , ' , ' , ' , ' , ' , ' 

Er is een omgeschreven cirkel, want het is een koordenvierhoek. 

Te bewijzen: AD= BC. A 8 

Bewijs: LACD = LCAB (Z-hoeken), dus de omtrekshoeken 

van boog AD en boog BC zijn even groot. 
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Dus geldt bg AD= bg BC en daarmee geldt voor de bijbehorende 

koorden: AD= BC. 

2a De gezochte meetkundige plaats bestaat uit de punten van lijnstuk 

S0M, waarbij S0 het snijpunt is van de diagonalen van ABCD 

D~---------...C 

(P in C) en M het midden is van AB (Pin B). 

b Bewijs. S ligt op de symmetrieas van ABPQ dankzij de 

gelijkbenigheid van ABPQ en daarmee op de lijn door S0 en M 

3a 

(de symmetrieas van ABCD enABPR). Boven S
0 

kan niet (Pin C) 

en onder M kan ook niet (Pin B). 

Anderzijds: Neem een puntS op lijnstuk S0M. TrekAP en BQ 

door S. Nu is LQAB = LPBA, want het trapezium ABCD is 

gelijkbenig ......... (1) 

LSAB = LSBA, want als Sop de symmetrieas van AB ligt is 

6.ABS gelijkbenig ...... (2) en is AB= AB .. .... (3). 

Uit (1 ), (2) en (3) volgt dat 6.ABQ = .6BAP(HZH), dus is 

AQ = BP. En omdat LQAB = LPBA is ABPQ een gelijkbenig 

trapezium. 

In 6.NLQ is QS bissectrice èn hoogtelijn, dus: 

LNQS = LLQS (bissectrice) } 

LNSQ = LLSQ = 90° (hoogteLUn) ::::} 6.NSQ -

QS=QS 

Dus is 6.NLQ gelijkbenig met top Q. 

6.LSQ (HZH). 

A 

D 

A 

b 6.NLQ is gelijkbenig met top Q, dus QS is behalve bissectrice en hoogtelijn ook 

zwaartelijn en daarmee is NS= SL. Evenzo is KS = SM. Dus in KLMN delen de 

diagonalen elkaar loodrecht middendoor. Daarmee is de vierhoek een ruit. 

c LSNA = 180° - LDNS (gestrekte hoek). 

LDNS = LCLS (opdracht a: 6.NLQ is gelijkbenig met top Q). 

Dus LSNA = 180° - LCLS. 

d In vierhoek AKSN is LNAK +LAKS+ LKSN + LSNA = 360° ...... (1) 

En in vierhoek SLCM is LMSL + LSLC + LLCM + LCMS = 360° ...... (2) 

Beide wegens de hoekensom van een vierhoek. 

In (1) kun je LSNA vervangen door door 180° - LCLS (opdracht c). 

Evenzo kun je LAKS vervangen door 180° - LCMS (want met de aanpak van 

opdracht a kun je aantonen dat 6.KPM gelijkbenig is met top P). 

Je krijgt nu: 

LNAK + 180° - LCMS + 900 + 1800 - LSLC = 360° 

90° + LSLC + LLCM + LCMS =360° 

---------------~(+) 
LNAK + LLCM + 540° =720° 

Dus LNAK + LLCM = 180° en dus is ABCD een koordenvierhoek. 

4a Er zijn vier mogelijkheden. De cirkelboog heeft twee snijpunten met ken door 

punt P boven lijnstuk AB te kiezen vindt ze ook nog twee mogelijkheden voor 

C beneden de lijn door A en B. (Dus het spiegelbeeld van de figuur in lijn AB 

kan ook.) 
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b De constructie is juist. Sis het middelpunt van de omgeschreven cirkel van 

6.ABC. Want S ligt op de middelloodlijn van AB en op de lijn die loodrecht staat 

op de raaklijn in A aan die cirkel. De cirkelboog is een deel van de meetkundige 

plaats van de punten C zó, dat L.C = 45°. (PuntA is een van de randgevallen en 

daar heeft ze de raaklijn juist onder een hoek van 45° getekend.) Verder ligt lijn k 

juist op afstand 3 van AB, zodat de hoogtelijn CD lengte 3 heeft. 

5 Zie figuur: De lichtstraal na kaatsing is niet evenwijdig met de 

as getekend. Je moet juist bewijzen dat dat wel het geval is. 

6 

De st.ippel lijn staat in P loodrecht op de raaklijn. 

LP FP' = LPP'F (FP = PP' omdat Pop de parabool ligt). 

LPP'F = LSFP'(Z-hoeken: de as en PP' staan beide 

loodrecht op de richtlijn en zijn dus evenwijdig). 

In 6.FMP is LM = 90° want de raaklijn is tevens de 

middelloodlijn van FP', dus LPFM + LFPM = 90° 
(hoekensom in 6.FMP). 

Anderzijds is LP,= LP
2 

wegens de spiegeling, dus ook 

LP,+ LFPM = 90°. Daarmee is LP"
2 

= LPFS en de 

lichtstraal verlaat de parabool evenwijdig aan de as (Z-hoeken). 

Zie figuur: Het omgekeerde van de stelling die je in opdracht 5 hebt bewezen 

geldt natuurlijk ook, dwz als een lichtbundel evenwijdig aan de as een parabolisch 

spiegel treft wordt hij door het brandpunt teruggekaatst. 

Archimedes koos een vrij 'stompe' parabolische spiegel, zodat het brandpunt 

behoorlijk ver in zee lag. Zonnestralen komen door de grote afstand van de 

zon ten naaste bij evenwijdig binnen en door de spiegel te richten kon hij de 

zonnestralen concentreren. 

Hoofdstuk 5 - Goniometrische formules 

1a sin (x +pc)+ sin (x) =2sin ( x+ ~ +x)cos ( x+ ~ - x) = 

2sin (x + ~) · cos (in) = 2sin (x + ~) · 4 = sin (x + ~) 

b sin (x +~) - sin (x) =2sin ( x+ ~ - x)cos ( x+ ~ +x) = 

2sin (be) · cos (x + be) = 2 · 4 · cos (x +be)= cos (x + be) 

c Je krijgt dan: cos (x +pc)+ cos (x) = cos (x + ~) 

Wanneer je hier x = 0 invult krijgje cos (jn) + 1 = cos (~). 

Dit laatste is niet waar want een cosinus kan groter dan O zijn. 
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2 a 

b 

3a 

b 

C 

4 a 

b 

A sin (ex) sin(~) sin (ex)cos (~) cos (ex)sin (~) 
can ( ex) + can (p) = + = + -----

cos (ex) cos(~) cos (ex)cos (~) cos (ex)cos (~) 
sin (ex)cos (~)+cos (ex)sin (~) sin (ex+~) 

-
cos (ex)cos (~) cos (ex)cos (~) 

sin (ex+ ( - ~)) 
can (ex) - tan (~)= can (ex)+ can( - ~)= ( ) ( A) 

cos ex cos - 1-' 

sin (ex - ~) 

cos (ex)cos (~) 

f(x) = 2cos2(x) + sin (2x) = 2cos2(x) - 1 + sin (2x) + 1 = sin (2x) + cos (2x) + 1, 

dus a = 1, b = 1 en c = 1. 
f(x) = 0 <* 2cos2(x) + sin (2x) = 0 <* 2cos2(x) + 2sin (x)cos (x) = 0 <* 

2cos(x)(cos(x) + sin(x)) = 0 <* cos (x) = 0 of cos (x) = - sin (x) <* cos (x) = 0 
oftan (x) = - 1. 
Op [pc, 1 pc] zijn de oplossingen: x = pc,x = 1 pc of x = *7c. 
Met een plot: f(x) > 0 <* *1t < x < 1 pc. 

f(x) = 2cos2(x) + sin (2x) = sin (2x) + cos (2x) + 1 

J(x)= sin (pc - 2x) +sin (2x) + 1 = 2sin(!n -
2
;+ 2x)cos(!n -

2
; - 2x) + 1 

J(x) = 2sin {kn)cos (;\-n - 2x) + 1 = 2 · tncos (kn - 2x) + 1 = V2cos (;\-n - 2x) + 1 
De periode vanf is 7t dus op [pc, 1 pc] neemtj(x) al zijn uiterste waarden ± V2 + 1 aan. 
Het bereik is B

1
= [ 1 - V2, 1 + V2}. 

A sin (ex+~) sin (ex)cos (~)+cos (ex)sin (~) 
tan(ex+p)= -

cos (ex+~) cos (ex)cos (~) - sin (ex)sin (~) 

sin (ex)cos (~)+cos (ex)sin (~) sin (ex) sin(~) 
---+--

cos (ex)cos (~) cos (ex) cos(~) 
- -

cos (ex)cos (~) - sin (ex)sin (~) - sin (ex) sin(~) -
1 - ,--

cos (ex)cos (~) cos (ex) cos(~) 

can (ex)+ can(~) 

1 - can (ex)tan (~) 

can (ex)+ can (- ~) 
tan(ex - ~)=tan (ex+(- ~))= ( ) ( A) 

1 - can ex can - 1-' 

can (ex) - can (~) 

1 + can (ex)tan (~) 

5a De periode van K komt overeen met één omwenteling van de eenheidscirkel en is 
dus gelijk aan de omtrek daarvan: 2n · 1 = 2n. 

b Y2 - 2cos(t) = Y2 - 2(1 - 2sin2 (!t)= Y4sin2 (!t)= l2sin(!t)l=2sin(!t) 

Op fû, 2nl is sin (4t) ~ 0, dus de absoluutstrepen kunnen weg. 
c Het 'rechte' stuk van de omtrek beslaat één periode van Ken heeft dus lengte 2n. 

Het 'kromme' stuk van de omtrek (op ro, 2nl bijvoorbeeld) is: 

t21t~(:~)2 

+(:)
2

dt= t2

nVsin2 (t)+ (1 - cos2 (t))2 dt= 

27t 

f Vsin2 (t) + 1 - 2cos (t) + cos2 (t)dt = t21t Y2 - 2cos (t)dt = 

0 

27t t 2sin (!t)dt= [ - 4cos (!t)nrr= ( - 4 · - 1) - ( - 4 · 0= 8. 

De omtrek van Vis 8 + 2n. 
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2n 2n 

d Opp. V= f (1 - cos(t))dt= f (1 - 2cos(t)+cos2 (t))dt= 

0 0 

2n 

f (1 - 2cos (t) + 4 + !cos (2t))dt = [t - 2sin (t) + 4t + !sin (2t) ]~n = 

0 

(2n - O + n + 0) - (0) = 3n 

Sa VI - sin (x) = sin (x) + cos (x) 

b 

1 - sin (x) = sin2x + 2sin (x)cos (x) + cos2(x) (na kwadrateren) 

2sin(x)cos(x) + sin(x) = 0 
sin(x)(2cosx + 1) = 0 
sin(x)=Oofcos(x)= -4 
x =n (vervalt) ofx =pt 

- cos (x) 
J(x) = Yl - sin (x) ::::} f' (x) = ---;::=== 

2Vl - sin (x) 

I - cos (1 k,t) ~V3 ~V3 ), Ïr f' (1 ó7t) = =-- -=-- -=4V6 
2V (1 - sin (1 be)) 2'./! V2 

c P heeft coördinaten (p, f(p)) = (p, VI - sin (p)) 

De helling van de raaklijn in Pis f' (p) = - cos (p) 
2Vl - sin (p) 

De lijn AP staat loodrecht op de raaklijn en heeft dus helling : 

1 2V1 - sin (p) 

f' (p) cos (p) 

Deze lijn gaat door P, dus de vergelijking wordt: 

2Vl - sin (p) 
y=Vl - sin(p)+ () (x - p). 

cos p 

2V1 - sin (p) 
Delijnsnijdty=Oals - VI - sin (p)= () (x - p) 

cos p 
Dus - cos(p) = 2(x - p) 

2x= 2p - cos(p) 
x=p - 4cos (p) 

d De oppervlakte van 6.BAP is: 
4BA x BP = 4(p - 4cos (p) - p) x VI - sin (p) = - !cos (p)Vl - sin (p) = O(p) 

dO(p) - cos (p) 
0 ç::> !sin (p)Vl - sin (p) - kcos (p) x O ç::> 

dp 2Vl - sin (p) 

cos2 (p) 2sin(p)(l - sin(p))+cos2 (p) 
sin (p)Vl - sin (p) + 0 ç::> =0 ç::> 

2Vl - sin (p) 2Vl - sin (p) 

2sin (p) - 2sin 2 (p) + cos2 (p) 
0 ç::> 

2Yl - sin (p) 
- 3sin2(p) + 2sin (p) + 1 = 0 met sin (p) ;t 1. 

(3sin(p) + l)(sin(p) - 1) = 0 met sin (p) ;t 1. 

Op D
1 

= [4n, 14n] voldoet alleen sin (p) = - k. 
Als sin (p) = - k met 4n ~ p ~ 14n, dan moet n < p ~ 14n en is 
cos (p) = - v1 - c - t>2 = - tvs. 
De maximale oppervlakte is: 

-k X - tvs x VI - ( - k) = 1iV8 x v'l = 1iV8 xvrf = 1iVW-=~V6. 
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1a 

b 

Hoofdstuk 6 - Functies onderzoeken 

2sin (x) - 1 
. = 0 ::::} 2sin (x) = 1 ::::} sin (x) = ~ 

sm (x) - 2 -
Met domein fO, 2nl geeftditx=t7tofx=bt. 

f' (x) = 2cos (x) · (sin (x) - 2) - (2sin (x) - 1) . cos (x) = 
(sin (x) - 2)2 

2sin (x)cos (x) - 4cos (x) - 2sin (x)cos (x) + cos (x) 

(sin (x) - 2)2 -
- 3cos (x) 

(sin (x) - 2)2 

De grafiek van fis stijgend als cos(x) < 0 dus op het interval [4n, 14n ]. 

c f' (x) =0 ::::} cos (x) =0 ::::} x =4n ofx= 14n 
2 - 1 - 2 - 1 

Minimum f(4n) = --
2 

= - 1 en maximum f(14n) = 
2 

- 1. 
1 - - 1 -

Randmaximumf(O) =4 en randminimumf(2n) =4. 
d y 

e 

2a 

2 

,, (x) = 3sin (x)(sin (x) - 2)2 + 3cos (x) · 2(sin (x) - 2) · cos (x) 

f (sin (x) - 2)4 

3sin (x) (sin (x) - 2) + 6cos (x)cos (x) 3sin 2 (x) - 6sin (x) + 6cos 2 (x) 
----------=0 

(sin (x) - 2)3 (sin (x) - 2)3 

geeft 3sin2(x) - 6sin(x) + 6cos2(x) = 0::::} 3sin2(x) - 6sin(x) + 6(1 - sin2(x)) = 0 dus 

- 3sin2(x) - 6sin (x) + 6 = 0::::} sin2(x) + 2sin(x) - 2 = 0. 

Met de abc-formule vind je sin (x) = - 1 + V3. (sin (x) = - 1 - V3 < - 1 dus vervalt) 

Dit laatste invullen in het functievoorschrift geeft 

2(- l+V3) - 1 - 3+2V3 
de y-coördinaat van de buigpunten: -----

- 1 +V3 - 2 - - 3+V3. 

( e0.5x + xe0.5x. ~) (x - 1) - xe0.5x . 1 
f' (x) = (~ _ 1)2 

4eo.5x(x2 _ x - 2) 

(x - 1)2 

Uiterste waarde als ..t2 
- x - 2 = 0::::} (x - 2)(x + 1) = 0 dus voor x = - 1 of x = 2. 

De uiterste waarden zijn: maximum J( - 1) = 4v"2 en minimumf(2) = 2e. 

b De noemer gelijk stellen aan nul geeft de verticale asymptoot x = 1. 
Horizontale asymptoot y = 0 want w-. 0 als x ~ - oo. 

3 Raken:f(x) = g,.(x) "f'(x) = g:.(x). 

1 
Dus In (x) = c..t2 /\ -= 2cx. 

X 

Uit de laatste vergelijking volgt cx2 = 4 dus is In (x) = 4 en is x = Ve.. 
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4a 

b 

C 

d 

e 

f 

5a 

UITWERKINGEN VOORBEELDPROEFWERKEN 

Dit laatste invullen in cJ.2 =} geeft ce =} ofwel c = -
1 

. - - 2e 
? 

De grafieken van J(x) = In (x) en g1.(x) = r raken elkaar. 
" 2e 

).,:l 

J(x)= -?-­
x- - 4x+4 

asymptoot y = 1. 

1 
---- ---1---

4 4 1- 0+0 
1 - -+-

x ).,:l 

1 
1 als x ~ ± oo dus horizontale 

Uitx2 
- 4x + 4 = (x - 2)2 = 0 volgt verticale asymptootx = 2. 

X 1 1 
g(x) = - -. 

0 
- 1 als x ~ ± oo dus horizontale asymptoot y = 1. 

1 1 1 -
x - - 1 - -

x x2 
1 

Uit 1 - -:; = 0 volgen verticale asymptoten x = 1 en x = - 1. 
r 

De grafiek van h(x) = sin(x) - tan(2x) heeft geen horizontale asymptoten. 
Verticale asymptoten bij 2x = 4n + k · n dus x = kn + k · 4n (k geheel). 

ln(x4
) 

k(x) = -.O als x~ oo 
e-2 - 4 

dus horizontale asymptoot y = 0. 

Verticale asymptootx = 0. En e<- 2
- 4 = 0 geeft verticale asymptootx = 2 + In (4). 

4 

L(x) = In (.x2) + 4 
In (x) - 4 

21n (x) +4 

In (x) - 4 

2+--
ln (x) 2+ 0 

----.--=2 alsx ~ oo. 
4 1- 0 

1 - --
ln (x) 

Dus de horizontale asymptoot is y = 2. 

Uit In (x) - 4 = 0 volgt dat x = e4 een verticale asymptoot is. 
N.B. x = 0 is geen verticale asymptoot want 

2+ 4 

( -) _ In (J.2 ) + 4 21n (x) + 4 In (x) -. 2 + 0 _ _ j, 
L x - ln(x)-4 - ln(x)-4 - 4 1- o- 2 alsx O. 

1 - --
ln (x) 

e" 0 
m (x) = -. --= 0 als x~ - oo. Dus horizontale asymptoot y = 0. 

e - ex e - 0 

ex 1 1 
m(x)=-- ---.--

e - ex e 0 - 1 
- - 1 

- 1 als x~ oo. Dus horizontale asymptoot y = - 1. 

e" 

Uite - ex= 0 volgt dat x = 1 een verticale asymptoot is. 

y 

2 

1,5 

-4 - 3 - 2 2 3 4 

- 1 

- 1,5 

~ -X ~-X fiEX b f( - x) = = = - = - f(x) 
1 + ( - x)2 1 + J.2 1 + x2 
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UITWERKINGEN VOORBEELDPROEFWERKEN 

C 

d 

Sa 

b 

f (x) - ::::} f, (x) - L L 
( 

X )l ( X ) -; 1·(1+x2) - x·2x ( X ) -; 1 - J,,2 

- 1 + .x2 - 3 1 + .x2 . ( 1 + .x2)2 - 3 1 + .x2 . ( 1 + .x2)2 

f'(x) = 0 ::::} 1 - J,,2 = 0::::} x = 1 of x = - 1 

J( - 1) = 3f-l = v'=1 = -~ en J(l) = 3/1 = ~ \j~ - - \j~ -
De toppen zijn ( - 1, - Vî) en ( 1, Vî). 

X 
= 2x ::::} - 8x3 ::::} 8x3 + 8x5 = x 

1 + ),,:1 

x(8x4 + 8x2
- 1) = 0 

Dan is x = 0 of 8x4 + 8x2 
- 1 = 0. 

- 8 ± V96 - 8 ± 4% 
Met de abc-formule vind je ),,:1 = 

16 
= 

16 
- 4 ± }V6. 

Alleen x2 = - 4 +kV6 geeft oplossingen. 

De x-coördinaten van de snijpunten zijn: x = Oenx = ± V-4 + !V6. 

),,:1 + ax + 1 (2x + a) (J,,2 + x + 1) - (J,,2 + ax + 1) (2x + 1) 
f (x) =--- =} f' (x) = -------------

a x2 + X + 1 a (J,,:1 + X + 1)2 

2x3 + 2.x2 + 2x + a.x2 + ax + a - (2x3 + .x2 + 2a.x2 + ax + 2x + 1) .x2 - a.x2 + a - 1 
(J,,:1 + X + 1)2 (J,,:1 + X + 1)2 

22 
- a · 22 + a - 1 3 - 3a 

Uit f' (2) = ( ? )? -
49 

> 0 volgt a < 1. 
0 2-+ 2 + 1 -

x2 - ax2 +a - 1 
f' (x) = - 0 geeftx2 

- GJ,,2 + a - 1 = 0. 
a (J,,:1 + X + 1 )2 

Dit laatste kun je herleiden totx2(1 - a) = 1 - a dus is x2 = 
1 

- a = 1 mits a :t: 1. 
1- a 

Dit geeftx = ± 1, onafhankelijk van a. 

7a De grafiek van m(x) = [.f( - x) I ontstaat uit de grafiek vanf(x) door te spiegelen in 

de y-as en vervolgens het deel van de grafiek onder de x-as te spiegelen index-as. 

De asymptoten zijn dan y = 4 en y = 2. Snijpunt met de assen (0, 0) en de toppen 

(-4, 9) en (0, 0). 
y 

(-4, 9) (4, 9) 

- - - - - - - - - - - - - - 2 

b De grafiek van g(x) = In (f(x)) bestaat niet voor x ~ 0 omdat dan ook.f(x) ~ 0. 

Op (O, 41 is g(x) stijgend van - oo tot ln(9), dus de grafiek van g(x) heeft verticale 

asymptootx= 0. 
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UITWERKINGEN VOORBEELDPROEFWERKEN 

Op [4, ~> isg(x)dalend tot de horizontale asymptooty= In (4). 

Snijpunt met de x-as is het punt op de x-as waar f(x) = 1. 

De top van de grafiek is het punt ( 4, ln(9)). 

(4, 9) 

y = ln(4) 

-------------- ~ 

c De grafiek van h(x) = f(x2
) is stijgend op het interval ro, 21 het bereik op dat 

interval is ro, 91. 

Ba 

De grafiek van h(x) daalt op [2, ~> met horizontale asymptoot y = 4. 

Op ((;-, 01 is de grafiek van h(x) het spiegelbeeld in de y-as van het deel van de 

grafiek van h(x) met domein ro, ~). 
Horizontale asymptoot y = 4, toppen (-2, 9), (0, 0) en (2, 9). Snijpunt met de 

assen (0, 0). 

y 

(- 2, 9) (2, 9) (4, 9) 

y = 4 

-------------- ~ 

y 

5 

4 

3 

2 

======---::::::::-.1----------x -4 -3 -2 - 1 2 3 
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b 

UITWERKINGEN VOORBEELDPROEFWERKEN 

J(x) = 2Vx + -..Y (x - 2)2 = 2xt + (x - 2)1 ::::} f' (x) = ~x-1 + ~ · (x - 2)-} = ~(-~-.x2 + -~-~-_-
2

) 

1 1 
f' (x) = 0 ::::} ~3/o + ~3~ 

vx2 vx - 2 

Dit laatste ontbinden geeft (x - l)(x + 2) = 0. 

De uiterste waarden zijnf(- 2)= - 2...yi+ V16=0en.f(l)= 2 · 1 + 1 = 3. 

f'(O) enf'(2) bestaan niet. In beide gevallen is er sprake van een vert.icale raaklijn. 

Bij x = 2 is er sprake van een minimum f(2) = 2...yi + -..Y (2 - 2)2 = 2...yi. 

© Noordhoff Uitgevers bv 
269 



vwo 

Moderne Wiskunde is meer dan dit boek. 

De boeken, het digitale lesmateriaal en het 
docentenmateriaal vormen samen het complete pakket 
van de methode Moderne Wiskunde. 

Werken met computer, boek of digibord, op school of thuis: 
met Moderne Wiskunde is alles mogelijk. 

Ga naarwww.modernewiskunde.noordhoff.nl voor het 
digitale lesmateriaal voor leerling en docent. 
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