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Hoofdstuk 1 - Periodieke bewegingen

Voorkennis: Sinusoiden
Pagina 12:

De evenwichtsstand is y = 1, de periode is n =2m en de amplitude is | -2|= 2.
—2sin (x—5m) + 1 =1 :

sin(x—13m) =0

x=31n+k-T

De oplossingen op het interval [-4, 10] zijn —%71:, %11:, l%ﬂ: en 2_%71:.

Vervang x door x + ;.

Dus g (x) ==2sin (x+ ;T—570) + 1 ==2sin (x— 1570) + 1.

¥

_?Un\j!n

21
Het bereik 1s [3 — 4, 3 + 4] =[-1, 7]; de periode is ?z 7t en de amplitude is 4.

L2
Uit 5 =2 volgt b =4

27 5
Periode +—= 8; amplitude 3; evenwichtsstand y = 0; beginpunt (427, 0);

T
bereik [-3, 3].

Periode ﬁ = ﬁ; amplitude 12; evenwichtsstand y = 5; beginpunt (0, 17);
bereik [-7, 17].

Period f: 6; amplitude %; evenwichtsstand y =-2; beginpunt (4, -2);
bereik | . 2%, —13].

Periode Z—E = 20m; amplitude 650; evenwichtsstand y = 300;

k]

beginpunt (3, 950); bereik [-350, 950].

Pagina 13:

De evenwichtsstand y= -5 =—1.

De amplitude is 4.
Een golf loopt van x = -2 tot x = 4, dus de periode is 6.

=
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V-5a

V-6a

V-7a

Het beginpunt van een golf ligt bij x =-2 dus ¢ =-2.
d=-1l,a=4,c ——ZE:nb:?:;—n

Dus f(x)=—1 +4sin (3 (x + 2)).

De parameters d, a en b blijven hetzelfde.

Een hoogste punt ligt bij x= —5, dus c=—3.

Dus g (x)=—1+4cos (3 (x+1)).

d=3,a=6,r:=— enb_?zén.

f(x) =3+ 6sin Grt(x + ;1))

De periode i1s 2 - 1 =2; de evenwichtsstand is y=
120 + 40 = 160.

d=-40, a= 160, c_{]enb—7=n

Dus f(x) = —40 + 160cos( 1) of g (x) = =40 + 160sin (1t (x — 15).

120520 = —40 en de amplitude is

1.5

g
t
3n/2 n

—

vl WVW

De periode van f 1 =smende periode van g 1 3

Het kleinste gemeenschappelijke veelvoud van 37 en 37 is 27
sin (31) =3
t=¢n+k-2nof 3t=n+k-2n

t=1em+k-3M of t=7xm +k- 30

13

. ;='|'°

1

[= T 1= 1300 1= 170 1= 17 1= g 1= 1ygm
2sin (3x) = 1
sin (3x) =1

=t +k-2n of sx=2m+k-2n
x=in+k-4n of x=3n+k- 4%

2cos (m(x—1))=—V2

cos (m(x—1)=-3/2
nx—D=in+k-2nof t(x—1)=—in+k-2n
x—l=2+k-20fx—1=—3+k-2
x=13+k- 20fx-i+k«2

3sin (x—31) + 1=—3

-am(x —‘Jﬂ:)——j

X — —J"E—— M+ k-2 of x— —n— ﬂ-,—n+k«2n
x=—ir+k-2nof x=5n+k-2%
5—3cos(2x)=2

cos(2x) =1

2x=0+k-2m

x=k-m

@ Noordhoff Uitgevers by
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V-8a

1-1

1a

dcos*(2x)=3

cos?(2x) =7

cos (2x)= + 13

2x= tm+k-2nof 2x= £ 2n+k- 21
x=+tm+k-nof x= t3M+k-T
x=pn+k-im oof x=3n+k-in

2sin*(x) = sin(x)

sin(x) =0 of 2sin(x) =1

x=k-mof Sill(x):%

x=k-mof x=im+k-2n of x=2n+k-2%

f'()=0+2cos (5t) - 3=cos (31)
g’ (0)=0-3: —sin(Grn(x+3))in
¢'(x) =31 sin Gu(x +3))
h'(x)=—cos(x)cos(x) —sin(x) - —sin(x)
h'(x) =—cos*(x) + sin“(x)
k'(t)=4 - 2sin(t) - cos(t)
k'(t) = 8sin(t) - cos(?)
I'(t)= 6 - 3cos*(mt) - —sin(Tt) - 7
I'(t) = —18msin(mt) - cos*(mt)
2cos (x) - (1 —cos (x)) — (2sin (x) =3) - sin (x)

m' ()= (1 —cos (x))?
2cos (x) — 2cos?(x) — 2sin”(x) + 3sin (x)
m'(x) = .
(1 —cos(x))*
() 3sin (x) + 2cos (x) -2

(1 —cos (x))*

Parametervoorstellingen
Pagina 14:

P(1+sin (0),3cos (0—3m) = (1+0,3-5)=(1,13)
P(1+sin (4n), 3cos (0)) = (1 +1V3.3);

P(1+sin Gm),3cos Gn)) = (1+1,3-3V3) = (2, 13V3);
P(1+sin Gn),3cos () = (1+1V3, 11

Het punt P beweegt met de wijzers van de klok mee.

Als punt P zich op de x-as bevindt, is de y-codrdinaat gelijk aan 0.

cos (t—im) =0
t—it=3m+k-2noft—im= 13w +k 2%
o

=2 0t‘r=l§n

Hierbij horen de punten P(1+ sin (311),0) = (15,0) en P(1 +sin(1371),0) = (3, 0).

@ Noordhoff Uitgevers by
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Pagina 15:

2a 3<x<3en—-6=Zy<2
b

¢ Voor een snijpunt met de y-as geldt x= 0.
3sin(t) =0
sin(t) =0
t=0oft=moft=2n
Dit geefty=2,y=—-6beny=2.
Dus het gaat om de punten (0, 2) en (0, —6).
Voor een snijpunt met de x-as geldt y =0.
dcos(t)—2=0
cos (1) =3
t= ]iJ"J: of t=1 %J"E
Dit geeft x=3-1V3=13of x=3--1/3=—-11y3.
Dus het gaat om de punten (—13V3,0)en (13V3,0).

d Voor de snijpunten geldt y = 1.
dcos(t)—2=1
cos (1) =3
Er geldt sin?(f) + cos?(f) = 1, dus sin (1) =V 1 — cos *(1).
Dit geeft x=3sin () = £ 3V1-cos?()= £ 3V1 - (3= £ 3V&= £ V7.
De lengte van lijnstuk AB is dan 2 - %’ﬁ: 1 %’ﬁ = 3,97.

da —-1<x<3en-5<y=<>5
b ¥
2

-2 o 2 4 *
-2

c  De symmetrieassen horen bij de evenwichtsstanden, dus x=1eny=0.

Voor de sniyjpunten geldt y = 4.x.
Ssin(t)=4 - (1 + 2cos(1))

L=
@ Noordhoff Uitgevers by I—‘
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4a

5a

1-2

Ba

d

Ssin(t) =4 + Bcos(1)

Invoer: Y1 =5sin(X)en Y2 =4 + 8cos(X)

Venster: Xmin=0, Xmax =27, Ymin=-5, Ymax =12
Optie: CALC, intersect (TI) of G-Solve, ISCT (Casio)
De oplossingen zijn t = 1,450 en t = 3,716.

Bij deze waarden horen de punten (1,24; 4,96) en (-0,68; -2,72).

05

-1,5 -1 0,5 o 0,5 1 1,5

y=cos*(t)=1-sin*(f)=1—x*

Voor een snijpunt met de x-as geldt y =0.

(cos(t)—1)- (2cos(t)+1)=0

cos (f)=1 of cos () =—3

=0 of r:%m of r:—%n,

Hierbij horen de punten (0, 0), (1 13,00 en (=124V3,0).
De x-codrdinaat 1s maximaal 3 en minimaal —3.

Er geldt respectievelijk 3sin(f) = 3 en 3sin(f) = -3.

Hierbij horen ¢t = 1511: ent= —1511: en de punten (3, —1) en (=3, -1).

Tegengestelde x-codrdinaten:
x(—a) = 3sin(—a) = —-3sin(a) = —x(a)
Dezelfde y-codrdinaten:

V(=a)=(cos(—a) — 1)(2cos(—a)+ 1)=(cos(a)— 1)(2cos(a) + 1) = y(a)

x=3sin(t)+2
yv=(cos(t)—1)(2cos (t)+1)+3

Bijzondere punten

Pagina 16:

.&}" }JA - }1(_} - 351]1 (2 * 0,5) - 0

S = ] ~2.63
Ax X, =X, 2co0s(0,5-3m)—-0
Ay V,—¥ 3sin(2-0,1)=0

Y_T8 Jo_ ( ]) ~2.99
Ax X=X, 2co0s (0,1 —3m) -0
Ay Yo~V 3sin(2-0,01

Yy Y7o o sin ( ) 3,00

Ax  X.—X, 2cos(0,01—-1in) B

Ay 3sin (0,0002)
Neem t= 00,0001 dan 1s = = 3,0000.
Ax o 2cos (0,0001 —3m)

Ay
At Ay Ax Ay y At Ay
Hx At At At Ax Ax
At

10
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7a

8a

1.5 1,5
05

dx

—=x"(1) =—3sin (31

dt

dy

——=y'(t)=—cos (¢

=) (1) =—cos (1)

dy y'@®|  —cos(m) 1 )

de x'(0|_ —3sinGm) -5

dy y®| —cosGn) 0

dv x'(0]_, -sin(Gn) -H2

Bij P(1, 1) hoort t=0.

dy y' @]  cos(0) 1

de x|, sin©) 0

Je kunt de helling van de raaklijn in P niet berekenen, omdat de noemer van de

breuk & geliyk aan nul 1s.

Pagina 17:

De raaklijn 1s evenwijdig aan de x-as in die punten waar de y-codrdinaat
maximaal of minimaal is. Er moet dus gelden y’(¢) = 0.

y'(t) =—4sin (t + ix)

—4sin (t+11) =0

sin(t+31) =0

t+in=k-m

t=—tn+k-m

= —%11: geeft het punt (2 — sin(—m), 4cos(0)) = (2, 4).

t = 37 geeft het punt (2 — sin(27), 4cos(n)) = (2, —4).

De raaklijn 1s evenwijdig aan de y-as in die punten waar de x-codrdinaat
maximaal of minimaal is. Er moet dus gelden x’(¢) = 0.

X'(t)=-3cos(31)

3cos(31) =0

cos(3t)=10

3t=3n+k-2n of 3t=—In+k-2n

t=i+k-3m of t=—in+k-3T
t =7 geeft het punt (2 — sin (370), 4cos (3m)) = (1,0)
t =21 geeft het punt (2 — sin (217), 4cos Cm)) = (1,-2V3)

@ Noordhoff Uitgevers by
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t =111 geeft het punt (2 — sin (41r),4cos (13m) = (1,2V3)
t = —+7 geeft het punt (2 — sin (=37), 4cos (=) = (3, 2V/3)
t =17 geeft het punt (2 — sin (137), 4cos Gm) = (3,-2V3)

t = 1:7 geeft het punt (2 — sin (331), 4cos (131)) = (3,0)

In het punt (2, 2) geldt 2 —sin(31) = 2.

sin(31) =0

r:k«%n

In het punt (2, 2) geldt ook 4 - cos (¢ +37) =2

cos (t+1im) =1

f+3m=3+k-2% of t+i= —M+k 27

t=k-2m of t= —3n+k-2n

Gemeenschappelijke oplossingen zijn t =0 of t=11r.

dy (@) _—4sin(r+_]§n)| _4sin(_]gn)_4~%v§_lv3

dr| T2’ T —3cosGn | T 3cos@ 3 °

dyl  »y@®  —4sin(t+ _%n)| ~ 4sin (1 im) 4. -3 13
dx::u'-;n_f(r) r:lilrr_ —3cos(31) |:=|':Ln_ 3cos(4m)y 3

X
0,6 0,4 -0,2 o 0,2 04 0,6

V(1) = 2cos(t) - —sin(f) = —2sin(¢) - cos(t)

X'(t)=cos(t) - cos(t) + sin(t) - —sin(f) = cos*(t) — sin’(¢)
dy y'(® —2sin(r) - cos (1)

dr x'(t)  cos?(r)—sin?(1)

dy =—25in(l)~ms(l):219

dr|_, cos*(1)—sin*(1)

dy|  -2sinGm)-cosGm -2-3V3-3 —3\3 7
drfz-.ﬂ_ cos’(3n) —sin’Gn) -3 -5

A(sin 3m) - cos (), cos2Gm)) = V3 -4, 3P =(EV3, H
Er moet gelden y = x.

sin(t)cos(t) = cos(t)

cos(t) =0 of sin(t) = cos(t)

t=3m+k- 21 of tan(r) = 1

t=ym+k-2noft=gn+k -7

Dit geeft de raakpunten (0, 0) en (3, 3).

dy —2sin (37) -cos GmM) 0

dx =4 - CGSE(%TT)— Si]’lz(%‘ﬂ:) - 0-1

_—,JT

12
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10a

Eris dus een horizontale raaklijn y= 0 in het punt (0, 0).
dy —2sin (3m) -cos (jm)  —2-3V2-3V2
dx

1 1

. . v 1 -
Eris dus een verticale raaklijn x =5 in het punt (5, 3).

cos?(3m) — sin2(3m) 0

r=3m

dx

—= —sin (t) —2cos (1) - —sin (1)
dt

dx

e sin (#) + 2cos (#)sin (1)

4 =08 () (1 —cos (1)) + sin (¢) - sin ()

dy
—=cos (1) —cos’(t) + sin* (1)
dt dx

In punten met een horizontale raaklijn geldt i—i: Oen a # 0.
: . dx dy
In punten met een verticale raaklin geldt —=0en— # 0.
Horizontale raaklijn: di dr
Invoer: Y1 =cos(X) — cos(X)"2 + sin(X)"2
Venster: Xmin=0, Xmax=7, Ymin=-3, Ymax=3
Optie: CALC, zero (TT) of G-Solve, ROOT (CASIO)
De oplossingen zijn t =0, t=2m, t= 2,09, t= 4,19, ....
Verticale raaklijn:
Invoer: Y1 = —sin(X) + 2cos(X)sin(X)
Optie: CALC, zero (TT) of G-Solve, ROOT (CASIO)
De oplossingen zijnt=0,t=7, t= 1,05, 1= 5,24, ....
Conclusie:
Eris een horizontale raaklijn in (—0,75; 1,30) voor t = 2,09 en in (-0,75; —1,30)
voort=4,19.
Eris een verticale raaklijn in (0,25; 0,43) voor t= 1,05, in (0,25; —-0,43) voor
t=524en1in (-2, 0) voort=T.
cos (1) —cos*(t) +sin*(1)
—sin (1) + 2cos ()sin (1)
cos(t) — cos*(1) + sin*(t) = =2sin(?) + 4cos(t)sin(1).
Invoer: Y1 =cos(X) —cos(X)"2 + sin(X)*2 en Y2 = -2s1n( X) + 4cos(X)sin( X)
Venster: Xmin =0, Xmax =27, Ymin=-5, Ymax =35
Optie: CALC, intersect (TI) of G-Solve, ISCT (Casio)

De oplossingen zijn t =0, t = (0,7854, t = 2,8325 en t = 4,927 voor 0 < t < 2m.
dy
t =0 geeft het punt (0, 0), maar daar 1s 5 = a en dus voldoet ¢ =0 niet.

t=0,7381 geeft het punt (0,19; 0,18).
t=2,8325 geeft het punt (—-1,86: 0,59).

t=4.9270 geeft het punt (0,17; =0,77).
dx

dy
By (0,0)hoortt=0enis —=—=0.
de  dr

Uit Y 2 2 volet
it =2 volg us

dy  (cos (0,001)—cos*(0,001)+sin*(0,001)) — (cos (0) — cos=(0) + sin=(0))

Voort=0,00118s— =
dx

dy 0,0000015-0
dc~ 0,001-0

Dus de helling in (0, 0) zal nul zijn. Ook met een plot kun je dit inzien.

=0,0015=0

@ Noordhoff Uitgevers by
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1-3 Lissajousfiguren
Pagina 18:

Ma 2<x<4end<y<6
b De eerste twee grafieken vallen samen maar de derde grafiek is er slechts een

deel van.
y y
6 6
. 5
4 4
3 3
2 2
1 1
© | 1 # 1 ) o 1 2 3 4 )

¢ De periode van K is 27. o
d De periode van x =3 — cos(2¢) is ?z T
, : . 2T,
De periode van y =35 + sin(31) 1s 3 3T

De gemeenschappelijke periode is 27t want 2 x 7t = 3 x 57t = 27 is het kleinste
gemeenschappelijke veelvoud van 7t en 37.

12a

—

14
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13a

14a

: el : s
De periode van x 1s 5T 7t en de periode van y is 1= 2m.

De kleinste gemeenschappelijke periode is 27.
Dus 21 is de periode van de kromme K.

Voor een snijpunt met de x-as geldt y =0.

1 —2cos(t)=10

cos (t) =3

t =37 of t= 157 (in één periode)

t=1m geeft x=1+sin Gn) =1 +3V3, dus (1 +1V3,0) = (1,87;0).
t=13m geeft x= 1 +sin 33m) =1 —12V3, dus (1 —3V3,0) = (0,13;0).
Voor een snijpunt met de y-as geldt x= 0.

1 +sin(21) =0

sin(2t) = —1

r:%nen t=1 %11: (in één periode)

t=3m geeft y=1-2cos Gn)=1+V2,dus (0,1+V2) = (0;2,41).

t=131 geeft y=1—2cos (131) =1 —V2, dus (0,1 -V2) = (0; —0,41).

Uit de plot is af te lezen dat de kromme zichzelf snijdt in(1, 1).
De bijbehorende waarden van de parameter zijn =31 en t = |

I-i'l_:[i—-

Voor een snijpunt met de y-as geldt x= 0.
3sin(27) =0

sin(2t)=0

t=0+k- 37

t=0 geeft y=2cos(0) =2 dus (0, 2) (ook bij t = 2n).

t =37 geeft y = 2cos (151) = 0 dus (0, 0) (ook bij £ = 157).
t=m geeft y=2cos(3n) =-2 dus (0,-2).

2n

3

L.;_:||I-J

: el : :
De periode van x 1s 5T 7t en de periode van y is

De periode van K is 2 x T=3 x 370 = 27.

Voor een snijpunt met de x-as geldt y =0.

2cos(3t)=0

cos(3t)=10

t=3n+k-2mof 3t=15+k-2n
t=im+k-smof t=3n +k -1

Op[0,2n] geldt r=im, t=3m t=2m, t=1}m t=1inof t = 1.m.
Voor t=2men t =131 geldt (—11V3,0).

Voor t=3m en t = 157 geldt (0, 0).

Voor t=1ment=1}n geldt (11V3,0).

Pagina 19:

2
De periode van x 1s 21 en de periode van y 18 ?E =T.
De periode van K'is | x2n =2 x = 2m.
In de oorsprong geldt x =0.

—5cos(t) =0
cos(f)=10
t= %‘J‘E ent=1 %‘J‘E

@ Noordhoff Uitgevers by
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dv
=5sin () en d—} =4cos (2t)

dx ) )
t=11 ceeft —=—-5en —= -4 dus —=12.
ety T ax

De vergelijkingen van de raaklijnen zijn y = —2x en y = 2x.

c xenyziyn verwisseld, dus er is sprake van een spiegeling in de lijn y = x.

-5
) . <[ X . 2T
15a  De periode van x 1s — =2 en de periode van y i1s 5—=3.
;TJ:

De periode van K is dus 6.

b Y
6

¢ Voor een snijpunt met de y-as geldt x= 0.
3sin(mtt) =0
sin(mt) =0
t=0,t=1, t=2, t=3, t=4, t=5
dy Scos Gnt)-3n 10cos (Grut)

dv 3cos(mt)-m  9cos(mt)

16
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16a

17a

18a

dy _lﬁcus(ﬂ)_l .

¥

W=

dx|_,~ 9cos(0)

dy|  10cosGm) 10- -3
de| , 9cos(m -9 7
dy|  10cosGm) 10- -3
de| , 9cos(2m) 9 ’
dy| _10cos(2m)

de| . 9cos(3m) 7

1=3

dy|  10cosCGm) .
grﬂ: 9cos (4m) ~ °
dy 10cos (33m)
d| .~ 9cos(5m) -

1=5

Voor ¢ =0 is de hoek met de y-as 90° — tan ' (i) = 42°.

Voor t= 1 is de hoek met de y-as 90° —tan ' (3) = 61°.
Vanwege de symmetrie zijn de overige hoeken ook steeds ongeveer 42° of 61°.

=1

-7 [#] \1

De punten van K liggen op de lijn met vergelijjking y=-2x + 3.

Uit x =1 + cos(21) volgt cos(2f) = x — 1. Dit kun je substitueren in
v=1-2cos(2f). Jekrijgtdany=1-2(x—-1)=-2x+ 3.

Omdat -1 <cos(2f) = [ geldt 0 <x < 2, dus het is slechts een deel van deze lijn.

. . 21 . .
De periode van x is ——= 87 en de periode van y is 27.
4

De periode van K'is | x 8t =4 x 21t =8m.
Dus als je voor t een domein met lengte 8 neemt Krijg je in een plot precies één

beweging.

de | ] dy :

—=scos(3t)en —= — 2sin (¢

dr * G dt ©

Voor t=m geldt:

dx 1 1 N~ d}" d}" 0
—=gcos(3m)=V2en—=0, dus —=—=0.
de * G =3 de Ly

De helling van de raaklijn 1s 0.
Als de grafiek symmetrisch is ten opzichte van de y-as moet gelden: x(—) = —x(1)

en y(=t)=y(1)
x(=t)=sin (=) = —sin () = —x(t) en y(=1) = 2cos(—t) = 2cos(1) = y(f)
Dus de grafiek 1s symmetrisch ten opzichte van de y-as.

15
Er moet gelden is 2a - 2p = 30. Dit geefta = >
P

2 2
De periode van x 1s f en de periode van y 1s ?E

17
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14

19a

d

De periode van x en de periode van y moeten beide een deler van 24 zijn.

s T
Er moet dus gelden dat 5 en — beide een deler van 24 zijn.

q

Door te proberen vind je bijvoorbeeld de volgende mogelijkheden:

b=imeng=m
b=:§TE eng:j—gt

b={meng=mn

Families van krommen
Pagina 20:

Voor een snijpunt met de x-as geldt y =0.

2c0s(61) =0 dus is 6t =57t + k - T of wel t = {57 + k - ;7.

De bijbehorende punten zijn (0,78:0), (=0,78;0), (2,12;0), (-2,12;0), (2,90:0) en
(=2,90:0).

Voor een snijpunt met de y-as geldt x= 0.

3sin(t)=0ofwel t=0+k - .

Het bijbehorende punt is (0, 2).

¥

N
.4!/4
SN
-4/2 ) 2\4

De periode van K, K, en K is 2T.

Als b even is, zijn de krommen open en als b oneven is, zijn de krommen gesloten.

Als b evenis, is er alleen sprake van symmetrie inde y-as en als b oneven is, is er
sprake van symmetrie in de x-as ende y-as.
Ergeldt-3<x<3en-2<y<2,dus de afmetingen van de rechthoek zijn 6 bij 4.

18
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20a

21a

22a

1.5

. . 2 , . . 2,
a=135: de periode van.x 1s 3= en de periode van y 1s P

Het kleinste gemeenschappelijke veelvoud hiervanis 27, dus de periode is 27

-

. . 2T . . 2T
a=0: de periode van x 1s — =amen de periode van y is i .

Het kleinste gemeenschappelijke veelvoud hiervan is ir, dus de periode is in.

. . . . 21
De periode van x 1s men de periode van y 18 PR

Als a een drievoud is dan is de periode van de Lissajousfiguur 3.

Als a geen drievoud is dan is de periode van de Lissajousfiguur 2.

Dus zijn er geen gehele waarden van a waarvoor de periode niet gelijk is aan
1 of 2m.

Pagina 21:
: . 2n : 2n
De periode van x i1s —=m en de periode van y =——=3T.
De periode van de kromme is 2 x T = 3 x 31 = 27t vVoor a = 0.
De krommen vallen samen, maar hebben een ander startpunt en worden dus
verschillend doorlopen.
De krommen zijn elkaars spiegelbeeld in de y-as, omdat
cos (2t)= —cos (2t + 1) = —cos (2 (¢ +57)).

L::-‘_.I:||I-.1

: . 2; : . 2;
De periode van x is ——=6m en de periode van y is 3
3
De periode van de kromme is 6.
Als b =3 dan is de periode van y gelijk aan 3.
De periode van de kromme is 6.

: : . bm
Het getal 2 is een uiterste waarde van y die 5—=9 keer wordt aangenomen.
3T

Als b=2dan is de periode van y gelijk aan .
De periode van de kromme is 6.

X X . bm
Het getal 2 is een uiterste waarde van y die — = 6 keer wordt aangenomen.
T

Als b=} dan is de periode van y gelijk aan 47.
De periode van de kromme is 127.

: : . L1a;
Het getal 2 is een uiterste waarde van y di an 3 keer wordt aangenomen.
T
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23a ¥

De kromme snijdt zichzelf in (0, 1), er moet dus gelden x = 0.

(1 —2cos(t)) - sin(f) =0

1 —2cos(t)y=0of sin(t)=0

cos (t) =5 of sin(f) =0

t=imoft=15noft=00f r=mof t=2n

Invullen in y = (1 + 2cos(1)) - cos(t) geeft voor t = ]111: oft=1 %Jr of t =7 steeds y = 1.

b y y

i &

20
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Hoe groter de waarde van a hoe meer je de invloed van a terugziet in de kromme.

Langzamerhand wordt de kromme steeds ronder.

Voor grote waarden van a 1s de factor a — 2cos(t) = a en de factor a + 2cos(f) = a.
Dus dan geldt x = asin(f) en y = acos(t), de parametervoorstelling van een cirkel.
De krommen zijn voor grote waarden van a vrijwel cirkels met straal a en

middelpunt (0, 0).

¥
10

-8

Als cos(1) = 0, dus bij t =37 + k - © hoort geen punt van deze kromme.

Alst—sn+k-mdanx — 1 +12-02=1eny — oo of y — —oo,

Dus x =1 is een verticale asymptoot van K .

De maximale waarde van x(7) is 2. Deze wordt bereikt als cos*(1) = 1.
Dit geeftcos(f) =1 of cos(f)=—1,dus t= k- 7.

2
Danisy= 1= 2ofy= - —2, dus de eindpunten van de takken zijn

(2,2)en(2,-2).

@ Noordhoff Uitgevers by
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e

25a

26a

27a

: 2
Uit y= volgt cos (1) = "

cos (1)
Dit laatste invullen bij x = 1 + cos*(f) geeft de vergelijking

5)
x=1+|—
y

x=1+—
y
4
I—IZ—,J
y
, 4
}_I—l

4 2

I—lz"ﬁx—l

De functievoorschriften zijn f(x) = en

4
g(x)= - = ———metl <x<2.
x—1 Va—1

De verticale asymptoot hoort bij cos(1)=0. Dan geldix=a+ a*- 0 =a.
Dus als a =6, 1s x = 6 de verticale asymptoot.

De eindpunten horen bij cos*(f) = 1. Dan geldt x = a + a*. Er moet gelden
at+a=06

at+a—-6=0

(a+3)a-2)=0

a=—3ofa=2

Voor de waarden a = -3 en a = 2 zijn de eindpunten (6, 2) en (6, -2).

Parametervoorstellingen opstellen

Pagina 22:

) PP' PP’ ..

sin (¢) = 0= 1 ,dus PP’ =sin(t)

OP' OP' ,

cos (1) = OP = 1 ,dus OP’ = cos(t)
X, =cos(t)eny,=sin(s)

x=cos (1)

{y: sin (t)

De baan van punt M is een halve cirkel met middelpunt (0, 0) en straal 3.

2

-OP =
.OQ

De parametervoorstelling van K 1s {

- 6sin (¢) =4sin (1)
%. 6cos (1) =2cos (1)

-

X

X

-
L] LD

x=4sin(t)
y=2cos (1)

Pagina 23:

x= —4+5cos (1)
y="T7+ 5sin (t)

Parametervoorstelling van een cirkel met middelpunt (3, -2) en straal 4.
{ x=3+4cos (1)

y=—2+4sin (1) x= 9+ 12cos (1)
{}-‘: —10+ 20sin (1)

Vermenigvuldigen van x en y met 3 respectievelijk 5 geeft

2
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28a

29a

30a

PQ PO
sin(t) =——= , dus PO =2sin (t
(1) MP- 2 Q (1)
M MQ
cos (t)=——=——dus MO =2cos (¢
(1) MP- 2 Q (1)

De snelheid van het wiel is 1 rad/s, dus na t seconden 1s er over f rad gedraaid.
De horizontale verplaatsing is gelijk aan de lengte van PA en is dus

f
—dn=t-2=2t
2T

De y-codrdinaat blijft steeds hetzelfde, namelijk 2.
Dus de codrdinaten van M zijn (2, 2).

X, =x,,+PQ=2t+2sin(¢)

Yo=Y, +MQ=2+2cos(t)

¥

N NN

» X
2 4 & 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

t=0 geeft P, =(3.1)en Q, = (-2, 2).
t =37 geeft P,=(4,2)enQ.,=(0, -1).

3+ -2 1+2
Muz( ’ ):(%11%)

2 2
4+0 2-1
M'.-J'fz( 1—)= (21 ];)
s 2 2 .
3+sin(t)—2+2sin(t) 2—cos(t)—1+3cos (¢
M( sin (1) sin ( )1 cos (1) cos ( )) — (s 1 sin(0). L+ cos()
2 2 T -
) |x= %+l%5iﬂ(f)
Dus een parametervoorstelling van de baan van M 1s l
V=735+CO0S (1)
orP 1 1
In AOPA geldtcos (1) =——=——,dusisOA = .
OA OA cos (1)

In AOPB 1s ZOBP =t (vanwege gelijkvormigheid van AODP en AOPB) en
1 1

oP
eldtsin () =——= ,dusisy =0B= .
£ O=08~ 0B Vi sin (1)
l l
Er geldt x, =3ix env =2y . dus de codrdinaten van M zijn M . .
B Ay = Sy =20y ’ (st (1) 2sin (r))
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1-6

31ab

32a

|
e 2cos(t)

De parametervoorstelling van de baan van M is 4
1

r= 2sin(t)

W

Gemengde opdrachten
Pagina 24:

¥
10

D

NAVA

dy y'(®) sin () +1rcos (2)
de x' () cos(t) —tsin(?)
dy| sin(f)+tcos ()| 0+0

dx| _, cos()—ssin(®)|_, 1-0 0

In de snijpunten geldt y = x.

tcos(t) = tsin(f)

sin(t) = cos(1)

tan(f) =1

t=m+k-T

t=im = (n-3V2,in-3V2) = V2, in\2)

r=1in = (U -2, ln- - 32)= (-§in2,- $n/2)

m-02) = G2, inv2)
Voor het snijpunt bij ¢ = 47t geldt:
_I_

dy sin (j70) + 47~ cos () 3V2+4m-5V2
I

1
W2

T 830
T

ERER
ale

dx f=4T COs (EE) — 3t - 51N (ZE) %1'1."'2— —

De raaklijn aan K heeft hellingshoek tan™'(8,32) = 83,15°.
De hoek tussen K en de lijn y = x 1s ongeveer 83,157 — 45,00° = 38,15

Invoer: Y1 = sin(X)/(2 — sin( X))

Venster: Xmin =0, Xmax =27, Ymin=-2, Ymax=2

Optie: CALC, minimum en maximum (TI) of G-Solv, MIN en MAX (Casio).
Ergeldt—;<x< 1.
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33a

¥
1
0,5
0,5 o 0,5 1
sin ()
T 2—sin(f)

x(2 —sin(t)) = sin(t)
2x — xsin(f) = sin(t)
sin(f) + xsin(f) = 2x
sin(f) - (1+x)=2x

2x
sin(t)=——
l+x

Invullen in y = cos*(?) geeft
y=(cos* (1))’
y= (1 =sin*(r))*

()

f,(x)zg(l_(i)-) 2 2049-%

| +x

o B 2x \° Ax
fieo= 4(1 (l-l-_l')) (1+x)

OF 4(1 (2'% z) 45 _ 4(1 (
Fe)=- - 1+ ‘(1+%)3__ - B

¥
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b Als de raaklijn evenwijdig is aan de y-as geldt %: Oen {{ji_:‘ # 0.
X'(t)=—cos(t)
—cos(f)=0als t=57 of t= —3m.
De bijbehorende punten zijn ( — 1,372) en (1, 37).
c  Als Ksymmetrisch is in de y-as moet gelden x(—f) = —x(t) en y(=1) = y(1).
x(—f) = sin(—1) = —sin(t) = —x(1)
y(=1t) = (_lr)z = %= v(t)
Dus K is symmetrisch in de y-as.
d x(—m)=x(m)=0
yim=y(-m)= L = 0,10.
2

1
Dus als t — —m of t — 1 dan nadert en bereikt de kromme het punt (0, —q) .
I

e Alst—0danx —0eny— oo
De kromme K heeft de lijn x =0 als verticale asymptoot.

Pagina 25:

34a Een cirkel met middelpunt (0, 0) en straal 10 krijg je met x = 10cos(f) en

v= 10sin(1).
Om middelpunt (0, 14) te krijgen stel je y= 14 + 10sin(z).
Op t = 0 start de kromme nu in het punt (10, 14).
Om de kromme in P(=8, 8) te laten starten moet gelden x(0) =—8 en y(0) = 8.
10cos(0+a)= -8
Met de optie intersect/ISCT op de rekenmachine vind je a = 2,498 of a = 3,785.
10sin(0+ a) + 14 =8
Met de optie intersect/ISCT op de rekenmachine vind je a = 3,785 of a = 5,640.
Conclusie: a = 3,785.

b  De bewegingsrichting van A is tegen de klok in, dus B draait met de klok mee.
De omtrek van ¢, is de helft van die van c,.
Dus ¢, draait twee keer zo snel rond en er zal gelden
x=-12+ 5cos(2t+ a) en y =35 — 3sin(2t + a) voor zekere a.
x(0) = -8 geeft
=12+ 5c0s(2-0+a)=-8
Scos(a)=4
Met de optie intersect/ISCT op de rekenmachine vind je a = 0,644 of a = 5,640.
y(0) =8 geeft
5-5sin(2-0+a)=38
—S5sin(a)=3
Met de optie intersect/ISCT op de rekenmachine vind je a = 3,785 of a = 5,640.
Als a = 35,640 start ¢, in P(—8, 8) en geldt
x=-12+ 5cos(2t+ 5,640) en y=5 — 5sin(2t + 5,640).

d Inpunt Q geldt y=0.
5 —5sin(2t+5,640)=0
sin(2t +5,640) =1
2t + 5,640 =17
t=-2,03

26
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T1a

T-2a

dx
Friate 10sin (2t + 5,640)

dx
t=-2,03 invullen geeft E: —10sin (2 -=2.,03 +5,640) = —10,0

Test jezelf
Pagina 28:

—-6<x<2en(=<y<2.

Voor een snijpunt met de x-as geldt y =0.

1 —sin (3 =0

sin (51) = 1

H=m+k-2n

f=m+k-4m

Dan is x () = 4sin (n — 1) - 2=4sin Gn) - 2=4- V2 -2=2V2-2.
Dus de codrdinaten van het snijpunt met de x-as zijn (2V2-2,0).
Voor een snijpunt met de y-as geldt x= 0.

4sin (t—m) —2=0

sin (1 —4m) =3

t—m=en+k-2nof t—r=2n+k-2nt=3n+k-2n of t=135n+k- 27
Dan is y(57) = 1 —sin (51) = 0,39 of y(251) =1 —sin Gin) = 1,61.
Eny(135m) =1 —sin(3n) = 0,009 of y(35m) = 1 —sin (G2n) = 1,99.
Snijpunten: (0; 0,39), (0; 1,61), (0; 0,009) en (0; 1,99).

!

1 2

x(3m) =8cos Gm) =8 - —3=—4

y () =5sin () =0

Dus de codrdinaten van A zijn (-4, 0).

dy _ 15cos (31) _ 15cos (1) _ —-15 _ 15 _5\3
dr|_, -32sin(4d| . -32sin(13m) -32--}13 16V3 °

Bij A(=4, 0) hoort ook ¢ = 3.

dy _ 15¢cos (31) _ 15¢cos (27) _ 15 _ 15 __5\%3
de|_.. —32sin(4o)] .. —32sin(25m) ~32.43 163 "
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T-3a

dx dy
Als de raaklijn evenwijdig is met de y-as moet gelden - Oen— % 0.

, : dt
X'(1)=-32s1n(4t)
—32sin(4t) =0
sin(4t) =0
dt=k-m
t=3k-T
V(1) = 15¢c0s(31)
15cos(3t)=0
cos(3t)=10
t=in+k-m
t=m+k-in
De oplossingen zijn r:j—m:, r:fm, =T, 1= 1,37:1:, t= 1%11:

Voor t=41 en t=37 zijn de codrdinaten (8cos (1), 5sin Gn)) = (-8, 23V2).

Voor t= 7 zijn de codrdinaten (8cos(4m), 5sin(31)) = (8, 0).

Voor t=13m en t= 137 zijn de codrdinaten
(8cos (5m), 5sin(33m)) = (— 8, —23V2).

dx dy
Voor t =7 geldt e 32sin (4 - 3m) =0, dus kun je é niet berekenen.

dx
Inditpuntist= 1511: = 1,5708. Voor t=1,5708 1s E = —(0,0004702en

dy
— = (0,000 165 29.
dt

dv
De helling in (8, —5) is a = —(),35.

De atzonderlijke grafieken van x en y zijn sinusoiden.
3<x<9en2<y<6

¥

.0 2 2 6 8 0

In de snijpunten geldt y =4.
4+2cos 3(t+2m)=0

cos (3t+24m) =0
t+2m=sm+k-w
Jt=-2n+k-m

t= —sn+k-in . .
x(=Im)=x(n) =6-3sin Cn)=6-3-1V3=6-1113

28
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T-4a

T-5a

x(0)=x(m)=6-0=6 _ _
x(—3m)=xGn) =6-3sin GM)=6-3- —3V3=6+15\3
Bij het punt (6,4) horent=0ent=T.

dy y' () 2-—sin(3r+23m)-3 sin(3r+2in)

de x’'(0 -3cos(2)-2  cos(21)
t=01invullen geeft w: l: l.
cos(0) 1
t =1 invullen geeft sin (5% =— ! =-1.
cos(2m) 1

Voor de eerste raaklijn geldt y = x + b. Het punt (6, 4) invullen geeft b =-2. Dus
de vergelijking van de eerste raaklijnis y=x-2.

Voor de tweede raaklijn geldt y= —x + b. Het punt (6, 4) invullen geeft b = 10.
Dus de vergelijjking van de tweede raaklijn is y = —x + 10.

Uit y=3x volgt 3y = 2x. Hierin de parametervoorstelling invullen geeft
12 + 6¢os (3t +231) = 12 — 6sin (21)

cos (3t + 231) = — sin (21)

Invoer: Yl =cos(3X +2.5m) en Y2 =—s1n(2X)

Venster: Xmin=0, Xmax =27, Ymin=-2, Ymax =2

Optie: CALC, intersect (TI) of G-Solve, ISCT (Casio)

De oplossingen zijn t = 0, t = 0,6283, t = 1,8850,t =7, t = 4,3982 en t = 5,6549.
Bij t=0en b1j = 1t hoort het punt (6, 4).

Bij t=0,6283 hoort het punt (3,14; 2,10).

Bij = 1,8850 hoort het punt (7,76; 5,18).

Bij t=4,3982 hoort het punt (4,24; 2,82).

Bij t=5,6549 hoort het punt (8,85; 5,90).

Pagina 29:

x=1+cos (1)

Voor a =0 1s de parametervoorstelling {}, =3 +cos (1)

Dusisx—y=-2ofwel y=x+2.
_ ~ [x=1+cos(t)
Voor a =7 is de parametervoorstelling y=3+cos (t—1) =3—cos (1

Dusisx + y=4. Elk punt van K ligt op de lijn met vergelijking y =4 — x.

De kromme i1s een cirkel als cos(f — a) = sin(t). Dus neem bijvoorbeeld a = ;—Jﬂ:
_ ~ [x=1+cos(1)
Dan is de parametervoorstelling y=3+cos (t—Lm)=3 +sin (1)

Hierbij hoort een cirkel met straal 1 en middelpunt (1, 3).

Jeny,=3tan(s)
3+AP =3+ 3tan(r)
v, = 3tan(t)

_IP
o
Yo
x=34+3tan ()

De punten van Q voldoen aan de parametervoorstelling { v=3tan (9

met 0 < t < 7.
x=3+yolwely=x-3.
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T-6a

Voor een snijpunt met de y-as geldt x= 0.
2cos(f)=0dus t=3mof = 13T0.

t =m0 geeft (0, 3) en t = 157 geeft (0, -3).
Voor een snijpunt met de x-as geldt y =0.
4sin’(t) — sin(f) =0

sin(f) - (4sin*(1)— 1)=0

sin(1) =0 of sin(f)=3 of sin()= -3
t=0 of t=m of t=21 of t=¢w of t=21 of t=1¢mw of =1
Dit geeft als snijpunten met de x-as:
(2,0), (V3;0), (= V3; 0) en (-2, 0).

Het punt (1, 0):

x= 1 geeft 2cos(t) = 1 dus cos (1) = 3.

Dit geeftt =1 of t = 1 3.

v=10 geeft

4sin*(3) —a - sin () =0

sin (370) - (4sin?(3m) —a)=0
4-3—a=0dusa=3.

Het punt (-1, 0):

x=—1 geeft 2cos (f) = — lcos (1) =—1.
Dit geeft t=3m of t = 15.

v=10 geeft

4sin*(3) —a - sin Gn) =0

sin(Gm) - (4sin*Gn) —a) =0
4.-3—a=0dusa=3.

Dus voor a = 3 gaat de kromme door (1, 0) en door (-1, 0).

:J::_-:||L.!|

x=0geeftt= ;—E oft=1 1511: (zie onderdeel a)

v=10 geeft

4sin’*(3w) —a -sin 3n) =0 ofwel4- 1 —a-1=0,dusa=4

of 4sin®(131) — asin (151) =0 of wel 4 - =1 —a - =1 = 0, dus a = 4.

Uit een plot blyjkt dat voor a = 4 de kromme de x-as raakt in de oorsprong.
In een snijpunt met de x-as geldt y =0.

4sin’*(t) —a - sin() =0

sin(f) - (dsin* () —a)=0

sin(f) =0 of sin* () = ja

sin(t) =0 geeft t=0, t=n of t = 2, dit geeft de punten (2, 0) en (-2, 0).
sin2(f) = ja heeft geen oplossingen voor a > 4.

Dus als @ 2 4 zijn er twee snijpunten met de x-as.

Als a=4 geldtsin®(f) =1 dus t=5mof t = 157

Deze t-waarden geven allebei het punt (0, 0).

Er zijn dus drie snijpunten met de x-as als a =4.

Voor 0 < a <4 heeft sin () = ja vier oplossingen die twee verschillende
snijpunten met de x-as geven anders dan (2,0) en (=2, 0).

Dus als 0 <a < 4 zijn er vier snijpunten met de x-as.
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V-3a

Hoofdstuk 2 — Toepassingen van integreren

Voorkennis: Integreren
Pagina 32:
fl(x)=3x-3

g'(x)=cos(x) —sin(2x) - 2
¢'(x) = cos(x) — 2sin(2x)

Met de kettingregel:
1 2x
h'(x)=— 2x=—
x +1 x +1

Met de productregel en kettingregel:
k'(x) = 2sin(x?) + 2xcos(x?) - 2x
k'(x) = 2sin(x?) + 4x’cos(x?)

['x)=1+

cos?(x)

Met de kettingregel:
m(x)=e'+e*-—l=e'—e™

F)=p'—133+¢

G (x) =—cos (x) + 3sin (2x) + ¢
H(x =]§ln x| + ¢
Kx)=e*'+e™*+c¢
L(x)=5%-t(3x+4)°+¢

L) =5%0Cx+4)+c

M(x)=3e>"2+¢
r+4x+2
H(I)=f=1+4+21"

N() =52 +4x +2In|x| + ¢

F(x) =22 +2V2x. Probeer F (x) =3¢ + a(2x)",

Er moet gelden dat F’(x) = f(x), dus

F'()=x*+a- 11 (207 2=x243aV2x =f(x) =+ 2V2x, dus a=2.
De algemene oplossing is F(x) =3¢ +3(20)" =1 + 130 2x + ¢.

l
g(x) = ot 4sin (4x). Probeer G (x) = ln|x| + acos (4x).
X

Er moet gelden dat G'(x) = g(x), dus

1 1
G'(x)= 4——asin (4x) - 4=g(x) =4—+4sin (4x), dus a=—1.

X X

De algemene oplossing is G(x) = ;In |x| — cos (4x) + c.
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V-4a

V-5a

hix)=3"+37
|
H(x)= <3+ 3+ =
In(3) In(3)
|
H - 3.(_3-.( +
(x) ln(3)( )+ ¢
|
k(I)Z—q——HZI_Z—ZI_a
X X
Kbr)—L ) 1 24
= X = X C
1 1
Kx)=—+—+c
X x

|
[(x)=——— Probeer L(x) = a - In|2x — 4.
2x—4
Er moet gelden dat L'(x) = [(x), dus

a 2a
a4 a1 Wy

L'(x)= dusa= %
De algemene oplossing is L(x) =3 - In[2x— 4| +c.

m(x) =;. Probeer M(x)=a - (2x—4)".

(2x—4)

Er moet gelden dat M’(x) = m(x), dus
2 1 |
M ()=a-—1Q2x-4)22=————=mx)=——, dusa =%
()=a-—1( ) (2 —a) m(x) a7 usa=-—s

]

L 2 1
De algemene oplossing is M(x)——zx_4+.:——4x_ gt e

dx=[2In[x|[[=2-0=2

= |2

2sin (3x) dx = [-3cos3)|) =3 (-H) =1}

St—E —tf—

i

(2-‘—l)dx—{ 1 z-t—l”r—( : —1)—( : —l)— -
T M T T\n@ n2) *) Q)

——

Pagina 33:

3 5 5
J (¥ —x2) dx + J (' —22) dr = J O =) dor=[ort =30 [ = = T = 11475
0

0 3
2

J (1 —x* +2x) doe= [l = frt + 2] =0,
Omdat er slechts kwadraten in de primitieve voorkomen geeft invullen van -2

hetzelfde resultaat als het invullen van 2. Je kunt dus met een minimum aan
rekenwerk concluderen dat de integraal de waarde 0 heeft.
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c J(sin (2x) +cos (x)) dx = [—3c0s (2x) +sin () [T = (=5 +0) — (-5 +0) =0

V-6a

V-7a

V-8a

s

0
e e

J 3+ 1In(x))dx - J (2x+1n (x))dx=

] ]
e

J ((3x2+1n (x)) — (2x+1n (x))) dx = J (32— 20) dx =
1 1

- =@ —e) - (1-D=e'—e

-1

2 1 1| 1 1
J(—+—q)dr= |i21n|x|——} =(0+1)—(2+—)=———1
X x X . e e

—

7

dr=[33x+4] =3 [Vax+4| =3 5-2)=2

J1’3x+4

0

De gevraagde Riemann-som is

2111(1]5+k)~ I =In(13)+1n(23)+1n(3}) = 2,57

k=0

29
De Riemann-somis > In (155 +& - 7p) - 15.

k=0
TI: sum (seq (0.1In(X), X, 1.05, 3.95, 0. 1)) = 2,55
Casio: Sum Seq (0.11n(X), X, 1.05, 3.95, 0. 1)=2.,55

Invoer: Y1 = 4(1 - X?)

Venster: Xmin=0, Xmax=2, Ymin=0, Ymax =35
Optie: CALC, [f{x)dx (TI) of G-Solve, Jdx (Casio)
De oppervlakte is 3,14.

Invoer: Y1 = sin(X?)

Venster: Xmin =0, Xmax =7, Ymin = -1, Ymax= 1
Optie: CALC, [f{x)dx (TI) of G-Solve, Jdx (Casio)
De oppervlakte is 0,89.

De helling van lijn [ is gelijk aan f'(3).

Er geldtf(x) =3x*— 6x + 2, dus f'(3) = 11.
Een vergeljjking van lijn [ heeft de vorm y = 11x + b.
Punt (3, 6) invullen geeft b =-27.

De gezochte vergelijking is dus y = 11x - 27.
De nulpunten van de grafiek van f:
=3+ 2x=0

xx—Dx=2)=0

x=0vx=1lvx=2

Het nulpunt van lijn /is x =7 = 2.

De exacte oppervlakte van gebied Wis dan

3 3
J (= 3x" + 20) dx — J (11x—27)dx=
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2-1

1a

2a

[ivt =+ 2] - [5he - 27, = (25-0) - (=315 + 333) =%

(r’—3f+21)dx=[iﬂ—r’+f]::=(j¢—0)=j¢
(=32 +20) dr= [ — 2+ 22 = (0- )=}

(¥ =302+ 2x) dx = []r* r+r] 0-0)=0

2

f(x)dx+ Jf(x)dx: Jf(x)dx

0

Integraal en oppervilakte
Pagina 34:

Er moet gelden f(x) = 0.
r=8x+12x=0
x(x*=8x+12)=0
xx—=2)x—-6)=0
x=0ofx=20fx=6

J (' = 822 + 120 dx = - 236 + 6x2] =63-0=63
]

f
—J (' - 82 + 120 dx =[x - 23 + 62| = — (=36 - 63) =423

G
J (r' - 82 + 120 dx= [~ 230+ 6] = (=36 - 0) = -

0

Je kunt gebruik maken van de uitkomsten van onderdelen b en c.
G 2 G

J (" =8x°+ 12x) dx = J (x* — 8% +12x) + J (X =8+ 12x) =63 - 425=-36

0 0 2

Er moet gelden f(x) = 1.

2sin(2x) =1

sin (2x) =

2x = 71:+2k v 2= n+2k-T

xX= —n+k T vXx= —n+k L’

De x-cotrdinaten zijn x = ﬁE en x= ]’—311:
Er moet gelden f(x) =-1.

281n(2x) =—

sin (2x) = —1

c=1m+2k -1t v 2x=11+2k T
x={+k-T v x=pn+k-n

De x-cotrdinaten zijn x = f—gn en x= %ﬂ:

34
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o

@

JE (2sin (2x) — 1)dx

J._ (2sin (2x) — 1)dx = [—cos (2x) — x]:rr =W3-3n) - (1V3-4m=V3-1in
Eﬂ 12
%11: n

L.z 2sin (2x)dx, JT (—1)dx en L 2sin (2x)dx

12 12

_J 2sin (2)dx - J (—l)dx—Jl 2sin (20 dr =

1 1
FrL

12

—[—cos (Zx)r: - [—x]; - [—cos (Zx)];z
[CDS (ZI)]T+ [x]j:r + [cos (Zx)]; =

B+ D+ -2+ (1-13)=2-V3+!n

Pagina 35:

De snijpunten van de grafieken fen g:

x+ 1=x*—1

r—x-2=0

x=2)x+1)=0

x=2vx=-I

De snijpunten zijn dus (2, 3) en (-1,0).

Het snijpunt van de grafiek van fendelijny=11s (0, 1).
De snijpunten van de grafiek van gende lijn y=1:
r—1=1

=2

x=V2vx=-\2

De snijpunten zijn dus (=V2, 1) en (2, 1).

De gevraagde oppervlakte is gelijk aan:

1a]

0

0 V2 ¥
J ((x+l)—£xj—l))dx+J (l—txi—l))dsz (—f+x+2)dx+J (2 —-x?)dx=
1 1] 1]

- -1

[+ 52+ 2P+ [20 =301 = (0- (1)) + (13V2-0)= 15+ 15V2.

De snijpunten van de grafiek van fen lijn /:

l_ 1 1
I——51+ 15
5=—x"+06x
r—6x+5=0
x—Dx=5)=0

x=1lvx=35
De snijpunten zijn dus (1,1) en (5, 1).

De oppervlakte van het ingesloten gebied is
5
4 3
J} ((~be+ 19) —x ) =[5 + 1he—In o] =

(33-1In(5) - 175=25—1In(5).

35
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5a

Babc

De grafieken van fen g snijden elkaarin (1, 1).

Voor | <x<41isf(x)> g(x)endusis de gevraagde oppervlakte
4

4 4
J (ftx)—gtx))dﬁf (x'=—xHdx= [m |x|+ﬂ =(In@)+p)-1=In(4) -3
1 1

De snijpunten van de grafieken van fen g met de lijn y = 4 zijn respectievelijk

(4, 4)en (3, 4).
Voor § € x <3 geldt f(x) <4 en voor 3 < x < 1 is g(x) > f(x).
De gevraagde oppervlakte is dan

1

[ @—aes LI et de= [tk + [~ -], =

(2+In2)-1+2In2))+ (-1 -0)=(-2+1In(2)))=2-2In (2).
Voor willekeurige a > 1 1s de oppervlakte gelijk aan

[

J (f(x)—g(x))de:J (x'—x)dx= [ln|x|+ﬂ =lna+a'-1.
] ] |

Invoer: Yl=In(X)+X'—-1 en Y2=8

Venster: Xmin =0, Xmax = 10000, Ymin=0, Ymax =15
Optie: CALC, intersect (TI) of G-Solve, ISCT (Casio)
De oplossing is a = 8102,08.

De kleinste gehele waarde van a > 1 waarvoor de oppervlakte minimaal 8 is,

18 dus a = 8103.

Integraal en inhoud

Pagina 36:
H G
[ w7
1 #
1 /

&

E | Fo-
I -
] &
1 L7
I ’
1 #
I Q.
]

10 | A
1 & f
1 ,’ [
1 - £ IP

_,,"lé‘:-.f:lr_’,.“"---- ------ C
- “F"‘-..
P R .l 10
A 10 B

Maak gebruik van de gelijkvormigheid van driehoeken:
cG PQ 10 PO
ADCG ~ADPQdus —=—— — —=— — PQ=3.
DC DpP 10 3
: CB PR 10 PR
Uit ADCB ~ ADPRvolgt —=—+ — —=-— — PR=3.
DC DpP 10 3

De oppervlakte van driehoek POR=3PQ- PR=3%-3 -3 =45.

DP = x dus volgt uit de gelijkvormigheid van driehoeken dat PO =xen PR =x.

De oppervlakte van APQRisdan} - PR-PQ=3%-x- x=3
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7a

8a

9a

De getekende prisma’s vallen alle binnen de piramide.
Het grootste prisma begint op x =9, het kleinste opx = L.
Er zijn dus 9 prisma’s met hoogte 1, zodat de benadering voor de inhoud wordt

o o
DG+ 1=3D 3+k)?=

k=0 k=0
3(GP+ (192 + (227 + (32 + (4 + (5% + (67)* + (7% + (8)*+ (95)) =
1.3321= 1664

Omdat de prisma’s alle binnen de piramide vallen zal de benadering kleiner zijn

dan de exacte inhoud van de piramide.
10

J e de =[]0 =5 - 1000= 1663
0

Voor de inhoud van een piramide geldt I = - oppervlakte grondvlak x hoogte.
Met ABCG als grondvlak met oppervlakte 10 x 10 : 2 =50 en CD = 10 als hoogte
geeft de formule I=1%- 50 - 10 = 1663.

De uitkomst is hetzelfde als bij de integraal.

Manier 1:

De verhouding tussen PQ en a 1s gelijk aan de verhouding tussen de hoogte
TM = 15 en de breedte AB = 10. Dus PQ = j2a =3a.

15
De oppervlakte van het vierkant wordt dan: (Ga)? =3a’.

De inhoud van het blok met zijden PQ en QR en dikte Aa 1s
PQ* Aa= (Ga)* Aa=3d* - Aa.
Met een groot aantal van zulke blokken kun je de inhoud van piramide TABCD

=1

n=1
benaderen door de Riemann-som > f(m +k- Aa) - Aa= D 5(m +k-Aa)*- Aa.

k=0 k=0
Door Aa steeds kleiner te nemen als a het interval [0, 15] doorloopt gaat de
15

Riemann-som over in de integraal J sa*da.

0
15

J ga*da = [55a’]"> =500 — 0= 500

0

Pagina 37:

De straal r neemt evenredig met de hoogte 5 toe.

De toename van de straal ris 20 — 10 = 10 cm over een hoogte van 40 cm,

ofwel 10 : 40 =  cm toename van r per cm stijging.

De beginwaarde van de straal is 10 cm voor h =0, dus r=10+ h.

De oppervlakte van een cirkel op hoogte /4 is 12 = (10 + 3h)2.

De gevraagde inhoud is

44}

Jn(10+j¢h)zdh=n[%(10+j¢h)3 410 =

0

(10 +1-40)° — (10 + 0)%) =21 (8000 — 1000) = 2% cm’ = £t dm’ = 9 dm?
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10a

11a

2-3

12a

13a

De stelling van Pythagoras geeft
X+r=R
r=R-x
r=V5-22=\21
De oppervlakte is tr* = 211.
r=VR? - x*=\5-x=V25-x
De oppervlakte is r* = (25 — x7).
5
Jn(zs —x)dx=7[25x -3 P =n((125-3-125) - (0-0)) =3n - 125 =833m.
0
De inhoud van de halve bolis 3 -3+ 5° =831 .
Dit antwoord komt overeen met dat van onderdeel c.

De oppervlakte van de cirkel is -~ = th.
4

Jnhdh: m[B)=3m - 42 =81 cm?

0
0

Omwentelingslichamen
Pagina 38:

Voor x =7 is f(}) =Vj—4=1. dus de oppervlakte van de cirkel is 7t(}) = .
4_2

Voor x =4 is f(#) =Vi—% =2, dus de oppervlakte van de cirkel 11:(5)2 =g
Voor elke waarde van 0 < x < 1 is de oppervlakte van bijbehorende cirkel gelijk
aan 7T (Vx —x)* =1 (x — 2xVx +x9).

_ 1
= 10

tn|—

*

[t | =

1-0
Hieris n=4+1 =5;m:T=;:enmu=0+

4

: : 1,1y |

De Riemann-som is ELH(E + Ek) ‘5
k=0

TI: sum(seq (0,2m(X — 2XVX +X2):X; 0,1; 0,9; 0,2)) = 0,1081
Casio: Sum Seq (*(X —2XVX + X?):X: 0.1; 0,9: 0,2) - 0.2 = 0,1081
1

J n(x— 20+ ) dv=qfhe - 2+ 4| = (B -1+ - O)n=4m
]

Voor de nulpunten geldt f(x) = 0.
X — ]gf =0

x(3-x)=0

x=0o0otx=3

38
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b  Hetingesloten deel van de grafiek ligt tussen de nulpunten.
3

3 _
| me-terae=n. | oot sberdemn [l b gl
1]

1]
- ((9-133+53)-0)=3m

Pagina 39:

14a y

1 2 3 4

4 4 72
b J T (g(x))szr:J n~(—) dx
] ] A

4 :Z 2 4
c J - (—) dx= J dnx2dx = [—4m"]f=—n— (—4m)=3m
1 1

X

15a ¥

Om de inhoud van het gevraagde omwentelingslichaam te berekenen moet je de

inhouden van twee omwentelingslichamen van elkaar af te trekken. Dit komt
3 3

overeen met Jn(f(x))zdx— Jn(g(x))zdx.

0 0
3 3 3 3

b Jn(fﬂr))zdx— Jn(g(x))zdxz Jn(ﬂlx—f)zdx— mezdxz

0 0 0 0
3 3 3

Jn(lﬁf—ﬁr’+x“)dx— Jm:zdxznj (15— 8x' +x%) =

] ] ]
| 5x° - 2x¢ + 1] = (135 - 162 +482) =213n
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16a

b

Met de andere integraal bereken je de inhoud van het omwentelingslichaam dat
hoort bij het gebied dat wordt ingesloten door de grafiek van ii(x) =f(x) —g(x) =
3x —x*ende x-as .

3 3 3

J (m(h(x))dx= TEJ (3x—x?)*dx= TEJ (94" — 6x° + x*)dx =
] ] ]
32 - 130+ 4] =m((81- 1213 +483) - 0) =8 fgn

De functies fen g snijden elkaar in punt (3, 3).
De inhoud van het gevraagde omwentelingslichaam is de som van de inhouden

van twee omwentelingslichamen:
Kl

3 3 E
J n(g(x))zdx+f ?I(f(r))zdszr mjdx+J 7t(4x —x*)*dx=
] 3 ] 3

3 4

fdx+?1:J' (16x* —8x' +x*)dx =

3

3 4
J m:zdx+J n(lﬁﬁ—SxHx")dx:nJ
)

3 0

e nfs i - 20+ ] = 100 (3475 30) = 12

Voor de snijpunten geldt

3Vx=13x

Ox =24x°

¥ —4x=0

x(x—=4)=0

x=0otx=4

Hieronder een plot van beide functies. Het gebied G is gearceerd.

¥

4 4

E E
J n(SR’E)zdx—J E(I]gx)zdngnJ xdx— zjmf Pdx=
] ] ] ]

on[12]] - 24ali| = 72n - 48 = 24n
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17

2-4

18a

19a

De x-codrdinaten van de snijpunten zijn opnieuw x =0 en x=4.

E E E E
J m(3Vx + 1)1dx—f m(13x+ l)zdxsz (9x+ 6Vx+ l)dx—ﬂ:J (232 +3x+ Ddx=
] ] ] ]
4
TEJ' (=232 4+ 6x+6Vx)dx= n[— 30+ 37+ 411’1]11: 321
]

De inhoud van het omwentelingslichaam is
Kl

4 2
V:J' E("‘n,-"-ﬂl-—_l') d_,‘(':f]:J' (4_'1-){11-:7:[41_]}1:2]::87{_
] ]

Verder 1s
Kl

, 4
M= TEJ' x(Vd—x) dx = TEJ' (4x— ) dx =127 - 1] = 103n.
] ]

D M 105m N
USI:-_V_ STJ: =13

Wentelen om de yas
Pagina 40:

Door f(x) = 3x te spiegelen in de lijn y = x verwisselen x en y van plaats. Er geldt
dus x = 3y.

Dit geeft y=3x, dus g (x) =4x.

Bij draaiing van fom de y-as worden alle punten van f die behoren tot y in het
interval [0, 5] rond de y-as gewenteld.

Door de spiegeling in de lijn y = x wordt het bereik van fhet domein van g.

Bij draaiing van g om de x-as worden dus alle punten van g die behoren tot x in

het interval [0, 5] rond de x-as gewenteld, dus het integratie-interval 1s [0, 5].
5 5

x4 de= [r-pedemnpe] = st

0 0

¥ +1 > lnt...h; f(X)

-

glx) «—— .. < X

Het functievoorschrift van de inverse functie g 1s dus g(x)=¢e*— 1.

De grafiek van f(x) =In (x+ 1) 1s de gratiek van y = In (x) verschoven met | naar
links.

De oorsprong 1s dus een nulpunt. Het gebied wordt verder beperkt door y= 2. Bij
draaiing van fom de y-as worden alle punten van f die behoren tot y in het interval
[0, 2] rond de y-as gewenteld.

Het integratie-interval is dus [0, 2].

b b

(Gt~ 2e2+2) - (1 - 2)] = (et~ 2¢2 +31)m = 50,33
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20a

21a

Pagina 41:

G 1s het gearceerde gebied hierboven.
De y-waarden van G lopen van 1 tot e.
De inverse functie van f(x) =e"1s g(x) = In (x).

De inhoud van het omwentelingslichaam is J 7 (ln (x))*dx.
]

Primitiveren lukt hier niet, dus benader je de inhoud met je rekenmachine.
Invoer: Y1 = w(In(X))-

Venster: Xmin=0, Xmax=4, Ymin=0, Ymax=>5

Optie: CALC, [fix)dx (TI) of G-Solve, Jdx (Casio)

De oppervlakte is 2,26.

De inhoud van het omwentelingslichaam dat ontstaat als je om de x-as wentelt 1s

1 1
| 7 ean- | menavmrfen] -] =r(e -0 -l - =dne .
0 0

» X
o 1 2 3 4 5

De y-waarden die horen bij gebied G lopen van 0 tot 2.
De inverse functie van f(x) =Vx—1is g(x)=x"+ L.
De inhoud van het omwentelingslichaam dat ontstaat als je G om de y-as wentelt is

b b

J T+ 1)1dx=nf (r*+ 222+ D= [ b’ +30° + 1] = 134L.

0 0

a2
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X=e

o) /1 2 3

De y-waarden die horen bij gebied G lopen van O tot 1.
De inverse functie van k(x) = In (x) 1s m(x) = e".
De inhoud van het omwentelingslichaam dat ontstaat als je G om de y-as

wentelt 1s
1

]

[ ear- [ x- armnele] -], =net -l =) = e+ 1,
0 0

Dit is overigens hetzelfde antwoord als dat bij opgave 20c.

22a  Als je G wentelt om de y-as krijg je een omwentelingslichaam met een grotere
inhoud, omdat de ringen waaruit dat lichaam 1s opgebouwd wijder zijn dan de

ringen die je krijgt als je G om de x-as wentelt.

b De gratieken snijden elkaarbijx=0 en x=1.

Op het interval (0, 1) is f(x) > g(x).

1
] 2

1 1 1
J n(_fcx))ﬁdx—f E(g(r))chr:J midx—J nxt dx =i, - [fe] = i~ dn = Am
1] 1] 1] 1]

" * * * * " — * * " *
¢ De functie fis de inverse van zichzelf en & (x) = Vx is de inverse functie van g.

E (V)

A

2

I I I
2 L Y L B b ]
_J' E&)_:Jr M_Jr o :[3“[]1:_[31 ﬂ]“:@;—ip;:
0 0 0

’ 4\ [ ’ 8 16 ’
23a J n(l+—) dx—J n«lzdxznf (1+ + q)dx—nf ldx=
_1 x+2 1 1 x+2 (x+2) 1

2

J_ 8 + 1 dx 8- In|x+2| 16 _|*
T =7|8:In - =
q\x+2 (x+2) * x+2

n(8-Ind)—4)—(—-16))=n(8-1n(4) + 12)

b  De inverse functie g van fkryg jealsjeiny=1+

4
x=l+—-7
yv+2

) de xen de y verwisselt.

4
Dusg(x)=-2+——
x—1

a3
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2

2 3 5 2 3
4 \ 16 16
c JE(Z)de+Jn~(—2+—) dx:nj 4dx+nJ (4— + 1)dx=
1 2 _1-_1 1 2 I_l (I_ 1)_

2 16 |
nldx] + x| dx—16ln|x—1|- —| =

x—1

n(8—-4)+mn((12-16In(2)-8) - (8_— 16In (1) - 16)) =
dn+m(12 - 16ln(2)) = 167 — 167in (2)

2-5 Lengte van een grafiek
Pagina 42:

24a g

10

b |OA|+|AB|+[BC|=
V=02 +(1-02+V(E -1+ (2-12+V(Q27-8)+ (3-2) =
V2+V50 +V362 = 27,51

¢ De lijnstukken geven de kortste verbinding tussen de punten terwijl de grafiek
er een boog tussen maakt. De werkelijke lengte 1s dus groter dan de som van de
lengten.

d De punten waarmee je nu te maken krijgt zijn
(0,0), G,5)., (1,1), (15,39, (2,8), (25, 153) en (3,27). De benadering is dan

VGE-02+G-02+V(1 -2+ (1 -2 +V@B3 -1+ (13- 1)*+V(8 -3+ (2 -1+
V(153 -8+ (25 -2)2 +V(27- 152+ (3 -2~

TI: sum(seq(V (X +0.5)3 —=X*3)*+ (0.5)%, X, 0,2.5, 0.5)) = 27,63

Casio: Sum Seq (V((X +0.5)"3 =X"3)2 + (0.5)%, X, 0, 2.5, 0.5)) = 27.63

s g = o1+ @) o (1+(2) ) (1+(2))
25a  |PQ|=\(Lx) + (AP = (.&x)(l+(m)z)— (aop( 1+( o) J=an /(14

b c:rdtg ’()'|P|—m\f1 A
mamr-fxls Q= + ~
3 3
c Jvl+(3f)3dxzfvl+9fdx
(

1] )
d Invoer: Y1=1(1+ (3X2)?)
Venster: Xmin =0, Xmax =35, Ymin=0, Ymax =30
Optie: CALC [f(x) dx (TT) of G-Solve, Jdx (Casio).
De oppervlakte is 27,66.

) =V +f(x)) - Ax.

=]
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Pagina 43:

26a ¥

X

b  De afgeleide:
X

fl=31-x)" - 2=

V-2

De integraal:

] X : ] x° ] 1
l+| ——— | dx= 1+ ~dx = ~ |dx
- V1—a2 - | —x° A\ =x°

¢ Primitiveren lukt hier niet.
Invoer: Y1 = (1 — X*)!
Venster: Xmin=-2, Xmax=2, Ymin=0, Ymax =23
Optie: CALC, [f{x)dx (TI) of G-Solve, Jdx (Casio)
De lengte van de grafiek is 3,14.
d  De grafiek is de halve eenheidscirkel, dus is de lengte daarvan gelijk aan 5 - 21 =T.
Dit klopt met het antwoord bij onderdeel c.

27  De afgeleide:
flx)= _%I"n.“’; = %rl
fr()=33x=Vx
De lengte L van de grafiek van f

3 3 3

Jvl + (Vx)dx= Jvl +xdx= J(l +x)fde= 31 +x)] =5} -%=4

0 0 0

ik |

28a ¥

-1 o 1

b  De afgeleide:

| — 2%
JIE P
V1 =y VI —x*
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29a

30a

De lengte van de grafiek van f:

1
4x°
J | + dx
1

1 —x
Invoer: Y1 =(1 +4X"6/(1 — X"4))
Venster: Xmin=-2, Xmax=2, Ymin=0, Ymax =23
Optie: CALC, [fix)dx (TT) of G-Solve, [dx (Casio)
De lengte van de grafiek 1s 3,35.

In de buurt van x =0 is de parabool steiler en zakt meer door. De kettinglijn 1s
daar wat ronder.
Verder weg van x =0 1s de kettinglijn juist steiler.
£, =5(e +e™)
fl=s3"+e™ —1)=3(e"—e™)
De lengte van de grafiek van f, voor 0 < x< 4:
4 4

4
Jr 1.,,fl + (;_(e.x —e))2dx= Jr v‘l + (jxel‘ _ %+ j?f:'l‘)dxz Jr lﬂfﬂzx +2+e X dy =
0

0 0

4 4
J W(e +ePdx= J s(e*+e™) dx= [%(e‘ - e‘-‘)]:= ;—(e“— ;—4) = 27,29
0 0
Primitiveren lukt hier dus, maar als je dat niet ziet kun je natuurlijk (gezien de
formulering in de vraagstelling) je rekenmachine gebruiken.
Invoer: Y1 = 0,5*\’(&“(2){) + 2 +eM-2X)
Venster: Xmin =-5, Xmax =35, Ymin =0, Ymax = 30
Optie: CALC, [fix)dx (TI) of G-Solve, Jdx (Casio)

De lengte is 27,29.

De afgeleide:

F)=2V(x+4P=2(x+4)
flx)=2-3(x+4)=3(x+4)

De wortel:

VIi+ (F(0)2P=V1+GBx+4)P=V1+9(x+4)=V9x+37

a6
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31a

32a

Een primitieve van g (x) = V9x + 37 is van de vorm G (x) = a (9x + 37)-.

De afgeleide van a (9x + 37)" is gelijk aan a - 3(9x+37)" - 9 = 1334\9x + 37.
— |

Dit moet gelijk zijn aan V9x + 37. Dus moeta = 13l % Z1jn.

Een primitieve van g (x) =V9x+ 37 is dan G(x) = £ (9x + 37)".

De exacte lengte van de grafiek van f tussen de punten Pen Q is dus

5 Ox+3D ], =5- ITV3T -2 =2(37V37 - 1).

Lengte van een kromme

Pagina 44:

L=V(Ax)P+ (Ay)?, naarmate Ax (en dus Ay) kleiner is zal dit beter kloppen.

r 3 2_ 2(.&){)2+ ('&}3)2 2 g ’ & ] = g : & 2 =
VA + (B -\f(&ﬂ o \X(m) (%) +(m))_\ﬁ(m) () o

Ax\? FARTAT r
\X (E) + (ﬁ) At =V )+ (@ )R- At

JAN '
De gemiddelde helling E nadert naar f ’(mr.) als /At (en dus Ax) naar O nadert.

JANY
De gemiddelde helling E nadert analoog naar g’(mr.) als /At (en dus Avy) naar O nadert.
p

Zf(f’(mf))z+ (g'(m))* - At nadert naar L= J"ﬁr(f’(r))z+ (g’ (1)*drals At — 0.

1}

De afgeleiden:
X'(t)=-3sin(1)

¥'(t) = 3cos(t)

De lengte van de kromme K:
I

M
J V(= 3sin (0) + Geos () dr=3 J Visin (0)2 + (cos ()P di= 3 - J Ldr=3 . [x[=6n
]

0

n

0

Pagina 45:
Yy
4
o"------'--"“.---
'lgf;- p) '-.--n.._“
“-.‘ - -“
S, S,
I‘--“. 1 X
-6 4 2 O Trealll 4 6
_2 "‘.““
“
De afgeleiden:

X'(t) =—6sin(?)
y'(t)=3-3cos (5t) =2cos (51)

a7
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33a

34a

De lengte van de kromme K:

J V(—6sin (1)) + (2cos (_ﬁr)]fdr: Jf36(51n (1)*+4(cos (ir]]zdrz J 29 (sin (1)) + (cos (ir]]zdr
0 0 0

Invoer: Y1 = 2#v(9sin(X)? + cos(2/3X)?)

Venster: Xmin =0, Xmax =8, Ymin=0, Ymax = 10
Optie: CALC, [fix)dx (TT) of G-Solve, [dx (Casio)
De lengte van K 1s 26,22,

De afgeleiden zijn x’(f) = 6 en y'(f) = 6£°.

]
De lengte van K is J V(612 + (62)2dt.
0

1 1 1
J V61 + (62)2dt = J 6V +ttdt= J 61V1 + 2 dt
) ) )

Als G(t) =a(l+ V1 ++ de primitieve van g(t) is, dan moet gelden G'(t) = g(1).
1.2t ) (2r(1+F) t(1+7)
= +

G’(r)za(2r~vl +r+(1+1) —— . .
V1I+# Vi+£ V1+#

)=3a*ﬂﬂ+r2

Ergeldt3a=6,dus a =2.

]
J 61V1+Pdr=2(1+ V1 +7] =4/2-2
0

Voor snijpunten met de x-as geldt y =0.
e -sin(t)=0

sin(t) =0

t=0vi=n

Voor snijpunten met de y-as geldt x= 0.
e -cos(t)=0

cos(f)=10

t=5T

De snijpunten met de assen zijn dan (e’cos(0),0) = (1, 0) en (e™cos(m), 0) = (—e™, 0)
en (0,e™-sin(3m)) = (0, e™).

De afgeleiden:

X'(t)=e'(cos(t) —sin(1))

V(1) = e'(cos(t) + sin(1))

De integraal voor de lengte van K:

s

J"ﬁrel’ (cos (1) —sin(1))* + e”(cos (1) +sin (1)) dt

0
n

erl’ (cos (1) —sin (1)) + e (cos (1) + sin ())*dt = J eV2(sin (1)*+2(cos (1))* =
0

]
[eV2f= (e"—1)V2

a8
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35a

36a

Yy
2
1] ek
L '---
e a9
] al™
““
- - . X
0 1 2 3 Ve 4 5 H
--‘- M
1 - -‘-.--‘ !
-2
De afgeleiden:

X(t)=1-cos(t)
V'(t) = cos (1)
De lengte van de kromme K:

n n

J”»’r(l —cos (1)*+ (cos (H)*dt = Jﬂ —2cos (1) + 2 (cos (1)) dt.
] ]

Invoer: Y1 = \"(l — 2cos(X) + 2cos(X)?)

Invoer: Xmin=0, Xmax =8, Ymin=0, Ymax =3

Optie: CALC, [f(x)dx (TT) of G-Solve, [dx (Casio)

De lengte van K 1s 8,21.

Voor snijpunten met de y-as geldt x= 0.

r—t=0

tt—Dit+ D=0

t=—=1of t=0 of t=1

Deze waarden van t komen overeen met de punten (0, 3) (twee keer) en (0, 4).
Voor snijpunten met de x-as geldt y =0.

4—-1r=0

2=-0D2+1n=0

t==2 of t=2

Deze waarden van t komen overeen met de punten (— 6, 0) en (6, 0).
Het domein:

y=4—-tr20voor-2<t<2

De afgeleiden:

X()=3-1 en y(1)=-2t
De lengte van het deel van de kromme dat boven de x-as ligt:

b b

Jv‘(zzﬂ— )2+ (—20%dt= ngr‘ —2+ 1dr.

Invoer: Y1 =V(9X" — 2X"2 + 1)

Invoer: Xmin=-4, Xmax =4, Ymin =0, Ymax =20

Optie: CALC, [f{x)dx (TI) of G-Solve, Jdx (Casio)

De lengte van het gedeelte van de kromme dat boven de x-as ligt is 16,21.
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2-7

37a

38a

Gemengde opdrachten

Pagina 46:
X=p
2 f
1
0 1 2 3 4 x

P
Alp)= J x'dx = [ln |x|]T= In (p)
1

Als p onbeperkt toeneemt, wordt A(p) willekeurig groot.
7
I(p) = J T dx = [— m"]?zn(l -p"
]
Als p onbeperkt toeneemt, gaat de term p~' naar 0 en nadert /(p) dus naar 7.

Het gebied onder de grafiek van g is een rechthoek.
De oppervlakte van een rechthoek is lengte x breedte = (b —a)c.

Dit moet gelijk zijn aan de oppervlakte onder de grafiek van f.
b b

(b—a)c= Jf(x)dx, dus c= L Jf(x)dx
(b—a)

De gemiddelde functiewaarde van de functie f(x) = x* op het interval [0, 1] is
1

IR (!

0

De gemiddelde functiewaarde van de functie f(x) = x* op het interval [0, 3] is
3

] edrs =3
1o | Par=illi=3.
]
”

1
J eac=tfie] =1
p-0 ’

Er moet gelden §p>=12, dus p*=36, dus p=6.

In dit vraagstuk 1s p > 0. Dit kun je bijvoorbeeld afleiden uit de notatie [0, p].

Dus p =—6 vervalt als oplossing.
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39a
Y
(th, R)
©,r)
0 X
. . . R=-r . R-r - ’
b De helling van deze lijn is ,dusis y= x+ r een vergelijking van de lyjn.

h

R—r =
c JE( W I+r)dx

] ~ h

h
J R—r )2 T (R—r )3 |i h-1 (R—r )HT
d Ta X+r = \ xX+r = \ X+ =
h 3‘R—r h 3-(R=-r\ h 0

]
— h =0
h-n-R  hmn-r hnon(R-r) h-n (R-r)(RP+Rr+r7) |
_ - = =s(R*+Rr+r)h
3-(R=1 3-R-r_ 3-R-1 3-(R—1) : T
Pagina 47:

40a Het moment van het k-de rechthoekje is (m,+ k - Ax) - fim + k- Ax) - Ax,

n=1
Sommeren over alle n rechthoekjes geeft de Riemann-som > (m +k- Ax)-flm +k- Ax) - Ax.

k=0
1]

Als Axnaar 0 nadert gaat de Riemann-som naar M = Jx - flx) dx.

i

1]

b M=x, Jfﬂr)dfa dus IfnL
p Jf(x)dx
b
, Jx*f(x)d?f
Omdat M = Jx*f&)dxiﬁdmfzzﬂb—
a Jf(x)dx

i
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=1 ¥ 1 2 3 4
-1

Het moment:

4 4
4

0

4
J x«f’(x)dx:J x(4x—f)dx=J @22 - X)dx=[138 -] =213
]

0 0

De oppervlakte ingesloten door fen de x-as:
4
J Fx) dr = J (dx—x)dx = |22~ 12|, = 103
1] 0
De x-codrdinaat van het zwaartepunt van het gebied G:

215
X =—3=
= 105

Ma

In de figuur zijn enkele hulplijnen getrokken, o0.a. AB en CD, de assen van de
halve cilinders en TM , de verbinding tussen het snijpunt van de assen en de top
van het kruisgewelf.

De doorsnijdingstiguur bij het vlak door A, B en T'is een halve cirkel met een
straal van 5 meter, dus is de hoogte van het kruisgewelf ook gelijk aan 5 meter.

b 3|PQ|=VIPMP-r*=V25-1

De hoogte en de breedte van het vierkant op hoogte 4 is dus gelijk aan 2125 — A2

De oppervlakte van een doorsnede op hoogte h is (2V25 —h?)* =4(25 —h) =100 — 4/
¢ De inhoud van het kruisgewelf is

’ 2 473)° 500 igee)
(100 4/%)dh = [100h - $h°| = 500~ ===3335mr’.
0

52
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Test jezelf

Pagina 50:

De gevraagde oppervlakte bestaat uit drie delen.
Het linkerdeel en het rechterdeel zijn samen net zo groot als het middelste deel.
De oppervlakte van het middelste deel in twee stappen berekenen:

o

L]
. 3 - —
J (53— cos (x))dx= [;—x— sin (x)]jnz Sh—5— R +35V3=1—5+5V3

1
e

1

J (sin (x) — cos (x))dx= [—cos (x) —sin (x)] 'f: W2+ V2 -W3+l=v2-LV3+1

ETE
L]

De oppervlakte van het middelste deel is 7t — 3 + %1’§+ V2 -

s

Py

V3+i=1m+ V2.

[t | =

De totale oppervlakte is 2 - (b +V2) =i +2V2.

Het rode gebied links van de y-as heeft een oppervlakte gelijk aan
0

0
J (1+cos (x))dx + —J sin (x)dx = [x+ sin (x)]*_’n - [—cos (x)]i_:nz O+m) —(-1-1)=m+2.

_'E p—

Rechts van de y-as heeft het rode gebied een oppervlakte gelijk aan

il am ! !

J (1 +cos (x))dx - J sin (1) dx =[x+ sin ()]~ | - cos () |["= (In + 1) - (D =4m.
0 0

Het hele rode gebied heeft dus een oppervlakte van (+ 2) + jmt= 137 + 2.

De oppervlakte van het blauwe gebied is

s

J. sin (x)dx— J (1 +cos () dx= | - cos W]~ [x+sin @], = Gr+ D= ()=

|- (- Gr+1)=2-3m
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T-2a

T-5a

Hierboven zie je twee doorsnedes van de piramide met daarin gelijkvormige
driehoeken.

X 6
Voor de helft van de lange diagonaal van de ruit op hoogte h geldt: '

2—h 12
Hieruit volgt datx =6— th, dus de lange diagonaal van de ruit op hoogte h heeft
lengte 12 — h.

Voor de helft van de korte diagonal van de ruit op hoogte i geldt:

X, 3
12-h 12
Hieruit volgt datx,=3 - th, dus de korte diagonaal heeft lengte 6 — sh.

De oppervlakte van de ruit op hoogte /is 5(12 — 1) (6 —3h) = (6 —5h)>.

12

De inhoud van de piramide is J (6311 dh=[-3(6-31)]"=(0-(=5-6%) =144,

0

8

| 72 fﬂ: (V3 dx= [dmali - Bt =
(321 - 81) — (19 n— 1:0V/2) =n (4t + 11W/a)
De inverse functie van fis g(x) = x°.

V3 V3
J - 22dx — J m(x*)dx = n[4x]:;f’5— n[%ﬂ]f: 4nV/2 - 4V/2=33nV2
] ]

De atgelelde
1
fr)= —"nfx- +4. 2= Ex“ﬁr +4

De lengte van de grafiek van fvoor (0 < x < V5:

V5 V5
J V1+ (f’(x))chr:J VI +52 (2 +4)dx
0 0

Invoer: Y1 =V(1 + 0.25X3(X2+ 4))

Venster: Xmin =0, Xmax =4, Ymin=0, Ymax = 10
Optie: CALC, [fix)dx (TI) of G-Solve, [dx (Casio)

De lengte van de grafiek is 4,10.

1+ 0202+ 4) =1+ + 2 =1 + 42 +4) = G (2 +2))?
De exacte lengte van de grafiek van f voor 0 < x < V5:

V5
J J2+ 2 de= [ +x]P=13V5.
0

54
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T-6a

T-7a

T-8a

Pagina 51:

De afgeleiden:

fl(Hh=e+e'-—l=e' —e”

gt)=-2

Kwadraat uitwerken:

(/)P +(g )= —-e'VY+d=e-2+e+4=e"+2+e¥=(e'"+e7)>%

1 1
r 1
De exacte lengte van de kromme is: J V(I (x) + (g (x)* dx = J (e'+e)dx= [e’ - e"]:, =e——
1] 1]

o

¥
1
Ny
\-\\
T
G
o 1 2 3 4 5 *
| |
Jn(i)_dx=E~J 16(x+3)2dr=n-[ - 16G+3)"[ =n- (=2~ (-4)=2n
;o \x+3 ] !

Functie g snijdtde lyjn x= 1 inpunt (1, 1) ende lijn x =35 in punt (5,3).

De inverse functie & van g is h(x) = - 3.

De exacte inhoud van het omwentelingslichaam dat ontstaat als je G wentelt om
de y-asis

1 1 ” 1

2 4 2
Jn«SEdJHJI n~(—— 3) dx—Jn« 1°dx=
o 3 X 0

1

E 1
n«JZdeHt«JI (lﬁx‘z—m,r"+9)dx—n~f 1dx=
3 ]

] 2
n-[252] + 7 [~16x" = 24In x| + 9x]! — - [x])=
12in+7- (=7 — (=32 +24In (2) +43)) —n = (32 -24In (2))m

De vergelijking van de horizontale lijn door B isy =e“*".
De oppervlakte van het (van a athankelijke) gebied 1s gelijk aan
a+] a+]
J' et dy — J' e*dy= [ea+l_x_]:+l _ [e.x]:“ = (e (g+1)—eg) — (e7+! — g9) = g4

De oppervlakte 1s dus gelijk aan 3 als a =1In (3).
Er geldt f'(x) = e".
De lengte van de grafiek van ftussen A en B 18

b b

J’ VI+ (f (x))zdszr V1+e*dx.
] ]

Tnvoer: Y1 = (1 + e/2X)

Venster: Xmin=0, Xmax =3, Ymin=0, Ymax = 10

Optie: CALC, [f(x)dx (TT) of G-Solve, Jdx (Casio)

De lengte van de grafiek tussen A en B is 4,79.

De inhoud van het omwentelingslichaam dat ontstaat als de rechthoek OPAQ

]
wordt gewenteld om de x-as is gelijk aan J me”dx = [mle :, =Te”.
0
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HOOFDSTUK 2 - TOEPASSINGEN VAN INTEGREREMN

De inhoud van het omwentelingslichaam dat ontstaat als het gedeelte onder de
]
grafiek van f wordt gewenteld om de x-as is gelijk aan J ne*dx = []gnel‘]:: = yme? —
0
De inhoud van het omwentelingslichaam dat ontstaat als het gedeelte boven de

I-:::_:||-—-

grafiek van f wordt gewenteld om de x-as blijft over. De inhoud hiervan is dus
ne?—sm(e? — 1) = 3me’ + 5.
Het laatste lichaam 1s qua inhoud dus 1 groter.

T-9a J n(fr(x))zdxzf (=) dx

b J n(P - A dr=n|rx -] =n((F -3 - (- F +37) =inr

—r
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Vaardigheden

Pagina 54:

dx — x*=x' —4x°

X =3x"—4x=0

x(x* =3 -4 =0

x(x=4)(x+1)=0

x=0of x=4 of x=-1

Uit de getekende grafieken en uit het antwoord van opdracht a is af te leiden
fix)<gx)voor -1 <x<0oftx=4.

dy —x*=-45
r—4x—-45=0
x—=9x+5)=0
x=9ofx=-5

De grafiek van f1s een bergparabool. Hieruit volgt het antwoord x <=5 of x> 9.

4 —24x+36=x

4 —25x+36=0
254£V(-252-4-4-36

127 2.4

x=250fx=4

Alleen x =27 voldoet.

X

Het domein is x 2 0.
Uit de plot en het snijpunt volgt dat 2x -4 < 2 —VxalsO0 < x < 23
18x

-1
18x=x(3x-1)
18x=3x"—x
3 —19x=0
x(3x=19)=0

x=0of x=5=61

Beide oplossingen voldoen.
Alleen x =} hoort niet tot het domein.
Uit de plot en de snijpunten volgt dat

>xalsx<0of<x<64.

Deel 1 x -l
X—6x—-T7T=-2x+14

r—4x-21=0

x—=Tx+3)=0

x=Tofx=-3

Beide oplossingen voldoen.
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Deel 2
¥—06x—-T=—(-2x+14)
r—=8x+7=0

x=7x-1=0
x=Tofx=1
De volledige oplossing van de vergeljkingisx=-3 of x=1o0of x=7.

Uit de plot en de snijpunten volgt dat |x> — 6x — 7| < | — 2x + 14| als -3 < x< 1.

Uit de plot en de snijpunten volgt dat 2°~* > §

als =6 < x < V6.
2x+2 1

£+2 x+1
2x+2Dx+1)=x*+2
2 +4dx+2=x"+2

r+4x=0
x(x+4)=0
x=0o0ofx=-4

Beide oplossingen voldoen.
Alleen x = -1 hoort niet tot het domein.

2x+2

1
Uit de plot en de snijpunten volgt dat — < alsx<—-4of —1<x<0.

+2 x+1

8—V2+i=5x+11
V2 + 17 =6% —5x
2+ 2= (65 —5x)°
24 x2=25x2— 65x + 42
2432 - 65x +405=0

65 £ V(—65)—4-247- 40
12~ 2.243

62
x,=lenx,=15

X

Alleen x= 1 voldoet.

Uit de plot en het snijpunt volgt dat 8 — V2 + 3x> = 5x+ l3alsx < 1.
Pagina 55:

Invoer: Y1 = 10— 0.4%6M2 - X) en Y2 = XV(X + 1)
Venster: Xmin=0, Xmax=6, Ymin=-5, Ymax =12
Optie: CALC, intersect (TI) of G-Solv, ISCT (Casio)
De oplossing is x = (0,22 of x = 4,33.

Het domein is x = —1.

Uit de plot en de snijpunten volgt dat
10-04-6""<xVx+lals -1 <x<0,22 of x>4,33.

58
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Invoer: Y1 =(X"3-2)/(4-X"2)enY2=X -1

Venster: Xmin =-10, Xmax = 10, Ymin = 10, Ymax = 10
Optie: CALC, intersect (TI) of G-Solv, ISCT (Casio)

De oplossing is x = =141 of x = 0,5 of x= 1,41.

Het domein is (¢, =2), (=2, 2), (2, —).

3
Uit de plot en de snijpunten volgt dat o

~>x—1als

x<-2of-141 <x<0,50f 4l <x<?2.

9 —x* 20 geldt voor x* <9, dus voor =3 <x<3.

6 —x=20geldtvoorx<6

Aan beide voorwaarden moet worden voldaan, dus het domeinis -3 <x < 3.
De waarde onder de wortel moet groter dan of geljk aan nul zijn en de noemer
van de breuk mag niet nul zijn, dus er moet gelden x* + x* > (.

Dit geldt voor alle waarden ongelijk aan nul, dus het domein is x < 0 of x > 0.
De waarde onder de wortel moet groter dan of geljk aan nul zijn en de noemer
van de breuk mag niet nul zijn, dus moet gelden x+ 4 =0, dus x =2 —4.

Verder moet er gelden 15— 5Vx+4 # 0.

Vx+4 # 3
x+4#9
x#5
Hetdomeinis —4<x<5ofx>35.
3x+ 17 : .
Er moet gelden —; —1 > 0 en de noemer van de broek mag niet nul zijn.

De noemer van de breuk is door het kwadraat altijd groter dan nul, dus dit levert
geen beperkingen voor het domein.

3x+17

T 1=0
x+7
3I+17_1
2+7

x+17=x"+7

r=3x-10=0
x—=5x+2)=0
x=50fx=-2

+ 17
- —1>0als -2<x<5.

Uit een plot en de snijpunten volgt dat

A

f,(0) =+ 3x = 2)’

£ =307+ 3x—2)*- (5x* + 3)

De factoren 3 en (5x* + 3) zijn altijd positief.

(x”+ 3x— 2)*is nul of groter dan nul, dus de afgeleide van f, is nul of groter dan nul.
Conclusie: de grafiek van f, is overal stijgend.

fp’(x) =p(x+3x—-2)"" (5x*+ 3)

fp’(Z) =p(2°+3-2-2)7"-(5-2°+3)=83p - 36"

Uit een tabel van Y1 = 83X - 36" X — 1) volgt dat voor p =2 4 de

richtingscoéfficiént van de raaklijn in het punt met x-codrdinaat 2 groter 1s dan
één miljoen.
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g(x) fix)

Invoer: Y1 =3*2/7)"X en Y2= 1/100

Venster: Xmin =0, Xmax = 10, Ymin = 0, Ymax = 2/100
Optie: CALC, intersect (TI) of G-Solv, ISCT (Casio)
De oplossing is x = 4,55.

Uit de grafiek is af te lezen dat f(x) < 155 als x > 4,55.
g(x) =64

8-4'=064

4 =8

Q=2

2x=3

x=15

hix)=1
eti=1
In(e**H=In(l)
x—4=0

x=4

fix)=6-3-(0,43)" heeft een horizontale asymptoot voor y = 6.
De gratiek van (0,43)* is dalend, dus de grafiek van f(x) is stijgend.
Het bereik van f(x) is {(<.6).

g(x)=2+5- 1,4 heeft een horizontale asymptoot voor y = 2.
De gratiek van 1,4" 1s stijgend, dus de grafiek 1,47 1s dalend.
De gratfiek van g(x) is dus ook dalend.

Het bereik van g(x) is (2, —).

1
8% =—— b V5 2=1.125"

5
2;1.2 (53-2) =5-1. (53)
832; 5:—":: 5-3t-1
() =2"" t—3=-3t—1
261:2—[;. 41‘:—_%
6t=—14 t=—13
o1
- 4
60
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Pagina 56:
— 1 =3
6- (5)"=2V3 c 30—7‘(*&_3) =
3-(3)=V3 [\
3.346=3: ?«(;) =35
2-5 _ 73 v
3 —3] (5-3)3 =5
2t — =3 . |
=3r+15 —
21‘:5% 5] 2 _]5
I‘:Z% —t+15=1
*=1
t=—loft=
1
4 — Q2+3 () d er5=.[—
02043 _ et_
8 =4 e2-5% = (e~¥);
(23)1!3+ 3 — 22 \ s )
20.61+9 _ 72 e =e []
0,61+9=2 2]—5Jf= —3X
0,6?2—? 45_1‘:2
t=—112 x=3
26 -7 -6"7=5 c & *—\Ve'=0
%‘61-'- =21 e‘:‘—ﬂi.t:ej.t
6t+i’:?? 9_4_1-:%_1-
x+ 7 ="log(77) d3x =1
x="log(77) -7 x=2
——+2=-1 da -2
705 - P ezx_
-3 1 4
71:_5.:__3 ;2 I
7Ur =1 l-e*=4.¢
0,5x=0 et =4
v=0 x=1In4)

Voor grote waarden van x nadert de grafiek van f(x) de waarde 14, dus de
horizontale asymptootis y = 14.

Eris geen verticale asymptoot.

De noemer is nul als 3e*= 5. Dat is het geval voor x =1n (3), dus de verticale
asymptoot is x=1In (3) .

Voor grote waarden van x nadert de grafiek van g(x) naar 1, dus een horizontale
asymptoot is y =1.

Voor kleine waarden van x naderen de waarden van 7e* en 3e* beide naar nul.

1

De grafiek nadert dan naar —£, dus een horizontale asymptoot is ook y= —1.

Voor kleine waarden van x nadert e~ naar nul. Dan nadert /(x) naar Va = 2, dus

de horizontale asymptoot is y = 2.

Eris geen verticale asymptoot.

Voor kleine waarden van x naderen de machten van e beide naar nul.

De gratfiek nadert naar 4 - —10 =—40, dus de horizontale asymptoot is y = —40.
Eris geen verticale asymptoot.
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x—2>0, dus het domein van f(x) is (2, —).
log (x—2)—1=0
log (x—2)=1
x—2=3
x= 5, dus het nulpunt 1s x = 5.
y

1
)
-1
-2
-3
-4

2x> 0, dus het domein van g(x) is (0, —).
log (2x)=0
2x=(3)"=1, dus het nulpunt is x =3.

-

log (2x) =8
2= (3)*

x=(1)=ss
Pagina 57:

log (4x+2) —log (2—6x) = —1

: (4x+ 2)
log =-1
2—6x

4x+2_(l)"_3
2—6x 3
dx+2=3(2-6x)
dx+2=6—-18x
22x=4

x=3
(In(x)=2)In(x)+4)=16
Stel In (x) = .
(y=2)(y+4)=16
V+2y—-24=0
(y+6)(y—4)=0
yv=—06ofy=4
In(x)=—6 of In(x)=4

x=e%of x=¢t

&2

log (2x+12) -1

log (2x+12) -1 =2 -“log (x)
“log (2x+ 12) —“log (2) = “log (x*)
“log (x + 6) ="log (x7)

r=x+6

r—-x—-6=0

x—=3)x+2)=0

x=3ofx=-2

x=—2 voldoet niet

x= 3 voldoet wel
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15a

16a

3-2.In(4x+8)=5 f 2.In(nx)=3
2-1n(4x+8)=-2 In(In (x)) =13
In (4x+ 8) =—1 In(x)=e:=eVe
1 I:ee'u";
dx+8=e'=—
(&
dx=—-18
(&
1
Xx=—-=2
4e

2-In2(x)—3-1In (x)=—1
Stel In (x) = .

2y =3vy+1=0
C3EV(=3P-4-2-1
- 2.2

y 1.2

y=lofy=j3
In(x)=1of In(x) =1

. —
x=eof x=Ve

Er moet voldaan worden aan twee voorwaarden.

De eerste voorwaarde 1s 2x+ 4 >0, dus x > -2.

De tweede voorwaarde is 5 —4x > 0, dus x < 13

Uit de twee voorwaarden volgt het domein —2 < x < 17.
fix)="log (2x + 4) + “log (5 — 4x) —*log (4)

fl) = 2lat:ng( 2 411(5 - 4I)) =Elog(20_ 6:(_ Sr) =log (5— 13x—2x%)

flx) = 6e? — 2t~ 1
f(x)==-2e*" 1.8 =—16e*""
g(0) =3In2(x) —In (In (x))

I 1 16 1
"(v)=6-1 — —=—1] _
g'(x) : n (x) e xox n (x) n (o
h(x)—e_t_l
T 342
e 2-e(3+2e") — (e*—1)(e") 6e*+de’ —e>+e* 6e*+3e> +e
Xl= - = - = ;
(3 +2e%)? (3+2e™)* (3+2e™)?
k(x) ="*log (x* — 3x — 3)
1 1 3% -3
k'(x)=———— (32-3) =
= 3 T @ T o @)

p(0)=Viog (@ + 1) = (log (P + 1))

| X

1 o
') = —(log (2 + 1)) 5 - ———- 2x - - .
P =7 llog 2+1 7 1n(10) ~ (2 +1)-1n(10) -Viog (2 + 10)

2x=1

g(x) =e—=

2Vx — (2x— 1)*# ] ]
, 2x-1 Ny 21 2x—5(2x—1) 21 x+5
g =e X B Wy -¢

Vi

-
xVx

F(X)=-12-In4x+7| - +c
Fx)=-3-In|4x+7|+ ¢
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VAARDIGHEDEMN 1 7/ EXTRA OEFENINGEMN

b Gx)=6e*-x—2e"". g+c
G(x)=6e* x—e" "+

c  k(x)=3e'—5e™7 - 12+ 20e**”
K(x)=3e*— 5> = 12x+ 20" - j+¢
K(x)=3e'—e™" - 12x+ 5e*" 7 + ¢

d  H(x)=6x>+5x—35xB+5-12%12. ¢ idssb o
H(x) =6+ 5x — 5x" + gy - 12972+ ¢

Extra oefening - Basis
Pagina 58:

B-1a cos (- :T,JI) kan waarden van—1 tot en met 1 aannemen.
2cos (t — ¢m) kan waarden van —2 tot en met 2 aannemen.
Dus x = 2cos (t —¢7) — 3 kan waarden van —5 tot en met —1 aannemen.
sin(f) kan waarden van —I toten met 1 aannemen.
2sin(t) kan waarden van —2 tot 2 aannemen.
Dus y =2sin(f) + | kan waarden van —1I tot en met 3 aannemen.

¢ Ermoet gelden y=0.
2sin(f)+1=0
sin(t)= —3
t=limoft=12n
x=2cos (M) —3=—=5 of x=2cos (130) -3=-2
De snijpunten met de x-as zijn (=5, 0) en (=2, 0).
d Ermoetgeldeny=ux+4.
2sin (1) + 1 =2cos (t—in) -3 +4
sin (¢) = cos (t — ¢x)
sin (¢) = sin (370 — (¢ — <))
sin (1) =sin Gn —1)

t=3n—t+k-2m of t=n—Gr -1 +k-2m
t=3m+k-2m of O=in+k 27
t=im+k T of geen oplossing

Op het interval [0, 2xt] zijn de oplossingen t =37 en ¢ = 1 37t

Voor t=4mis x=2cos (n) —3=V3-3en y=2sin () + 1 =1 + 3.

Voor t=14mis x=2cos (131) =3 = —V3 -3 en y=2sin (131) + 1 =1-13.

Dit geeftde (V3-3,1+V3) en (- V3-3,1-13).

Afgerond op twee decimalen zijn de snijpunten (-1,27; 2,73) en (=4.,73; =0,73).

dy dx
e —=2cos(Hen—= —2sin(t—1im
P (1) & (t—¢m)

Een punt van K heeft een horizontale raaklijn, als 2cos(f) =0 en — 2sin (t— 1) # 0.
Dit geldt voor t =3 en t = 1370,

&4
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B-2a

B-3a

B-4a

Voor =3 is x= -2 en y = 3, dit geeft het punt (-2, 3).
Voor ¢=13m is x =—4 en y =—1, dit geeft het punt (-4, —1).
In de punten (-2, 3) en (=4, —1) loopt de raaklijn horizontaal.

De periode van x = 2 — Scos(mt) 1s 2.
De periode van y— 4sin (2t (1— 1)) is 1.
De periode van K is dan 2.
Er moet gelden x = 2.
2—5cos(mt)y=2
cos(mt) =0
r:% of t=1 %
Voor t=1is y=4sin (2rn( 1)) =4sin (An) = 2V/3.
Voor t=11is y=4sin (2n(11-1)) =4sin 211)=2V3.
Dus de y-codrdinaat is 2V/3.
Voor de snijpunten met de y-as geldt x =0.
2—5cos(mt)y=0
Scos(mt)=2
cos(mt) =04
nit= 1,159 of mt = 5,124
t=0,369 of t= 1,631
deos (2n(t—1))-2m  8cos (2n(t—13))

v

| s

==

dy
dx
In het punt met £ = 0,369 is de helling ongeveer 1,702.

In het punt met ¢ = 1,631 is de helling ongeveer 0,515.
De helling is dus niet twee keer zo groot.

Ssin(mt) - 5sin (mt)

De waarden van x lopen van —4 tot en met 4.

De waarden van y lopen van -2 tot en met 2.

De rechthoek waar alle krommen in passen is 8 breed en 4 hoog.
Ermoet geldenx=0en y=0.

x4cos(f)=0alst=1m of =137

Invullen geeft y (5m) = 2sin (3 61t — a)) = 2sin (157 — 3a)

2sin (151 —3a) =0

13t —3a=k- .

Voor k=0 geldt a= 3T

Voor k=1 geldt a= ;.
Voor k=2 geldt a=—m.
Voor k=3 geldta= 3T
Voor k=4 geldt a=—2r.
Voor k=5 geldt a=—1m.

t=13m geeft dezeltde oplossingen.
Op hetinterval [0, 2rt] zijn de oplossingen

a:%ﬁ,a:%ﬁ,a:%ﬁ,a: l%‘]‘t,a: l%‘]‘t&l‘la: l%‘ﬂ:.

De periode van de grote wijzer is 1 uur (60 minuten).
De periode van de kleine wijzer 1s 12 uur (720 minuten).
Voor de grote wijzer geldt:

De amplitude is 8, de periode is 60 minuten, dus b = 5.

De wijzer draait in negatieve richting en het startpunt is —15 (minuten).

@ Noordhoff Uitgevers by
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=8cos (mm(15—1
De parametervoorstelling voor G 1s {I m.o-a (';I_}E( )).
y=8sin (55m(15—-1))
Voor de kleine wijzer geldt:
De amplitude is 5, de periode is 720 minuten, dus b= 55T

De wijzer draait in negatieve richting en het startpunt is =180 (minuten).

x=5¢c0s (51 (180 — 1))

De parametervoorstelling voor K 18 )
P £ {j,-‘:SSin(_;:-,—ﬂF:(lS{]—r))

Pagina 59:

X
/ |

De snijpunten zijn (=2, 0) en (3, 5).

Controle:

f(=2)=2"-4=0eng(-2)=V5.- -2+ 10=0, dus (-2, 0) klopt.
f(3)=3*-4=5eng(3)=V5-3+10=5, dus ook (3, 5) klopt.

3 3

J (g(x) = f(x))dx = J (V5x+ 10—+ 4 dx = [5(5x +10)" -3 +4x P =25

De ingesloten oppervlakte is 25.

Teken de doorsnede door de middens van AD, BC, GF en EH.

Mey 15 M My, Mg

IMIPS MGR

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1

Mg 2% 15 2% My, Myp k My

De afmetingen van de horizontale lijnstukken van de doorsnede zijn gelijk aan de
afmetingen van de horizontale lijnstukken in de tekening.

M staat voor het midden van lijnstuk AD. Op deze manier zijn ook de andere
middens gedefinieerd.

10
Met behulp van gelijkvormigheid van driehoeken volgt 5= M K dus M K= h.
! AD
Ook aan de rechterkant zit een stukje h.
Hieruit volgt PQ =M, M, =20 -2 3h =20 —3h.
PQORS is een vierkant, dus de oppervlakte is O = (20 —1h)2 = 3h —20h + 400.

66
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¢  De inhoud van de afgeknotte piramide is
10

I= J (3h* = 20h+400)dh = [15h° — 10k +400h |'° = 3083 3

0

B7a 4Vx—x=0
Vx(4-\Vx)=0
Vx=0of Vx=4
x=0o0fx=16
De gratiek snijdt de x-as is de punten (0, 0) en (16, 0).
16

De ingesloten oppervlakte is O = J (4Vx —x)dx = [23xVx —3x?]/0 =423,

0

0
16 16

b I= Jn(ﬂl"»’;—x)zdxz Jn(lﬁx—&ﬂ&+f)dx: [m(8x2—3bVx + 4 = 1364n

0
0 0

B-8 De inverse functie van fis g(x) =1n (5 — x7).

In(5-x)=0
5-x=1
=4
x=2o0fx=-2

Het snijpunt met de x-as van g(x) 1s (2, 0).

2

De gevraagde oppervlakte is JT‘E* (In (5 —x°))dx = 10,53,

]
B-9 De snijpunten met de assen zijn (0, 2) en (In 5, 0).

fl=t(5-e)t —er= e
i 2V5—¢
In5 In5
. . —e* 2 elt
De lengte van het lijnstuk 1s J\Xl +( _) dx= J\Xl + (—)dx = 2,80.
2V5 — e 4(5-¢")
0 0
B-10a y
1
0,5

dx
b E: —2sin(t) + cos(t)

1

y
—=-=2s1n (2t
ds (21)
n
L= J ((=2sint + cost)* + (=2sin (21))*)dt =91t = 28,27
1]
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Extra oefening - Gemengd

Pagina 60:

038
0,6
0.4

0,2

Als t nadert naar 1511:, nadert cos(f) naar 0, dus x wordt heel groot.
Dan nadert y = sin(f) naar 1, dus er is een horizontale asymptoot y = 1.
Als tnadert naar 1 1511:, nadert cos(f) ook naar 0, dus x wordt heel groot.
Dan nadert y = sin(f) naar — 1, dus er is een horizontale asymptoot y = —1.
Er moet gelden x = 2.

|

cos(t)

cos (t) =3

t=imof t=13n

y(n) =sin () =2V3 en y(12n) =sin (1210) = - 1\3
De codrdinaten zijn A (2, —2V3) en B(2,1V3).

De lengte van lijnstuk AB is 113 +1V3 =V/3.

cos(t) = cos(2m —t), dus voor f en 21 — ¢ zijn de waarden voor x hetzelfde.

sin(2m — t) = —sin(f), dus voor ten 21 — t zijn de waarden voor y tegengesteld.

Bij ren 2nt — t horen dus gelijke waarden voor x, maar tegengestelde waarden voor
v, dus de x-as is de symmetrieas van de parametervoorstelling.

x=cos(t) - (1 —cos(1))

%z sin (9 - (1 —cos (1) +cos () - sin (1)
K . .
—= —sin () +2cos (1) - sin (t) = sin () - (=1 + 2cos (1))

dt
v=sin(t)- (1 —cos(1))
dy

—=cos (1) (1—=cos(#))+sin (¢) - sin (¢)

dt
dy
gzcos (1) — cos* (1) + sin* (1)
dy
De raaklijn 1s evenwijdig aan de y-as als P 0 en E % 0.

sin(f) - (=1 +2cos(1)) =0 en cos(t) — cos*(t) + sin*(f) #0
sin(t)=0 of cos()=3

t=0of t=nof t=5moft=13n

&8

@ Noordhoff Uitgevers by



G

3a

EXTRA OEFENINGEMN

dy
Bij t=0 geldt E =0, dus dit geeft geen oplossing.
Bij t=m hoort het punt (-2, 0).
Bij ¢ =1m hoort het punt (3, 3V3).

Bij £ = 137 hoort het punt (§, —JV3).

In de punten (=2, 0), (3,1V3) en (3, —}/3) loopt de raaklijn evenwijdig aan de y-as.

Bij het punt (0, 0) hoort t= 0 (of 2n).

Sy vI(0.001) — v(0)
Een benaderi deb Kant i Ay Fy 0,001 0,0000005 0.001
en benadering naar de bovenkant is = o= o000 = 00005 - 006
A, 0,001 ’
X 2l — v (2 — 0,001)
) Ay F 0,001 0,0000005
Een benadering aan de onderkantis ——= =~ - 2= =-—0,001.
Ax T x(21) - x (2r — 0,001) —0.0005
FaY, (3,001 ?

Beide benaderingen duiden erop dat de helling in (0, 0) naar O nadert.

Voor een punt op de y-as geldt x =0.

2cos (t+1m) =0

t+im=3n of t+im=13m.

t=¢n of t=1ix

Voor a =2 geldt dan:

y(ir) =sin G =23 of y(1i0) =sin 230) =1/3

De y-codrdinaat van het punt A 1s ;—Uﬁ.

Er moet nog steeds gelden x=0, dus t=nt of t=1:m.
Er moet ook gelden sin (ar) =3V3 ofwel sin(ar) =sin (3n1)
Voor t=;7 geldt:

sin (37 - @) = sin (370)
a-gn=im+k-2nofa-sm=n—mM+k- 2%
sa=3+k-2ofa-¢=3+k-2

a=2+k-120f a=4+k-12

Voor t =131 geldt:

sin (147 - a) =sin (37)
a-lm=im+k-2nofa-lign=n—3m+k-2n
lta=3+k-2 of a-1:=3+k-2

a=3+k-120of a=3+k-13

De totale oplossingisa=2+k- 120of a=4+k-12of a=>+k-130of a=3+k-12

dy
dx

1
%

acos (at)

&8 |elE

—2sin (¢ +37)

De helling berekenen voor t = ¢t en t = 1 ;1 en de oplossingen van opdracht b
geeft het volgende resultaat.

=T t=1in
a=2+k-12 % negatief j%: positief
a=4+k-12 % positief % negatief
a=3+k-13 %negatief %pﬂsitief
a=3+k-13 %negatief %negatief
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y
tan (t) = ?A, dus de codrdinaten van A zijn (3, 3tan(t)).

In AAPR geldt:

PR
cos (1) = 5 dus PR = 2cos(?)

: AR :
sin (1) = ER dus AR = 2sin(t)

Dus de codrdinaten van P zijn (3 — 2cos(#), 3tan(r) — 2sin(z)).

x=3-2cos (1)

De parametervoorstelling van K:
P £ {y: 3tan (#) — 2sin (¢)

Pagina 61:

Er moet gelden f(x) =3x
4 2x

£+15

2x(x*+ 1)=10-2x
2x=0ofx*+1=10
x=0of x=-3 of x=3

De snijpunten zijn (=3,—1%), (0,0)en (3, 15).
3 3

dx 2
0=2- J(f(x)—g(x))dx=2~ J(r+ T3 )dx

] ]
De afgeleide van ¢ - In (x* + 1) is

¢ - 2x duse=2.

A

3

0=2. J(( q4xl)—§x)dx=2~[21n(xj+ D-52=2.2In(10)-15)=4-1n(10) - 33

X+
0

70
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20
15
10

5

| X
=3 -2 =1 o 1 2

=5

b De raaklijn gaat door het punt (3, e*) en heeft richtingscoéfficiént f(3) = e’.
De raaklijn y=¢’ - x+ b gaat door (3, ).
Dit geeft de vergelijkinge’=e’ - 3 + b, dus b =-2¢’".
De formule voor de raaklijnis y=e’- x — 2¢’.
Voor de x-codrdinaat van A geldt y= 0.

e-x—-2e'=0,dusx=2.
2 3 2 3

c O= Jf(r)dx+ J(f(x) —g())dx= Je‘dx+ J (e'—e'x +2ed)dx =
] 2 ] 2
[e P+ [er—3e* - +2e" - x[i= (2= 1) + (e’ — 43¢’ +6e’ — (e = 2e’ + de’) =3¢’ — |
d Het snijpunt van f(x) en y = e” ligt bij x = 2.
De inhoud na wentelen om de x-as 1s

b b b b

Jn - (e)dx— Jn - (e9)*dx = Jn - (ef)dx — Jn c(@)dx=m- et x2 - [e* =
] ] ] ]
n- (2e* —jet+3) =71 (13 +3)
e G'()=1-(Inx)+x-2ln(x) 1= Q2-In(x)+2x-1)+2
GH)=(Inx))y+2Inx)-2-In(x)-2+2
G'(x) = (In(x))?
Conclusie: G(x) 1s een primitieve van g(x).
De inverse van f(x) = e* 1s k(x) = In (x).
De inhoud na omwentelen om de y-as van H 1s

Jﬂ(ln(x))zdxzﬂ:* [x- (In(x))* =2x-In (x) +2x['=7- (e? -4 —2e*- 2 +2¢%) — - 2=2me’ - 21
1

G-7a ¥

B2 8 8§ 528 3 8 8

—
[

o
—
Pad
Lad
.
L
[=3]
~
[=2]
[£=]
—
=
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1 1 |
") =2x—— - —=2x——
f& 8 x 8
] 3 1 : i ] 1
1+ (f)yr=1+|2x—— ] =1+4x*—5+——=
8x B X

(2x)*+2- 2x - —+(L)2 (Zx+ )
8x 8x

+
e

L= J”Jl+(f(x))dx 1|"(2}(+ dx

1

—=cos (1)

dy
—= -3 3t
P sin (3¢)

n

L= | V) + (§de=

Veos2(¢) + 9sin2(31)dt = 13,07

2

L= JU( W+ (Prde=

0

\V25c0s2(1) + 225sin2(31)dt =

ct———q,',;;‘ ot—

o
5- J"ﬁcosz(r) +9sin*(31)dt = 5- 13,07=65,35

Extra oefening - Vaardigheden
Pagina 62:

—T2x+5)=3x—-1
—14x-35=3x-1
—17x=34

x=-2

2x(2x+ 1) =42
48 +2x—42=0
—2+V2-4.4. -42
2-4
x=3ofx=-33

X =

x+Dx—D=x—-4)—-2x-2)
X¥—1=-2x"+6x+8

3 —-6x-9=0

r—=2x-3=0

x—=3x+1)=0

x=3ofx=-1

72

3
X

)dx: [f+%ln(x)]f=e“+j¢— | =E:4—%

252 —1)=12x

202 —12x—23=0

12 £V (-12)*-
2.2

It | =

4.25- =2

X =

=5o0fx= —_l?

—4x(5x+1)=3-3x)(x-6)

— 202~ 4x =3x — 18 = 3:° + 18

— 178> = 25x+18=0
_25+V(-25°-4--17-18

0 2. —17

x= —Zﬂfxz%

x=52x+ D=2x—-D(x—3)
2 —9x—5=2x"-Tx +3
—2x=8

x=-—4
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(2x—=3)3x=-T7)=25 d (1-x)(-3-3)=({0+x)x+7)
6x*—23x+21 =25 3x*=3=x"+8x+7
6x*—23x—4=0 2x°—=8x—-10=0
_23+V(-23P-4-6- -4 X —dx=5=0
T 2.6 (x=5)x+1)=0
x=4of x=—} x =15 (voorwaarde x # —1)
x+3 X  x+3 (x+7)° 1 2
+ = C + =
x+3 x+3 x+5 x+7 x+7 1
2x+3  x+3 x*+ 14x+50 2
x+3  x+5 x+7 1
2x+3x+5=(x+3) P+ 14x+50=2x+ 14
2+ 13x+ 15=x"+6x+9 X+ 12x+36=0
r+Tx+6=0 (x+6)=0
x+6)x+1)=0 yr=—
x=—06o0fx=-1
x(x+1) | 8+x 2x—1 2x+1 4
+ = d + ==
x+1  x+1 8+5x 2x+D(2x—=1) (2x+DQ2x-1) 3
f+x+l_8+x dc 4
x+1  8+5x 4¢-1 3
(+x+ DB +50)=(x+ D(8+x) 16" —4=12x
S5+ 1307+ 13x+8=x"+9x+8 16" =12x—-4=0
50+ 12x°+4x=0 4t =3x—-1=0
x5+ 12x+4)=0 3+ V(S —a. 4. =1
x=0of 5x°+ 12x+4=0 r=—
. —12+V122-4.5.4 24
x=0ofx= 2.5 J.’:l{]'-fx:—j—L

x=0o0of x=-2o0ofx= —%

sin (x) = —3V3 =sin (- 1n)

I:—%TEDfI: —%J"E

2c0s (x) - (cos (x)—3) =0

cos (x) =0 of cos (x) =5

x= —]jnﬂf',r:]jnﬂf x= —%J"EDfI:%E

2cos?(x) —cos(x)—1=0

1+V(=1)-4.2- -1

2.2

cos (x) =1 of cos (x) =

cos (x) =

ERE
1| —

I:UDfI:%EDfI:—
3x=2xof3x=m-2x+k- -2
x=0o0f5x=n+k-27

x=0of x=in+k-in

Op hetinterval —m < x < 7 zijn de oplossingen
X=-—-Mx= —%TE.,IZ —%n,x:ﬂ,x:%n,x:%ﬁ,,r:m
sin(x) = cos(m — x)

sin (x) =sin G — (T —x)) =sin (x —37)

x=x— n+k-2nof x=n— (x—31) +k 21
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geen oplossing of 2x=1in+k-2n
geenoplossing of x=im+k-m
geenoplossing of x=—imof x=37
sin (x) =sin (31— (x—17))

sin (x) =sin G —x)

x=n—-x+k-2n of x=n-(Gn-x)+k-2n
2v=2n+k-2n  of geen oplossing
x=pR+k-T of geen oplossing
x=—37 of x =751 of geen oplossing
cos’(x) =3

cos (x) =—3V2 of cos (x) =1V2

x=—31 of x=—m of x=4m of x

I
-P::-HH

sin (6x) = 1 =sin (31
6x=5m+k- 21

] ]
X=pn+k-3m

1] 7 ] 5 S
X=—pXx=—15N,X= —3NXx =73, x=;nof x =37

cos?(x) + cos(x) =0 ¢ f (x)==2sin (x)(cos (x) +3)

cos(x)(cos(x) + 1)=0 £ (x) ==2cos (x) (cos (x) +3) —2sin (x) - —sin (x)
cos(x)=0of cos(x)=-1 17 (x) = =2c0s*(x) — cos(x) + 2sin’(x)

x=3m of x=1iw of x=m F7(x) = =2cos*(x) — cos(x) + 2(1 — cos?(x))

Er moet gelden f“(x) =0 17 (x) =—4cos*(x) — cos(x) +2

De afgeleide:

£(x)=2cos(x) - —sin(x) — sinx

£ (x) =—2sin (x) (cos (x) +3)

De nulpunten:

~2sin (x) (cos (x) +3) =0

sin (x) =0 of cos (x) =—+
x:ﬂ,xz?t,x:ZE,,r:_ln of x= l_]gﬂ:.
De extreme waarden:

fl0) =f(2n) = 2 zijn (rand)maxima.
fim)=01s een maximum.

fGn) =f(1in) =—1 zijn minima.

Pagina 63:

Er moet gelden f”(x) = 0.

f(x)=3-cos(3x)+9 - sin(x)

() ==9 - sin(3x) + 9 - cos(x)

—9.s1n(3x) + 9cos(x) =0

sin(3x) = cos(x)

sin (3x) = sin (37T — x)

3x=im—x+k-21 of 3x=n— Gr-x)+k- 21
dx=in+k-2n of 2x=jm+k-2n
x=gn+k-in of x=m+k W

I:%E,I:%E,I:%E,I: llgn,xz ljﬂt of I:l%ﬂ:
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i

J;—ms (2x) dx = [3sin (2x) ] =sin (2a)
0

Isin (2a) =3

sin (2a) =3

2a=¢n+k-2nof 2a=3m+k-2¢
a:ll—zn of a:ﬁn

3p=24-28q pg-2p=1-gq
p=8-23q plg-2)=1-¢
3p+12pg=36-4q _I-q
p(3+12¢) =36 —4q P=q=—2
36-4g ol g
P73+129 2p+3=In(l —gq)
dp+3=¢ 2p=In(l-¢g)-3
dp=q°-3 p=3ln(1-¢)—13
P=1¢ =3 3p+g=(g+1)
3P+9=E 3P_=]_(q+1)2—?
q p=3(g+1) -3¢
=2l g p=(p+1g+2)
p=pg+2p+q+2
p=2-3 pq+p=—q-2
q plg+1)=—(g+2)
g+ 2
P=- q?
De pijlenketting is ... = ... = __..
De omgekeerde pijlenketting is ... <—— ... <—
De inverse functie is f™ (x) = —*51= —1x+1.
De pijlenketting is ... == ... —> ... —— _.
De omgekeerde pijlenketting is ... «—— ... <= —
De inverse functie is g (x) = In)+3 =1ln (x) + 13,
De pijlenketting is —2» ... —*> | bl
De omgekeerde pijlenketting is ... <= — -
De inverse functie is 4" (x) = 2 5_4 =l.p 4
De pijlenketting is ... —=—> ... — > .. = 1 - N |
De omgekeerde pijlenketting is ... AL — ..
De inverse functie is K (x) = V2 + 1.
De pijlenketting is ... == .. % | ey | 25
De omgekeerde pijlenketting is ... <—— ... <—— . <= —
De inverse functie is f(x) = —3(e*—10) = —3¢* +35.
De pijlenketting is ... 23> ... —2» .. =5
De omgekeerde pijlenketting is ... <=— ... < <
De inverse functie is g (x) = (X +2):5 =5 + 2.
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De pijlenketting is ... == ... —> ... —— ..
De omgekeerde pijlenketting is ... —> ... =+ | —%=>
| log (x) + 1 -
De inverse functie is 4™ (x) = gf: 5-log (x) +5="log (Vx) +3.
De pijlenketting is ... =5 ... —> . ——> __ N
De omgekeerde pijlenketting is ... «—— ... «—— __. &
| Vx+1 '
De inverse functie is k™ (x) = IZ =1 Vax+1i
5c—1 5x+10-11 5(x+2) 11 11
f(_x‘): = = —_ =5 -
x+2 x+2 x+2  x+2 x+2
Dusa=5enb=-l11.
De pijlenketting is ... = .. — .. =5 . 5
De omgekeerde pijlenketting is ... <—— ... «—— . ¢—— <=
: i — 11
De inverse functie is ™ (x) = 5 2.
Y
5-3x —-3x-3+8 -=-3(&x+1) 8 8
g(_}[‘): = = —+ =54+ —
x+1 x+1 x+1 x+1 x+1
De pijlenketting is ... == ... —> ... = . —> .
De omgekeerde pijlenketting is ... <—— .. ¢—— . «=— _ <=
: : o 8
De inverse functie is g""(x) =——— 1.
x+3
. 8 8 x+3 —x+5
g”“(_x‘):—— 1 = —_ =
x+3 x+3 x+3 x+3
76
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Hoofdstuk 3 — Cirkels en hoeken

Voorkennis: Cirkels

Pagina 66:

Stelling van Pythagoras: AC* =AB*+ BC~.
Invullen geeft AC?=62+42=52 = AC=V52=2V13.
De grootste cirkel binnen ABCD heeft een straal van 2.

Aen D liggen op een cirkel met middelpunt F'=FA = FD.

ZA =60° (AABC gelijkbenig) = ZD = 60° (AADF gelijkbenig) = £F = 60°.,
De drie hoeken zijn hetzeltde, dus AAFD 1s gelijjkzijdig.

Op dezelfde manier kun je bewijzen dat ABFE gelijkziydig is.

De driehoeken AFD en ABC zin gelijkzijdig, dus DA =DF = SAB=3 AC.

Dus D is het midden van AC.

Op dezelfde manier is te bewijzen dat BE =1 BC, of wel E is het midden van BC.
De lijn AE is de hoogtelijn, dus ZAEB =90°.

ZBAE =180° - 90° - 60° = 30°

In AAMD geldt: MA = MD dus LA = 2D = . Dus ZM = 180° - 2a= ZBMD =2
Ook geldt ZBMC = ZA = ¢ (F-hoeken).

Dus MC 1s de bissectrice van ZBMD.

MA = MB (straal)

/. AMD = / BME (overst hoeken) py = AAMD = ABME (ZHZ)= ZADM = Z/BEM.
MD = ME (straal)

Hieruit volgt dat AD//EB (Z-hoeken).

/MDA =5/ BMD (zie vraag a)

/. BED =1/ BMD
/ MDA = / BED (Z-hoeken) .

De som van de hoeken van een (willekeurige) vijfhoek is 3 - 180° = 540°,
In een regelmatige vijfhoek zijn alle hoeken even groot, dus
/EAB=%-540°=108°.
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V-6abc

V-7a

AE = DE, dus AADE is gelijkbenig.

/£ EAD =3%(180°—108°) =36°

ZBAD=108° - 36° =72°en £ ABE =5(180° - 108°) = 36° (zie opdracht b)
F'is het snijpunt van de diagonalen AD en BE.

Dus in AABF geldt voor de hoek tussen AD en BE: £ AFB=180° —72° - 36° =72°.

/ CED= /BEA =%(180°—-108°) =36° (vergelijk met opdracht b).
Voor ZBEC blijft over ZBEC = 108° —36° — 36° = 36".
De drie delen zijn alledrie 36°.

Pagina 67:

De hoekensom van een achthoek is 6 - 180° = 1080°.

In een regelmatige achthoek zijn alle hoeken even groot, dus

/BAH=%- 1080°=135°,

AMAG is gelijkbenig en ZM = 90°, dus Z MAG =5 - (180°—90°) = 45°.
AHAG is gelijkbenig en ZH = 135°, dus £~ GAH =3 (180° — 135°) =22,5°.
AMAD is gelijkbenig en ZAMD =90° +45° = 135°
/MAD=1(180°-135° =22,5°

AMDE is gelijkbenigen £ EMD =45°, dus £ EDM =3(180° —45°) =67,5°.
ZADM = ZMAD = 22.5° (zie opdracht c)

Dus ZADE = ZADM + ZEDM =22,5° + 67,5° =90°

of

ZEAD = ZMAD =225°

In AADE is ZADE = 180° — £ FAD — /. AED =180°-22,5°— 3 - 35°=90°

Stelling van Pythagoras: AF*+ CF* = AC*

F'1s het midden van AB, dus AF = 3.

Invullen geeft: 3° + CF?=6* = CF?=27 = CF=127=3\3.

De getekende lijnen zijn zwaartelijnen.

Punt M verdeelt zwaartelyyn CF in delen die zich verhouden als 1:2.

Dus CM =2V3 is de straal van de cirkel door de hoekpunten.

En FM =3 is de straal van de cirkel die de zijden van de driehoek raakt.

Een vierkant en een rechthoek.
Een vierkant en een ruit.

78
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Als het middelpunt van de omgeschreven cirkel buiten de driehoek ligt, dan heeft

de driehoek een stompe hoek.

= (el

F.
o
” = s

Stelling van Thales

Pagina 68:

Als ACBD een rechthoek is, dan zijn de diagonalen even lang en delen elkaar

middendoor.

MA =MB =MC met M is het midden van AB. Dus gaat er een cirkel door C met

middellijn AB.

Als in driehoek ABC geldt ZC =90°, dan ligt punt C op een cirkel met middellijn A B.
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2a

da

Ba

AM = CM = r, dus AAMC 1s een gelijkbenige driehoek met basishoeken ZMAC en ZMCA.
Dus ZMAC = ZMCA.

LMCB=£ZMBC

De hoeken van een driehoek zijn samen 180° ofwel ZMAC + ZLMCA + ZMCB + ZMBC = 180°.
Met het resultaat van opdrachtb en ¢ geeftdit 2 - ZMCA +2 - ZMCB = 180° =

ZMCA+ ZMCB =90°,

ZACB=ZMCA + ZMCB =90°.

AB is middellijn, dus ZACB = £ ADB = 90°.

AC=BC= /BAC =/ABC=%(180°-90°) =45°

ZABD = 180° — 90° —40° = 50°

Hieruit volgt ZCAD =45° +40° = 85° en ZCBD =45° + 50° =95°.

Pagina 69:

Punt D ligt op een cirkel met middellijn A B, dan geldt ZADB =90° (Stelling van Thales).
De som van de hoeken van een vierhoek is 360°.

ZDAC + ZACB + ZCBD + ZADB = 360°

ZDAC +90°+ ZCBD +90° =360° = £ZDAC + ZCBD = 180°

Punt M 1s het midden van PO en MR = %PQ 1S gegeven.
Duser geldt: MP = MR =MQ, ditis de straal van de cirkel door P, Q en R.
PQ 1s de middellijn van deze cirkel, dus APQOR is rechthoekig (Stelling van Thales).
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7a

8a

ZAPB =90° dan ligt punt P ligt op een cirkel met middellijn AB (Omgekeerde
stelling van Thales).

ZAQB =90°, dan ligt punt Q ligt op een cirkel met middellijn AB (Omgekeerde
stelling van Thales).

Eris maar één cirkel mogelijk met middellijn AB, dus liggen A, B, P en Q op één

cirkel.

Ook dit bewijs kan op dezelfde manier worden uitgeschreven.

Omdat DE een middenparallel is.
Vierhoek ADEF is een rechthoek, want DE = AF (gevolg middenparallel)
en DE//AF met verder nog ZA =90° (gegeven).

Dus vierhoek ADEF is een parallellogram met een rechte hoek, dus een rechthoek.

In een rechthoek zijn de diagonalen even lang, dus AE = DF =2r.

§ 1s het snijpunt van AE en DF.

A, E, D en F liggen op de cirkel met middelpunt § en straal r.

G ligt ook op die cirkel wegens de Omgekeerde stelling van Thales.
Het middelpunt ligt op het midden van AE.

HFB is een rechthoekige driehoek, dus H, F'en B liggen op een cirkel met
middelliyin HB (Omgekeerde stelling van Thales).

HBD is een rechthoekige driehoek, dus H, Fen D liggen op een cirkel met
middelliyin HB (Omgekeerde stelling van Thales).

Eris maar één cirkel mogelijk met middellijn HB, dus liggen H, F, Ben D op één

cirkel.
AFHE, ABDE en CDHE .
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3-2

9a

10ab

11

12a

Omtrekshoeken
Pagina 70

Gegeven: Cirkel met middelpunt M,
A, B, C, Dop cirkel, met LZAMB = ZCMD
Te bewijzen: AB=CD
Bewijs:
AM = CM (straal)
LAMB = /£ CMD (gegeven) p = NABM = ACDM (ZHZ) = AB=CD

BM = DM (straal)
S AMB

360°

geeft aan welk deel van de cirkel bij de boog AB hoort.

lengte boog AB=lengte boog CD,omdat de bijbehorende hoeken gelijk zijn.

—

Gegeven: Cirkel (M, r) met punten A en B op de cirkel
MN_L1LAB
Te bewijzen: Nis het midden van AB
Bewijs:
AM = BM (straal)
MN=MN = AANM = ABNM(ZZR) = AN=BN
LANM = ZBNM (= 90°)
Dus N is het midden van AB.

Gegeven: Cirkel (M, r) met punten A en B op de cirkel
§1s het midden van AB
Te bewijzen: MS L AB
Bewijs:
AM = BM (straal)
MS=MS = NASM = ABSM(ZZZ7) = LASM = ZBSM.
AS=BS (gegeven)
Er geldt ZASM + ZBSM = 180°(gestrekte hoek), dus LZASM = ZBSM = 90°.

ZBMC = 180° — 80° = 100° (gestrekte hoek)
ABMC s gelijkbenig, omdat BM=CM =r
ZABC = ZBCM =5 (180° — 100°) = 40°
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13

14a

15a

16

LAMC=2- ZABC
ZBAC = ZACM =5 (180° — 80°) = 50°
Bij vraag a berekende je ZBMC = 100°, dus geldt ZBMC =2 - ZBAC.

Gegeven: ZBAC= o

Te bewijzen: ZBMC=2«x

Bewijs:

In de gelijkbenige driehoek ACM geldt: LZMAC = ZMCA = ¢.
Danis ZAMC=180° - 2a= ZBMC = 180° — (180° - 2a) = 2¢v.

Pagina 71:

Noem het snijpunt van CM met de cirkel D.

ZAMD =2 ZACD (opgave 13)

£ZBMD =12 ZBCD (opgave 13)

Links en rechts van boven naar beneden optellen geeft:
ZAMB=2 ZACB

Teken lijn CM, noem het snijpunt van CM met de cirkel E.
ZBME =2 ZBCE (opgave 13)

LAME =2 ZACE (opgave 13)

Links en rechts van boven naar beneden aftrekken geeft:
ZAMB=2 ZACB

Je moet aantonen dat bij die twee omtrekshoeken dezelfde middelpuntshoek
hoort.
Construeer eerst het middelpunt van de cirkel met twee middelloodlijnen.

L APB = %L AMB (Stelling van de omtrekshoek)
L AQB = ;—LAMB (Stelling van de omtrekshoek)

Hieruit volgt dat £ APB = £ AQB, dus twee omtrekshoeken op dezelfde boog zijn

even groot.
Gegeven: AABC met C op cirkel met middellijn AB.

Te bewijzen: ZACB =90°
Bewijs: ZACB =3 ZAMB =% - 180° = 90° (Stelling van de omtrekshoek).
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17a

18

Constante hoek

Pagina 72:

ZAPB= ZACB
Volgens de stelling van opdracht 15 geldt:

In een cirkel zijn twee omtrekshoeken op dezelfde boog even groot.
Omdat ZAPC en ZACB omtrekshoeken op dezelfde boog moeten zijn, dat kan
alleen als P en C aan dezelfde kant van AB liggen.

ZAEB = ZACB (zelfde cirkelboog)

Als ZAQ B= ZACB, danis ZAQ B = ZAEB. Dan zou moeten gelden
BQ, /I BE(F-hoeken).

Het is niet mogelijk dat BQ, // BE, want BQ E is een driehoek.

ZAEB = ZACB (zelfde cirkelboog)

Als ZAQ,B= ZACB, dan is ZAQ,B = ZAEB. Dan zou moeten gelden
BQ, /I BE(F-hoeken).

Het is niet mogelijk dat BQ, // BE, want BQ, E is een driehoek.

Als Q niet binnen of buiten de cirkel kan liggen, dan ligt Q op de cirkel.

Maak eerst een verhoudingstabel om te zien of AABC ~ ADBE.

AABC | AB=6 | BC=9 | ACc=12
ADBE | DB=4 | BE=6 | DE=8

De driehoeken zijn gelijkvormig met factor Z.

Dan zijn de overeenkomstige hoeken gelijk, dus in het bijzonder is

ZACB = ZDEB.

Omdat D een punt is op het been van ZACB geldt ook LZACB = £ZDCB.

Hieruit volgt ZDEB = ZDCB, dus met de omgekeerde stelling van de constante
hoek geldt dat punt C ook op de omgeschreven cirkel ligt van driechoek BDE.
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Pagina 73:

20a Je vindt het antwoord met de Stelling van de constante hoek.
£ZDBC = ZDAC =20°

b De stelling Boog en koorde zegt:
In een cirkel behoren gelijke bogen bij gelijke koorden.
Dan zijn de bijbehorende omtrekshoeken ook gelijk, dus ZACB = 20°.
c  Volgens de stelling van de constante hoek is ZADB = ZACB = 20°.
Hoekensom in AADS geeft ZDAS + ZADS + ZASD = 180°.
Hieruit volgt dat ZASD = 180° —20° — 20° = 140° = LASB = 180° — 140° =40°.
(Dat laatste had je ook kunnen vinden met de stelling van de buitenhoek.)

21a Je bewijst dat de overeenkomstige hoeken even groot zijn.

s Q

P

/P = /8§ (omtrekshoek boog RQ)

/R =/ Q (omtrekshoek boog PS)
b Stel een verhoudingstabel op:

} = APTR ~ ASTQ (hh)

APTR | PT | TR | PR
ASTQ | ST | TQ |50

— PT TR
Hieruit volgt: —=——= PT-TQ=S8T-TR.
ST TQ
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22  Eerst een analysefiguur:

R

Je bewijst dat de overeenkomstige hoeken even groot zijn.

/OPR=%/0MR =50,

L OSR=5%/0OMR*=53(360°-0) = 180° - j0. =

£.OST = 180° — (180° — 30) = 301 (gestrekte hoek)

/QPR=20S8T (=)

LT=2T

Stel een verhoudingstabel op:
APTR | PT | TR | PR
ASTQ | ST | TQ | SQ

} = APTR ~ ASTQ (hh)

Hieruit lt'g—EszT TQ=8T-TR
lerui mg'ST_TQ Q= .

23 Driehoek POR 1s gelijkbenig als geldt PO = PR.
Noem ZPQR = «,dan 1s ZPAR = o (zelfde boog PR).
ZPAR = ZCAD (overstaande hoeken), dus ZCAD = a.
Hieruit volgt ZCBD = ¢ (zelfde boog CD).
ZCBD = ZPB(Q (overstaande hoeken), dus ZPBQ = a..
Tenstotte 1s ZPRQ = a(zelfde boog PQ).
Er geldt ZPQOR = ZPRQ, dus boog PR =boog PQ.
Hieruit volgt dat PR = PQ (opdracht 9).

3-4 Koordenvierhoeken
Pagina 74:

24a  Als AC de middellijn is, dan weten we met de stelling van Thales dat
ZABC=90%en £ ADC =90°.
Danis ZABC + ZADC = 90" +90° = 180°".

Voor de andere twee hoeken geldt (met de hoekensom van een vierhoek):
ZDAB+ ZBCD = 360° — 180° = 180°
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26a

Hoek AMC kleiner dan 180°is .

Hoek AMC groter dan 180° is f3.

Het verband tussen deze twee hoeken is o+ 3= 360°.

£/ ABC =33, want de omtrekshoek op boog AC is de helft van de middelpuntshoek
bij dezelfde boog.

£/ ADC = 3¢, want de omtrekshoek op boog AC is de helft van de middelpuntshoek
bij dezelfde boog.

L ABC+ £ ADC=3f+35a=3(f+ @) =3 360° = 180°

Eerst een analysefiguur tekenen.

Noem ZCAP = a(1).

Volgens de koordenvierhoekstelling is ZCQP = 180° — ZCAP = 180° — .
Een gestrekte hoek is 180°, dus ZPQOD = 180° — (180° — &) = .

Volgens de koordenvierhoekstelling is ZPBD = 180° — ZPQD = 180° — ¢
Een gestrekte hoek is 1807, dus £B, = 180° — (180° — @) = X (2).

Uit (1) en (2) volgt: AC//BD (F-hoeken).

Zie de tekening bij opdracht c.
ZACB = ZADB, want het zijn omtrekshoeken op dezelfde boog.
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27

Gelijke tekens, gelijke hoeken.
C

Pagina 75:

Gegeven:Vierhoek ABCD met £B + £ZD = 180°

Te bewijzen: ABCD is een koordenvierhoek

Bewijs:

Teken de omgeschreven cirkel van AABC.

We moeten nu bewijzen dat D ook op deze cirkel ligt.

Eerst kiezen we D binnen de cirkel. Verleng AD zodat deze de cirkel snijdt in punt E.

Teken DEen EC.

ABCE iseen koordenvierhoek = £A , + £C
(£C, eraf) (1)

Hoekensom in ABCD geeft LA, + ZC ,+ LB+ £D = 360° (2)

Uit (1) en (2) volgt: £B + £ZD > 180°.

Dit is in tegenspaak met het gegeven £B + ZD = 1807, dus D ligt niet binnen de

=180°= LA+ £C,, < 180°

123

cirkel.
Nu kiezen we D buiten de cirkel. AD snijdt de cirkel snijdt in punt £. Teken EC.

@ Noordhoff Uitgevers by



HOOFDSTUK 3 - CIHKELS EN HOEKEMN

28

29

30

ABCE iseen koordenvierhoek = LA  + £C = 180° =LA  + ZC ,,>180°
(£LC, erbij) (1)

Hoekensom in ABCD geeft LA, + ZC .+ LB+ £D = 360° (2)

Uit (1) en (2) volgt: £B + £D < 180

Dit is in tegenspaak met het gegeven £B + ZD = 180°, dus D ligt niet buiten de
cirkel.

Conclusie: D ligt op de cirkel.

Gegeven: ZAPB=/ZAQB

Te bewijzen: ABPQ is een koordenvierhoek

Bewijs:

Door de punten A, P en B is één cirkel te tekenen.

Punt Q ligt aan dezelfde kant van AB als P.

ZAPB = ZAQB, dus Q ligt op de cirkel door A, P en B (Omgekeerde stelling
constante hoek).

Als A, B, Pen Q op één cirkel liggen i1s ABPQ is een koordenvierhoek.

M ligt op de middelloodlijn van AB, M ligt op de middelloodlijn van BC en M ligt op de
middelloodlijn van AC. Dus M 1s het middelpunt van de omgeschreven cirkel van driehoek
ABC met MA = MB = MC = r als straal.

Op dezelfde manier vind je:

M ligt op de middelloodlijn van AB, M ligt op de middelloodlijn van BD en M ligt op de
middelloodlijn van AD. Dus M is het middelpunt van de omgeschreven cirkel van
driehoek ABD met MA =MB =MD =rals straal.

Deze twee cirkels vallen samen, dus gaat de cirkel gaat door A, B, C,en D.

Dus is ABCD een koordenvierhoek.

Gegeven: ZP =90° en Z£0 = 90°
T 1s het midden van AS en U 1s het midden van BS
Te bewijzen: LTPS = ZTSP
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31a

32

Bewijs:

ASP 1s een rechthoekige driehoek, dus liggen A, B en D op een cirkel met
middellijin AS (Stelling van Thales) en middelpunt 7.

Daaruit volgt dat ASTP gelijjkbenig is, want PT'= ST (straal), dus

ZTPS = ZTSP (basishoeken).

Te bewijzen: TUQP is een koordenvierhoek

Bewijs:

Teken PT, QU en TU.

ZP =90 = AASP is rechthoekig en T is het midden van AS = A, Sen P liggen
op een cirkel met middelpunt T= PT=5T= £LTPS = ZTSP (1)

Z0 =907 = ABSQ isrechthoekig en U is het midden van BS = B, Sen Q liggen
op een cirkel met middelpunt U= QU = SU = ZUQS = ZUSQ (2)

ZTSP = ZUSQ (overstaande hoeken), dus uit (1) en (2) volgt: LTPS = ZUQS.
Driehoek PTS endriehoek QUS zijn gelijkvormig, dus met het resultaat van
opgave 19 volgtdat 7, U, Q en P op de omgeschreven cirkel liggen. Dus TUPQ is
een koordenvierhoek.

Raaklijnen en hoeken

Pagina 76:

In de rechthoekige driechoek A BM is MA de schuine zijde, dus geldt MB < MA.
Punt B ligt binnen de cirkel.
Kies op k punt A'met AB = A'B.

AB=A'B
MB = MB = AABM = AA'BM (ZHZ)
LB =/B,=90°

Hieruit volgt MA = MA’, dus A'ligt ook op de cirkel.

Dit is in tegenspraak met het gegeven dat k een raaklijn is. (Een raaklijn heeft
maar ¢én gemeenschappelijk punt met de cirkel.)

Dus de aanname ZA # 90° is niet waar, hieruit volgt MA L k.

De omgekeerde stelling luidt:

Als een lijn door een punt van een cirkel loodrecht staat op de verbindingslijn van
dat punt met het middelpunt, dan is de lijn een raaklijn aan de cirkel.

90
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33a

Gegeven: een cirkel met middelpunt M.

een punt A op de cirkel
lijn k door Aen MA L k
Te bewijzen: kis een raaklijn.

Bewijs:

Stel k 1s geen raaklijn, dan is er nog een ander punt A" waar k de cirkel snijdt.
AAMA’ is gelijkbenig, dus ZMA'A = ZMAA'

Uit het gegeven MA L k volgt dan dat AAMA’ een driehoek is met twee rechte
hoeken, dat 1s onmogelijk.

Dus de veronderstelling dat k geen raaklijn is, 1s onjuist.

Hiermee is bewezen dat k een raaklijn is.

ZMRP =90° (stelling Raaklijn aan cirkel)

Als ZPRQ gelijk 1s aan de omtrekshoek bij de koorde QR en als ZQMR gelijk 1s
aan de middelpuntshoek bij koorde QR, dan moet gelden ZPRQ =5/ OMR.
Teken de stralen naar R en Q.

Bewijs:

Noem ZPRQ = o. (1)

ZMRP =90° = ZMRQ =90° — .

MR = MQ (straal) dus ZMOR = ZMRQ =90° — o..

Hoekensom in AMRQ geeft ZOMR = 180° —2 - (90° — o) = 20 (2)
Uit (1) en (2) volgt LPRQ = 1/ OMR.
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34a

35

Teken hulplijnstukken PM, MA en MB.

PM =PM
/S A=/B=90)° = NPMA = APMB (ZZR)
MA = MB (straal)

Hieruit volgt PA = PB.
Pagina 77:

Eerst een analysefiguur, raaklijnstukjes markeren.

Gelijke raaklynstukken hebben gelijke markering.
Met het resultaat van opdracht 34 volgt:

AQ=AP

BQO=BR

CS=CR

DS =DP

Links en rechts optellen geeft:
AQ+BQ+CS+DS=AP+ BR+ CR+DP

Slim bij elkaar nemen geeft:

AB+ CD=BC+AD
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38a

Lijn BP is raaklijn, hieruit volgt AP L BP (stelling Raaklijn aan cirkel).

In driechoek ABP geldt ZP =90°, dus A, B en P liggen op een cirkel met middellijn
AB (Omgekeerde stelling van Thales). Punt M ligt ook op die middellijn.
Conclusie: A, M en B liggen op één lijn.

Eerst een analysefiguur maken. Teken een omtrekshoek op boog AP incirkel c,.

Volgens de stelling Hoek tussen raaklijn en koorde 1s ZPAQ = ZACP.

In cirkel ¢, is LZPAQ = £S5AQ.

Samen geeft dit LZACP = £SAQ.

Omdat de cirkels even groot zijn, geldt nu boog AP =boog 5Q.

Hieruit volgt met de stelling Boog en koorde dat de bijbehorende koorden ook
even lang zijn: AP = Q8.

Teken een analysefiguur. Teken daarin hulplijn AB. Noem ZSPQ = aen £ZSQP = f.

In driehoek PQS is £PSQ = 180° — a— 5.

Volgens de stelling Hoek tussen raaklijn en koorde 1s ZBAP = ZBPS = oren
ZBAQ = ZBOS=[.

Danis LZPAQ= ZBAP + ZBAQ= o+ f.

Hieruit volgt dat ZPSQ + ZPAQ = 180° — ax— B+ o+ = 180°.

Volgens de Omgekeerde koordenvierhoekstelling 1s AQSP een koordenvierhoek.
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3-6 Gemengde opdrachten

Pagina 78:

39a

b Noem £ AMB=aen ZCMD =[5,
/ACB=%/AMB=5aen LCBD=3/CMD=5p3.
¢ In ABCPis de hoekensom: ZBPC + ZPCB + ZCBP = 180°.
Invullen geeft:
/BPC+ /ACB+ /CBD=/BPC+50a+3=180°= /BPC=180°- Ga+3p).
Een gestrekte hoek is 180°, dus
/ APB=180° - £ BPC=180° — (180° — G +3f3)) = 50+ 3 3.
Hieruit volgt ZAPB =5(/ AMB + /. CMD).
d P

e Noem £LAMB=aen ZCMD =[5,

/ADB=3/ AMB=%aen /. CBD=%/CMD =1p.

f LADB=1/AMB=}a,dusis £ PDB = 180° — o (gestrekte hoek).
In ABDP is de hoekensom: ZBPD + ZPDB + ZDBP = 180°.
Invullen geeft:

/BPD + (180° - 30) + 53= 180° = /BPD =a—3p.
Hieruit volgt ZAPB =5(/ AMB — /. CMD).

40a Zie de tekening in het boek.

b  De drichoeken ABR en ACR zijn rechthoekige driehoeken (Stelling van Thales).

¢ Ineen parallellogram zijn overstaande zijden even lang en evenwijdig en de
diagonalen delen elkaar middendoor.
Gebruik voor het bewijs de definitie van een parallellogram: twee paren
evenwijdige zijden.

d CQ L AB(hoogtelijn) en RB L AB(Thales),dus CH//RB.
BP 1 AC(hoogtelijn) en RC L AC(Thales), dus BH//RC.
Conclusie: CHBR 1s een parallellogram.
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41a  §is het snijpunt van de deellijn uit hoek C en de middelloodlijn van AB.

T 1s het snijpunt van de deelliyn uit hoek C en de omgeschreven cirkel van
driehoek ABC.
Als § en T samenvallen dan ligt § op de omgeschreven cirkel.

b  Tligtop de deellijn van £C, dus LZACT = ZBCT. Hieruit volgt dat boog AT gelijk
1s aan boog BT.

c By gelijke bogen horen gelijke koorden, dus AT = BT.
Teken een loodlin vanuit 7 op AB. N is het snijjpunt van de loodlijn en AB.

IN=TN

AT =BT (gelijke bogen, gelijke koorden) p = AATN = ABTN (ZZH)
ZANT= £BNT (loodlijn)

= AN =BN en ZANT = ZBNT =90°= T ligt op de middelloodlijn van AB.

d Tligtop de middelloodlijn van A B, dus T'is het snijpunt van de middelloodlijn
van A B en de bissectrice van ZC. § 1s het snijpunt van de bissectrice van £C en de
middelloodlijn van AB.

Twee lijnen kunnen slechts één snijpunt hebben, dus S=T.
Punt T'was het snijpunt van de bissectrice met de cirkel, dus ligt § op de cirkel.

42  Gegeven:
Koordenvierhoek ABCD met AC L BD
K 1s het midden van CD
Te bewijzen: LASL = ZKCS

Bewijs:

a5
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T1a

£8=90°, hieruit volgt dat K het middelpunt is van de omgeschreven
cirkel van ACSD (Omgekeerde stelling van Thales).

KC =KS (straal) = LKCS= 2LKSC
£ KSC=2ASL (overstaandehoeken)
Te bewijzen: KL 1L AB

Bewijs:

Noem ZKSC = «, dus ZASL=ZKCS = o (z1e a).

Noem £KSD = f3.

KS = KD, hieruit volgt ZKDS = ZKSD = .

Er geldt: ar+ 3= 90°.

Er geldt ook ZSAL= ZCAB = ZCDB = ZKDS = [ (omtrekshoek op BC).
Danis ZALS =180 — a— =90°endus AB L KL.

} = LKCS=LASL

Test jezelf

Pagina 82:

msc:@:ss*ﬁ'

ZAEB =90° (Thales), dus ZAEC = 180° —90° = 90° (gestrekte hoek).
Hieruit volgt dat ZCAE = 180° —90° — 70° = 20°~.
o< 90°

ZACE=«o

180°-a

LMAC= 90° — jex (basishoek in gelijkbenige driehoek ABC)

/MEB = / MBE = 90° - Y« (gelijkbenige drichoek MBE)

Dus £ MEC = 180° — (90° — 30) = 90° + 3¢ (gestrekte hoek)

/ BME = 180° — 2(90° — 50) = & (tophoek in gelijkbenige driehoek MBE)

Dus ZAME = 180° — a(gestrekte hoek).

In vierhoek AMEC geldt Z MAC + £ MEC =90° — 30+ 90° + 30 = 180°, dus
vierhoek AMEC 1s een koordenvierhoek (Omgekeerde koordenvierhoekstelling).
Elk punt van de koordenvierhoek ligt op de omgeschreven cirkel van de driechoek
die gevormd wordt door de overige punten van de koordenvierhoek. Dus ook M.
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T-2a

T-3a

T-4a

Bewijs:

AP 1 PB (Thales) en AP L CE (gegeven)

Daaruit volgt: PB // CE

Hulplijn PE levert twee gelijke Z-hoeken: ZPEC = ZBPE.
ZBAFE = ZBPE (omtrekshoeken op dezelfde boog)

ZPAC = ZPEC (omtrekshoeken op dezelfde boog)

De resultaten van ben ¢ geven £BAE = ZPAC.

Noem LCAB=2aen £LABC =2p.

ZADE = ZABE = B (omtrekshoek op AE)

ZBED = ZBAD = o (omtrekshoek op BD)

ZAQD = 180° — a— B (hoekensom in driehoek AQD) = ZCOP = a+ [
(gestrekte hoek)

Net zo is ZEPB=180° — a— = ZQPC= o+ 3

Dus in ACPQ zijn de hoeken bi) P en Q gelijk, dus geldt CP = CQ.

PACQ en PBDQ zijn koordenvierhoeken.
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b ZP+ ZACQ = 180° (Koordenvierhoekstelling)

ZP+ £D = 180° (Koordenvierhoekstelling)
Dus £ZD = ZACQ = AC// BD (F-hoeken).

Pagina 83:

T-5a AZPQOR
b ATRB= ZBAR(hoek tussen raaklijn en koorde)
¢ ABQP een koordenvierhoek , dus £ BAP + £ Q = 180° (Koordenvierhoekstelling)
Z BAR+ £ BAP = 180° (gestrekte hoek) = ZBAR = Z0 (1)
Uit (1)en b volgtdat £ Q= L TRB.
Omdat deze hoeken een Z-figuur vormen, geldt: t // PQ.

T-6 Noem ZPAB= ZPBA = q.
B

C

Hieruit volgt ZACP = ZBDP = a(omtrekshoeken op PA, PB).

Noem £PCD = ZPDC= .

ABDC is een koordenvierhoek, dus ZABD = 180 — o — f3.

Ook is ZCDB = o+ 3, dus de hoek tussen BD en het verlengde van CD is
180° — a— .

Hieruit volgt AB//CD (Z-hoeken).

T7 Noem £ZBAD= acen ZABC = [3.
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ABCD is een koordenvierhoek, dus ZBAD + Z/BCD = 180° = ZBCD = 180° — .
ZPCQ = ZBCD (overstaande hoeken).

ZPCQ + ZCQP + £LCPQ = 180° (hoekensom ANCPQ)

Invullen geeft (180° — &) + LCQP + ZCPQ = 180°.

Hieruit volgt ZCQP + ZCPQ = o= £ZBAD.

ABCD is een koordenvierhoek, dus ZABC + ZADC = 180° = ZADC = 180° - 3
ZDAP + ZAPD + ZADP = 180° (hoekensom NAPD).

Invullen geeft o+ ZAPD + 180° — = 180°.

Hieruit volgt ZAPD = 3— o= /BPS=3-1c.

Verder geldt 90° —5(£ BAD + ZADC) =90° — 5 (a+ 180° - ) = 55— 5.

Dus £ BPS=90°-3(LBAD + £ ADC).

ZBAD + ZABQ + ZAQB = 180°(hoekensom AABQ)

Invullen geeft o+ B+ LAQB = 180°=ZAQB = 180° — a— f3.

Hieruit volgt

/COS=5/A0B=5(180°— a— ) =90° — 3¢~ 5=90° - 5/ BAD — 5/ ABC.
ZPSQ+ £ZSQP + ZSPQ = 180° (hoekensom ASPQ)

Invullen van c en b geeft

/PSQ + (90° — 30— 3+ L CQP) + 3— 300+ L CPQ) = 180°.

Hieruit volgt ZPSQ — a+ ZCQOP + ZCPQ =90°.

Bij ais bewezen ZCQP + ZCPQ = @, dus ZPSQ — o+ ZCQP + ZCPQ =90° = £ZPSQ =90°.
Dus PS L 0S. h ~ .
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Hoofdstuk 4 — Tekenen en bewijzen

Voorkennis: Meetkundige plaatsen
Pagina 86:

V-1ab  De meetkundige plaats van de punten die gelijke afstand hebben tot A en B is de

middelloodlijn van AB.
middelloodlijn

c  De punten Q waarvoor geldt dat d(Q, A) =4 cm liggen op een cirkel met
middelpunt A en straal 4 cm.
De punten Q waarvoor geldtdatd(Q, [) =2 cm liggen op twee lijnen evenwijdig
aan [enop afstand 2 cm van [.

d De punten die gelijke afstand hebben tot / en m liggen op het tweetal bissectrices
van de hoeken tussen [en m.
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V-2a De meetkundige plaats bestaat uit een cirkel met straal 7 en hetzelfde middelpunt als c.

b De meetkundige plaats bestaat uit een cirkel met straal 6 en hetzeltde middelpunt
als ¢, samen met het middelpunt van ¢ zelf.

c De gevraagde meetkundige plaats bestaat uit twee cirkels met hetzelfde
middelpunt als ¢, één met straal | en één met straal 5.
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VV3-abc

V-5

De meetkundige plaats van de punten die op gelijke afstand van /enm liggen is
de middenparallel van [ en m.

De meetkundige plaats van de punten die op afstand 3 cm van n liggen zijn de
punten op twee lijnen evenwijdig aan n op afstand 3 cm van n.

De snijpunten van de gestippelde lijnen zijn de gezochte punten A en B.

De meetkundige plaats van de punten X die gelijke afstand hebben tot de beide
lijnen is het bissectricepaar van snijdende lijnen.

De meetkundige plaats van de punten X waarvoor geldt dat d(X, P) =d(X, ¢)
liggen op de middelloodlijnen van punt P en de snijpunten A, B, Cen D van de
cirkel en de bissectrices.

In het linkerplaatje zie je de constructie van één van de gevraagde punten en in
het rechterplaatje de vier gevraagde punten.

bissectrice

C

Pagina 87:

De meetkundige plaats van de punten X waarvoor geldt dat d(X, B) <3 cm liggen
binnen een cirkel met middelpunt B en een straal van 3 cm.
De meetkundige plaats van de punten X waarvoor geldt dat XA < XB liggen in het

bissectrice

bissectrice

C

vlakdeel begrensd door de middelloodlijn van AB aan de kant van A.

De meetkundige plaats van de punten X waarvoor geldt dat d(X, m) <2 cmis het
gebied tussen twee lijnen evenwijdig aan m op afstand 2 cm van m.
De drie voorwaarden samen geven het gearceerde gebied.
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V-6a

V-7a

1a

------

.
- -

De doorsnede van de gestippelde cirkels en de twee gestippelde lijnen is de
verzameling van de gezochte vier punten B, C, D en E.

a a=0 D<a<3 a=3 a>3
aantal snijpunten 1 4 4 3
bijzonderheden | raakpunt - E valt samen Er is geen cirkel
met M. binnen de cirkel.

De meetkundige plaats van de punten N is de verzameling punten van lijn /, met
uitzondering van punt M.
De meetkundige plaats van de punten A is de verzameling punten op cirkel c,.

4-1 Bewijzen bij meetkundige plaatsen
Pagina 88:

M 1s het middelpunt van de cirkel. Voor de punten op de cirkel geldt:
MA=MB=r, dus M ligt op de middelloodlijn van AB.

MB=MC=r, dus M ligt op de middelloodlijn van BC.

MC=MD =r, dus M ligt op de middelloodlijn van CD.

MD=MA=r, dus M ligt op de middelloodlijn van DA.

De middelloodlijnen van AB, BC, CD en DA gaan door één punt namelijk M.
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M ligt op de middelloodlijn van PQ, dus MP = MQ.

M ligt op de middelloodlijn van OR, dus MO=MR.

M ligt op de middelloodlijn van RS, dus MR=MS.

M ligt op de middelloodlijn van SP, dus MS=MP.

Er geldt dus: MP=MQ=MR=MS5, noem deze lengte r.

Dus de punten P, O, Ren § liggen op een cirkel met middelpunt M en straal r.
Vier punten A, B, C en D liggen op een cirkel < de middelloodlijnen van AB,
BC, CD en DA gaan door één punt.

Te bewijzen: P ligt op de bissectrice van £ BAC < d(P, AB) =d(P,AC)
Gegeven: P ligt op de bissectrice van £ BAC

Te bewijzen: d(P, AB) =d (P, AC)

Bewijs:

Ben C zijn de voetpunten van de loodlijnen uit punt P. De analysefiguur ziet er

als volgt uit:

/BAP = / CAP (bissectrice)

AP=AP = ANABP = AACP (ZHH)

LABP = LACP = 90°

Hieruit volgt BP = CP, dus d(P, AB) =d(P, AC).

Gegeven: d(P,AB)=d(P,AC),dus BP=CPen LABP = ZACP =90°.
Te bewijzen: P ligt op de bissectrice van £ BAC.

Bewijs:

BP=CP (gegeven)
AP=AP = ANABP = NACP (ZZR)
/ ABP =/ ACP = 90°

Hieruit volgt £ BAP = £ CAP, dus P ligt op de bissectrice van £ BAC.
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3a

Pagina 89:

AABE is rechthoekig met £ AEB =90° dan ligt punt E op een cirkelmet middellijn AB
(Omgekeerde stelling van Thales) met uitzondering van de punten A en B.

AABQ is rechthoekig met £ AQB =90° , dan ligt punt Q op een cirkel met middellijn
AB (Omgekeerde stelling van Thales) met uitzondering van de punten A en B.

Eris maar één cirkel met gegeven middellijn AB, dus de punten £ en de punten QO
liggen op dezeltde cirkel.

In een rechthoekige driehoek is de lengte van de zwaartelijn uit de rechte hoek de
helft van de schuine zijde. Dus CM = SABen gegeven 1s dat AB constant 1s.
Hieruit volgt dat de meetkundige plaats van de punten M een cirkel 1s met
middelpunt C en straal CM =3AB.

4-2 Meetkundige plaatsen met de constante hoek
Pagina 90:

Uit stelling 1 volgt dat voor elk willekeurig punt P op de cirkel door A, B en Cenaan
dezelfde kant van AB als C, geldt ZAPB = ZACB.

Dus elk punt op de cirkel tussen A en B aan dezelfde kant van AB als C voldoet hieraan.
Uit stelling 2 volgt dat elk willekeurig punt P dat aan dezelfde kant van AB als C ligten
waarvoor geldt ZAPB = ZACB, op de cirkel door A, B en C ligt.

Hieruit volgt dat de meetkundige plaats van de punten P gelijk is aan de cirkelboog AB
die door C gaat.
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Ba

7a

b

Pagina 91:

Zie de tekening bij opdracht b. Een hoek van 120” hoort bij een derde deel van
een cirkel.

De hoek kun je construeren door een tweede cirkel te tekenen met als middelpunt
een punt van de eerste cirkel en dezelfde straal.

De meetkundige plaats van de punten P met ZA PB = 60° is de cirkelboog
waarvan de omstrekshoek 607 is en de cirkelboog die ontstaat door de eerste boog
te spiegelen inde lijn AB.

ZAPB =807, dan ligt punt P op een cirkelboog met middelpunt M met

middelpuntshoek ZAMB = 160 .
Teken dan een gelijkbenige drichoek AMB met AB =35 ¢cm en een tophoek van

160°, en dus basishoeken van 10°. De straal van de cirkelboog is MB. Teken de
cirkelboog en zijn spiegelbeeld.

/AMCA heeft een rechte hoek bij punt C. Verder geldt AC=5 AB=25.

AC 2
cos ZMAC ~ cos 10°

ZMAC AC = AM 2,54
cos =— — ~
AM |
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8  Het zijn precies de andere cirkelbogen, de gestippelde bogen.

9a Om AABC tetekenen, teken je bijvoorbeeld eerst lijnstuk AB =7.
Dan teken je een cirkelboog met middelpunt A en straal AC = 8 en daarna een
cirkelboog met middelpunt B en straal BC = 6. Het snijpunt van de cirkelbogen is
het gezochte punt C.
Zie tekening bij b.

b  De meetkundige plaats van de punten P waarvoor geldtdat £ APB=ZACB i1s
een cirkelboog met koorde AB. Het is een deel van de omgeschreven cirkel van
ANABC.

Het middelpunt M 1s het snijpunt van de middelloodlijnen van AB en BC.

10ab  Het begin van deze opdracht is hetzeltde als de vorige opdracht.
De middelloodlijn van A B verdeelt het vlak in twee delen, de extra voorwaarde
d(P, A) <d(P, B) beperkt de meetkundige plaats tot het deel van de cirkelboog dat
zich in het vlakdeel van A bevindt.
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11a

12a

4-3 Cirkelbogen

Pagina 92:

De meetkundige plaats van punten § is een cirkel met middellijn MP.

Punt § is het midden van AB. Volgens de omgekeerde stelling van Loodlijn op
koorde 1s MS L AB.

AMPS heeft een rechte hoek bij S, dan ligt § op een cirkel met middellyjn MP
(Omgekeerde stelling van Thales)

AB is een middellijn. Hieruit volgt ZADB = 90°(Stelling van Thales).
Als ZCAD = ¢ dan is ZASD =90° — ¢ (hoekensom in AADS).

ZASB = 180° — ZASD = 180° — (90° — ) =90° + «(gestrekte hoek).
ZCAD = ¢1s een constante hoek, omdat lijnstuk CD een vaste lengte heeft.
Hieruit volgt dat de meetkundige plaats van de verzameling van punten S met

Z ASB=90° + aeen cirkelboog is (Omgekeerde stelling van de constante hoek).
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Pagina 93:

13a

b InAACBis £ ACB=90° (Stelling van Thales).
Hieruit volgt dat in AACT geldt ZATC =90° — ..
ZCAD = ¢1s een constante hoek, omdat lijnstuk CD een vaste lengte heeft.
Hieruit volgt dat de meetkundige plaats van de verzameling van punten 7" met
Z ATB =90° — ez een cirkelboog is (Omgekeerde stelling van de constante hoek).
¢ De cirkel van vraag b 1s de omgeschreven cirkel van AABT.
Teken de middelloodlijnen van AB en AT, het snijpunt N is het gezochte
middelpunt van de cirkel.

14ab  Zie tekening.

_/
=
De meetkundige plaats is een cirkel, met middelliyjn BM.
Toelichting: Volgens de omkering van de stelling Loodlijn op koorde is MD een
loodlijn op koorde BC.
Driehoek BMD is rechthoekig in D, dus beschrijft punt D een cirkel met
middellijn BM (Omgekeerde stelling van Thales).
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15a

Gegeven: AABP op citkelen XP=AP

Te bewijzen: ZAXP =5 / APB

Bewijs:

Stel Z AXP= 0.

XP=AP= ZAXP=/ZXAP = a(l)

Hoekensom in AAPX geeft ZAPX = 180° — LZAXP — ZXAP = 180° - 2¢.
Hieruit volgt £ APB =2 (gestrekte hoek) (2)

Uit (1)en (2) volgt LAXP = /. APB.

Z APB is een constante hoek (omtrekshoek op boog AB)

Z AXP is de helft van deze hoek en 1s dus ook een constante hoek.

De meetkundige plaats van de punten X doorloopt dus een deel van een cirkel die
ook door A en B gaat.

De cirkelboog ligt op de omgeschreven cirkel van AABX, dan is het middelpunt
M  het snijpunt van de middelloodlijnen van AB enAX.

Het linkereindpunt van de boog vind je als P in A ligt en het rechtereindpunt vind
je als P1in B ligt.

De cirkelboog ligt op de omgeschreven cirkel van AABX, dan is het middelpunt
M, het snijpunt van de middelloodlijnen van ABen AX.
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16

17a

Noem ZBAC = a (omtrekshoek op boog BC). Deze hoek o heeft een constante

waarde.

BE en CD zijn hoogtelijnen, dus £ D = £ E=90°.

Hoekensom in vierhoek A DHE levert ZDHE = 360° —90° — 90° — ar= 180° — .

Hieruit volgt ZBHC = 180° — & (overstaande hoeken).

Als £ BHC constant is, 1s de meetkundige plaats van de punten H een cirkelboog

op koorde BC.

4-4 Parabool

Pagina 94:

Voor punten op de middelloodlijn van CV, geldt: QC=QV..

Omdat QV, L1is QV, =d(Q, ) , dus d(Q, C) =d(Q, ).
Zie tekening by a.
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d De meetkundige plaats van de punten P is een parabool.

18

19ab  De meetkundige plaats van de punten P waarvoor geldt d(P, A) =d(P, m) is een
parabool met brandpunt A en richtlijn m (definitie parabool).
De meetkundige plaats van de punten P met £ APS =90° is een cirkel met
middellijin AS (Omgekeerde stelling van Thales).
De snijpunten P, en P, zijn de gezochte punten.
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20

21a

22a

De meetkundige plaats van de punten P met d(P, /) =d(P, B) is een parabool met brandpunt B
en richtlijn [ (definitie parabool). De punten waarvoor geldt d(P, [) > d(P, B) liggen binnen de
parabool.

De meetkundige plaats van de punten P met £ DPA = £ DBA liggen op dezelfde cirkelboog
als waarop de punten A, B en D liggen (Omgekeerde stelling van de constante hoek).

De gevraagde meetkundige plaats is een deel van de cirkelboog tussen de snijpunten E'en F'
van cirkel en parabool.

Pagina 95:

Er geldt DA =d(D, k) (parabool).

Ook geldt DB=d(D, k) (parabool).

Hieruit volgt DA = DB, dus ligt D op de middelloodlijn van AB.

Er geldt EA =d(E, k) (parabool).

Ook geldt EB=d(E, k) (parabool).

Hieruit volgt EA = EB, dus ligt E op de middelloodlijn van AB.

Het donkerste gebied 1s I, dat is de meetkundige plaats van alle punten die dichter
bij A dan bij Benk liggen.

Het middelgrijze gebied is 11, dat 1s de meetkundige plaats van alle punten die
dichter bij B dan bij A en k liggen.

Het lichtgrijze gebied 1s I11, dat is de meetkundige plaats van alle punten die
dichter bij k dan bij A en B liggen.

Zie de tekening bij opdracht c.

De meetkundige plaats van de punten P met de eigenschap dat P gelijke afstanden

heeft tot de lijnstukken AB en AC, bestaat uit drie delen:

—een deel van de bissectrice van £BAC (datis AD, waarbij D het snijpunt is van
de loodlijn in C en de bissectrice)

—een deel van een parabool met brandpunt C en richtlijn AB (dat is DE, waarbi) E
het snijpunt is van de loodlijn in B en de parabool)

—een deel van de middelloodlijn van BC
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s
- , “middelloodlijn

bissectrice P

23a De parabool is de meetkundige plaats van de punten met gelijke afstand tot een
gegeven brandpunt en richtlijn.
Omdat V op de richtlijn ligt, ligt R even ver van brandpunt F als van V.
R ligt dus op de middelloodlijn van FV.
b d(QV)=d(QF), want Q ligt op de middelloodlijn van F'V.

¢ De kortste route vanuit O naar lin / is een loodlijn vanuit Q op /. Noem het
voetpunt Q"
Er geldt d(QQ’) < d(QV) (rechthoekige driehoek).
d Ergeldtook d(QQ’) < d(QF) (zie opdracht b en ¢).
Dus Q ligt niet op de parabool.
Nu nog beredeneren waarom m een raaklijn 1s.
Voor elk punt Q op m dat niet in R ligt, geldt voor het voetpunt W op [ dat
d(QW) <d(QF).
Dus Q ligt in het buitengebied (namelijk dichter bij /) van de parabool.
R 1s dus het enige punt van m dat op de parabool ligt. Daarom is m de raaklijn.
e Gegeven:
Parabool met brandpunt £ en lijn /. Punt R op de parabool met als voetpunt V.
De middelloodlijn m van F'V.
Te bewijzen: ZFRS = ZVRS
Bewijs:
FS=VS (middelloodlijn)
RS=RS = AFSR = AVSR (ZHZ) = /FRS= / VRS
£ FSR = 7/ VSR=90° (middelloodlijn)
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4-5 Bewijzen
Pagina 96:

24a Noem £ MED = q.
Dan is ook ZEMD = a (gelijkbenige driehoek).
Hieruit volgt ZBMC = o (overstaande hoeken).
b ZMDE = 180° — 2¢ (hoekensom driehoek).
Dan is ZMDF = 180° — (180° — 2¢) = 2cx (gestrekte hoek).
c ZLCMF=2-ZCDF=2 20=4a(omtrekshoek op boog CF).
d ZBMF=/CMF—-/ZBMC=4a— a=3c.
Dus ZBMF =3 - ZMED.

Pagina 97:

25a

k
b Bewis:

De gevraagde cirkel moet in punt R raken, dus teken MR L k (raaklijn aan cirkel).
Als middelpunt M op de middelloodlijn van PR ligt, dan geldt MP = MR (definitie cirkel).
Het snijpunt van de loodlijn en de middelloodlijn is het gezochte middelpunt M.
Teken de cirkel met straal MP of MR.

26a

b Noem £ ABC=fen LACB=¥.
LABE=/ACE = ]5}’ (Stelling van constante hoek op boog AE)
Hieruit volgt ~DBE =3+57.
/.CDB =180 — 18— 3y (hoekensom driehoek)
Hieruit volgt ZBDE = 180° — (180° — -39 =3B+ 1Y (gestrekte hoek).
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In ABDE geldt ZBDE = ZDBE, dus de driehoek is gelijjkbenig.
Hieruit volgt ED = EB.

E

d Noem LZACD=o, ZCAD=[fen LCBD=Y.
In AABC geldt 200+ 23+ 2y=180°, dus o+ B+ y= 90° (bissectrices en hoekensom driehoek).
Dit geeft S+ y=90° — .
In AABD geldt £ ADB = 180° — f— y=180° — (B+ 9) (hoekensom driehoek).
Hieruit volgt £ ADB = 180° — (90° — &) =90° + .

27abc

d Bewis:
£ MAP =90 (Thales) ofwel PA 1L AM.
Dan is PA een raaklijn aan cirkel ¢, (Omgekeerde stelling Raaklijn aan cirkel).
Evenzo is £ MBP =90° (Thales) ofwel PB 1 BM.
Dan is PB een raaklijn aan cirkel ¢, (Omgekeerde stelling Raaklijn aan cirkel).

28a  Teken ook de hoogtelijn uit B.
Noem ZBAC = a. Merk op dat azeen constante waarde heeft.
£ D=/LFE=/ZF=90° (hoogtelijnen)
Hieruit volgt ZESF =360° —90° — 90° — a= 180° — ax (hoekensom vierhoek).
Dan is ook ZBSC = 180° — « (overstaande hoeken).
Als £ BSC constant is, 1s de meetkundige plaats van de punten H een cirkelboog op koorde BC.
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b De geconstrueerde cirkel is de omgeschreven cirkel van ABCS.
Dus teken de middelloodlijnen van BC en BS.

1

\ A

29a [

b De punten C, en C, liggen op lijn k op 4 cm van AB.
MA L [, hieruit volgt dat 1ijn / een raaklijn is aan cirkel ¢ (Omgekeerde stelling
Raaklijn aan cirkel) .
Dan is de omtrekshoek net zo groot als de hoek van de raaklijn en de koorde, dus
ZAC B=50° (Hoek tussen raaklijn en koorde).
Er geldt ook £ AC,B= ZAC B=50° (Stelling van de constante hoek).

4-6 Gemengde opdrachten

Pagina 98:

30a PM=d(P,c)+rend(P,m)=PT=PS+ST=d(P,])+r.
Als d(P, ¢)=d(P, ]) danis PM=d(P,c)+r=d(P, 1) + r=d(P, m).
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b De meetkundige plaats van de punten die gelijke afstand tot lijn [ en cirkel ¢
hebben is hetzelfde als de meetkundige plaats van de punten die gelijke afstand
tot lijn m en punt M hebben, dat is een parabool met brandpunt M en richtlijn m.

Al ]

31a De meetkundige plaats van de punten die even ver van lijn @ als 1yn b liggen is het
bissectricepaar van de hoeken van de lijnen a en b.
De meetkundige plaats van de punten die op afstand 1 cm van lijn ¢ liggen wordt
gevormd door het paar evenwijdige lijjnen op afstand 1 ¢cm van lyn c.
De vier snijpunten van de genoemde lijnen vormen de gevraagde meetkundige plaats.

b Als je lijn ¢ zo draait dat deze evenwijdig is aan één van de bissectrices, dan
zijn er maar twee punten die voldoen aan de eisen. Dit is het minimaal aantal
oplossingen. Elke andere richting van lijn ¢ leidt tot vier oplossingen (beide lijnen
evenwijdig aan lijn ¢ snijden elk de beide bissectrices).
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32a  Teken de cirkel met middelpunt F en straal d(k, r).

De snijpunten van deze cirkel met de lijn k zijn de gevraagde punten.

b Nunog bewijzen dat de punten C en D op de parabool liggen.

Voor punt C geldt CF=d(k, r) = d(C, F)=d(C, r).

Hieruit volgt dat C op de parabool ligt met brandpunt F en richtlin r.
Hetzelfde geldt voor punt D.

Pagina 99:

33a De meetkundige plaats van punten H is een halve lijn die ligt op een lijn [ door M

loodrecht op CD. Het beginpunt van de meetkundige plaats is het snijpunt van lijn
[ met de cirkel.
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34

Noem ZCMF = acen ZDMG = J3.

MC = ME (straal)

LMCF = £ZMEF =90° (raaklijn) p = AMCF = AMEF (ZZR) ZCMF = ZEMF = o
MF=MF

MD = ME (straal)

/£ MDG = ZMEG =90° (raaklijn) p = AMCF = AMEF (ZZR) ZCMF = ZEMF = j
MG=MG

Er geldt ZCMD = 180° (gestrekte hoek).

Danis ZCMD= o+ a+ f+ = 180° = a+ [=90".

Hieruit volgt dat ZFMG = ZFME + ZEMG = o+ f=90°.

De gezochte middelpunten liggen op de middelloodlijn van AB, het midden van

AB 1s het eerste punt.

Er geldt d(A, ¢) + 4 = r, waarbij r de straal is van een hulpcirkel met middelpunt A.

Dit geeft r=6.

Er geldt ook d(B, ¢) +4 =r, dus r= 6, waarbij r de straal 1s van een hulpcirkel

met middelpunt B.

De snijpunten van de beide hulpcirkels met de middelloodlijn door A B leveren de
andere middelpunten M.
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35a Tebewijzen: P, Q en § liggen op één cirkel met middelpunt 7.
Bewijs: Teken M T'en M, T.
M P=M S (straal) \
£ P=/8(=90°raaklijn) o = AM PT = AM ST (ZZR), dus TP=T5 (1)
MT=M.T

.

R

MQO=MS (straal)
£ Q=/8(=90°raaklijn) ¢ = AM OT = AM ST (ZZR), dus TQ =TS (2)
MT=MT

.

Uit(l)en(2) volgt TP=TS5= TQ= r,dus P, 5en Q liggen op een cirkel met
middelpunt T

b Je kunt bewijzen dat drie punten op €én lijn liggen door aan te tonen dat ze een
gestrekte hoek vormen.

c Tebewijzen: P, S en R liggen op één lijn.

Bewijs:

RQ is middellijn, dus ZRSQ =90° (Thales).

PQ is middellijn, dus ZPSQ =90° (Thales).

ZRSQ + ZPSQ=90°+90° = 180°, dus P, S en R liggen op één lijn.

Test jezelf
Pagina 102:

T1a Als r<2danis de middellijn van de cirkel < 4, dan zou koorde AB =4 niet in de
cirkel passen.
b Aen B zijn punten van een cirkel (M, r) met AB =4 cm.
Eerst =
Gegeven: P 1s het midden van AB.
Te bewijzen: P ligt op een cirkel met middelpunt M en straal Vrk -4,
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T-2a

Bewijs:

AP=BP = MP 1 AB (Omgekeerde stelling loodlijn op koorde).

De stelling van Pythagoras indriehoek BMP: BP* + MP*=BM* = 2*+ MP*=r = MP = Vi2 -4,
De afstand MP is constant, ongeacht de positie van A en B, dus P ligt op de cirkel met middelpunt
M en straal V> — 4.

Nu de andere kant van het bewijs (<)

Gegeven: P ligt op een cirkel met middelpunt M en straal V-4

Te bewijzen: P is het midden van AB.

Bewijs:

Als de stelling van Pythagoras geldt in driechoek BMP, dan is de driehoek rechthoekig.

BP*+ MP*=BM*?

2+ (VP -4p=r

Dit klopt, dus ZMPB = 90°.

MP 1 AB = AP = BP (Stelling loodlijn op koorde), dus P is het midden van AB.

Teken een een gelijkbenige drichoek ABM met £ AMB = 60°.

Dan is (M, MA) de cirkel waar de gevraagde meetkundige plaats op ligt (Stelling
van de omtrekshoek).

De meetkundige plaats van de punten P met £ APB = 30° is de cirkelboog AB (de
bovenste boog).

P

Dan is (M, MA) de cirkel waar ook deze meetkundige plaats op ligt.
De meetkundige plaats van punten Q met £ AQB = 150° is de cirkelboog AB
(de onderste boog).
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T-3a

Teken de middellyn AC. Het midden van AM 1s Q.
De drichoeken APQ en ABC zijn gelijkvormig met factor ;. Als B de cirkel
doorloopt, dan loopt P een cirkel die T keer zo groot 1s.

b Het middelpunt van de kleine cirkel ligt op § van AM.

T-4ab

¢ Depunten P metd(P,AB)=d(P, BC)liggen op de bissectrice van ZABC.
Als d(P, AB) <d(P, BC) dan liggen de punten onder de bissectrice aan de kant van AB.
De punten P met d(P, A) = d(P, BC) liggen op de parabool met brandpunt A en richtlyn BC.
Als d(P, A)> d(P, BC) dan liggen de punten boven de parabool.
De parabool snijdt de bissectrice van ZABC in punt D en zijde AB in punt E.
Het gevraagde vlakdeel DEB wordt door de parabool, de bissectrice en BE begrensd.
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T-5a

Pagina 103:

ZABC 1s een omtrekhoek op de boog AC.

A en C veranderen niet van plaats, dus ZABC is constant (Stelling van de
constante hoek).

Punt P 1s het snijpunt van de bissectrice van ZABC en de cirkel.

Dan geldt dat £ ABP = ZCBP, dan horen daar gelijjke koorden en gelijke bogen
bij.

Hieruit volgt dat punt P in het midden van boog AC ligt, dus ligt punt P vast.

S is het midden van een koorde, dus ZMSP =90° (Omgekeerde stelling loodlijn
op koorde).

Maar dat betekent dat § op de cirkel ligt met middellijn MP (Thales).

Als B het punt A nadert, nadert Q ook het punt A, dus het deel links van koorde
AP hoort niet bij de cirkel.

Als B het punt C nadert, wordt PQ middelloodlijn van AC en middellijn van de
cirkel. Het punt S komt dan in M terecht.

De uiterste punten corresponderen met de situatie waarin B in A of in C komt.
In het eerste geval 1s § het midden F van AP; in het tweede geval is O het midden
van de boog AC en dan valt § samen met M.
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T-6a

Noem L ACB=y

Als BA = B(C, dan ligt B in het midden van de boog ABC en dus 1s BP middellijn
van de omgeschreven cirkel. Dan geldt: ZEQB = ZPQB =90° (Thales).

Noem het snijpunt van BP met AC nu G.

In de gelijkbenige driehoek A BC staat de bissectrice BP loodrecht op de basis AC,
dus ZPGD=90°

ZEBQ = ZABQ (zelfde benen)

LABQ= £ ACQ =3y (omtrekshoek op boog AQ), dus £ BEQ =90° -1y
(hoekensom driehoek).

Ook geldt £ AED = £ BEQ =90° — 5¥ (overstaande hoeken).

Z GPD = ZBPQ (zelfde benen)

/BPQ=/BCQ= %’_V (omtrekshoek op boog BQ), dus £ GDP =9(0° — %’_V
(hoekensom driehoek).

Ook geldt 2 ADE = / GDP =90° — 3y (overstaande hoeken).

Nu heb je gevonden dat L AED = L ADE.
Dus AADE 1s een gelijkbenige driehoek.

Methode 1:

Het middelpunt van de ingeschreven cirkel van een driehoek is het snijpunt van de
bissectrices van de hoeken van de driehoek (linkertekening).

Methode 2:

Teken in de punten D, E en F de loodlijnen op de zijden.

Het snijpunt van deze loodlijnen is het gevraagde middelpunt (rechtertekening).

C C

ZMEB = ZMFB =90° (raaklijn aan cirkel)

LMEB+ ZMFB =90° + 90° = 180°

Hieruit volgt BEMF 1s een koordenvierhoek (omgekeerde
koordenvierhoekstelling).

@ Noordhoff Uitgevers by
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c  Teken de middelloodlijnen van de lijnstukken MD, ME en MF.
Deze vormen samen een nieuwe drichoek GHI

Het gebied binnen de cirkel maar buiten driechoek GHI 1s het gevraagde gebied.
C

d Inalle gevallen geldt AD=AF =BF =BE.
De punten D en E lopen dus langs de cirkel met middelpunt A resp. B en
straal AF=BF.
De punten D en E komen niet voorbij de loodlijnen inA en Bop delijn AB
(zie rechtertekening).
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2a

Vaardigheden 2

Pagina 106:

4.t - (22).[ - 21[ - (2.[)2 - rﬂ

De vergelijking wordt +* — ¢t — 12 =0.
(t—d(t+3)=0,dust=4of t=-3

2* = -3 heeft geen oplossing.

2" =4 heeft als oplossing x = 2.

De oplossing van de vergelijking is dus x= 2.
Noem 3*=1t.

o (32).: — (3.:)2 =1

FH=3.3=3-¢

O — 3*+! = 18 kan dus herschreven worden als t* — 3r= 18.

t—3t—18=0
(t—06)(t+3)=0,dust=06o0f t=-3.
3*=-3 heeft geen oplossing.

3' =6 geeft x="log (6) = 1,63.

De oplossing van de vergelijking is dus x = “log (6) = 1,63.

Vervang (x* — x) door p.
p’=6p°

p=6p°=0
pp—06)=0,dusp=0o0fp=6
r—=x=0ofx*-x-6=0
xx—=1D=0o0of (x=3)(x+2)=0
x=0ofx=1lofx=30fx=-2
Vervang “log (x) door a.

+1l=a

a

2 a-1
a1

ala—1)=2

at—a—-2=0
(@a—2)a+1)=0,dusa=20fa=-1

“log (x) =2 of log (x) = -1

x=9of x=3

Vervang Vx +2 door b.

(b*—b)* =36

b*-b=—60fb"-b=6
b*-b+6=00fb"-b—-6=0

b*— b + 6 =0 heeft geen oplossing, want D <0
(b=3)b+2)=0,dusb=3of b=-2.
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Vx+2=3o0ofVx+2=-2

De eerste geeft x =7 als oplossing. De tweede heeft geen oplossing.

2a—1
Vervang P door c.

cC=c+2

c—c—-2=0

(c=2)(c+1)=0

c=20fc=-1

2a -1 2a-1
=2 of =

a+1 a+1

2a-1=2(a+1)of 2a-1=-1(a+1)

2a-1=2a+20f2a-1=-a-1

-1=2 of 3a=0

De eerste vergelijking geeft geen oplossing, de tweede heeft als oplossing a = 0.

Vervang 3sin (x) — 1 door p.

-1

p_1
16 4
21_4
p=—2o0tp=2

3sin(x)—1=-2of 3sin(x)—1=2

sin (x) = —% of sin (x) = 1

x=348 + k-21 of x =594+ k21 of x=3n+ k-2m
Vervang 2* — 4 door g.

(f:(]—f,du:% g =1

Hieruit volgt g=—1of g = 1.

2'—4=-lof2"-4=1

2*=30f2'=5

x="log (3) = 1,58 of x ="log (5) = 2,32
e —1

Vervang door a.
e'—e

2a = a*

ala—=2)=0

a=0ofa=2

‘] ‘]
T —0of- =2
e'—e e'—e

e'—1=0o0fe'—1=2(e*—e)
e'=lofe'=2e-1
x=0ofx=In(2e-1)=1,49

Vervang 4* door 1.

Danis 4" =(4")"=tend " " =4 4"= 161.

De vergelijking wordt * + 161+ 4 = 516.

t+ 16t -512=0

(t+32)(t—=16)=0

t=-320ft=16

4=-32o0f4 =16

De eerste vergelijking heeft geen oplossing, de tweede vergelijking geeft x = 2.
4*>0en4**2> 0, dus het bereik is @, —).
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Pagina 107:

d
Stel u = cos (2x), dan is E“ = —2sin (2x).

— . dy -_ 10 1
Danis;p:uﬂ——q+"nfu=u3—5u‘3+u-"f:n—‘=3u3+l{]u‘3+];u‘-"=3u3+—a+—,_.
u du } w  2Vu
dy du 10 1
"X)=—-—=|3uwr+—+— ] —2sin (2x
F'&) du dx (u— iw Zu) (22)
10 1
"(x)=-2sin (2x) - (3{1053(21) + + ,—)
J cos’(2x)  2Vcos (2x)
— 1 X
Stel u=Ve*+ 1,dan is—uz ——— . ' = L_
2Ve'+ 1 2Ve'+ 1

5 dy 5
Danis y="> - 2u=5u"' - 2u, dus = suro2=—2 2

du u-

) dy du 5 e’ 5 e’ Se e’
g="—=-—=-2)——=| - -21. -— : -
du dx - 2Ve + 1 e '+ 1 2Ve + 1 (2e*+2)-Ver+1 Ve'+1

Codu 1
Stelu=1In(x),dan1s —=—.
de x

2 4 dy 8 8
Danisy=—+—=2u"*+4u*,dus —=——-——.
Y woow . . du w ow
o dy du 8 8 \ I 8 8
P (_1‘):—«—: — — P — == —
du dx In°(x) In*(x)/ x x-In°(x) x-In*(x)

du
Stelu=x"+1,danis —=2x.
dx

4 8 ) 2 8 24

Danis y="——+-—=2u" - 4u? +8u~, dus —=—2u + 8u — 2yt =— = 4 —— =

U w uw du U uwoou

) dy du 2 3 24 dx 16x 48x
q (X)z_‘_: - 3 ".|+ 3 a_ 3 4 * = 3 ".|+ 3 a_ el 4
du dx Z+1)7 Z+1)F P+ (F+1)P C+1)P *+1)

Op t= 0 is het zuurstofgehalte 200 cm® zuurstof per liter lucht.
Als t grote waarden aanneemt, naderen de breuken in de formule tot 0 en nadert Z
weer tot 200.

du
Stelu=t+10,dan1s—=1.
dr

| 10 100 )
Danisy=200{ 1 - ?+ — =200 -2000u"" +20000u ", dus
[
dy 2000 40000
= 200002 - 4000043 = =2 .
du u’ i
dy du 2000 40000
7 (="t en hieruit volgt Z(0) = —20.

du dx  (t+102  (1+10)
De afgeleide 1s voor ¢ = () negatief, dus het zuurstofgehalte Z begint op =0 te dalen.
Als het zuurstofgehalte minimaal is, geldt Z'(1) = 0.

2000 40000 _0
(t+ 102 (t+10)°
2000 40000

(t+ 10)3: (t+ 10)°

2000(t+ 10)* =40 000(t + 10)*

2000(¢ + 10) =40 000 (er mag door t + 10 gedeeld worden, omdat de formule op
t =—10 nog niet van toepassing 1s).

t+10=20

Op t= 10 wordt het minimum bereikt.
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Het normale niveau 1s Z = 200, dus 90% van het normale niveau 1s Z = 180.

Z(60) = 200(1 _t,g ;{:]0) = 176 < 180, dus de uitspraak klopt niet met de formule.
Stel u = 2sin (x) — 1, dan is f(x) = u* + 4u.

w+4u=0

uu+4)=10

u=0ofu=-4

2sin(x)—1=0o0f2sin(x) -1 =—4.

sin (x) =1 of sin (x) = — 13

De tweede vergelijking heeft geen oplossing, dus de oplossing is x= tmof x=2m.

dy d
y =1 +4u, dus —=2u+4 en = 2cos (x).
du dx

f' (r)——} d—u— (2(2sin (x) — 1)+ 4) - 2cos (x) = (4sin (x) + 2) - 2cos (x)
Er moet gelden f(x)=0.
(4sin (x)+2) - 2cos (x) =0
dsin (x)+2=0 of 2cos(x)=0
sin(x)=—1 of cos(x)=0
=lgm ‘en x= liﬂ:ﬂfx ]—Eﬂfx— l]—F:
De uiterste waarden zijn f(on) =5, f(1:m) =—4, f(137) =—3 en f(1271) = —
Uit opdracht b en een plot volgt (i, 1 i), (17, 1

] ]
om), (157, 13m) en(laﬂ:ﬁn)-
Pagina 108:
. Vi o 2., 1., L2
De schakels zijn ... > LT L > . L
. . :2 -1 .
De schakels van de inverse zijn ... < . € . % A
V1Y)
Het functievoorschrift van de inverse is 1 (r)z( 5 )
De schakels zijn ... = .. —% .. — .. =5
. " y 3 y G py L P 2
De schakels van de inverse zijn ... < U <
1
T +6 , 5
11'
Het functievoorschrift van de inverse is ' (x) = 3 =it 2= E 2.
5X X
. 3. 2., - .
De schakels zijn ... == ... —> .., > .
. . Pk L =12 Jlogll)
De schakels van de inverse zijn ... < . € L
L - . ey Jog(x)-2
Het functievoorschrift van de inverse is ' (x) = ——.
3
‘s L 3. 2 Yopl...)
De schakels zijn ... > L L L
. .. R L3 L2 a2
De schakels van de inverse zijn ... S < < <
Het functievoorschrift van de inverse is f' (x) = =Vi.2
. ) i
De schakels zijn ... = ... —5 | —2=s > L
De schakels van de inverse zijn ... «=— ... «——  «*—  «— _ = _
4
. . " . . e —4 N
Het functievoorschrift van de inverse is f' (x) = 5 =3-e7—2

Als het punt (x, v) op de grafiek van f(x) ligt, dan ligt het punt (v, x) op de inverse.
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11a

xX2y=3)=y+2
2xy=3x=y+2
2xy—y=3x+2
V(2x—=1)=3x+2
3x+2

2x—1

| _3,1'+2
r L’()'21—1

y=

3
v uitdrukken in x als x=2 + —— geeft

v+ 1
3
xX—2=—-
v+ 1
fl=—
Y Tx-2
3
y=—_-—1
5 —
: S 3
De inverse functie is f“'(x)=—2— 1.
5 —
. . 2y-4
yuitdrukken in x als x= geeft
v+3
xy+3x=2vy—-4
xy—=2y=-3x-4
Vix=2)=-3x-4
- —3x-4 3x+4
r= x-2  2-x i
_I_
De inverse functie is g7 '(x) = ; :
—X

yuitdrukken in x als x = e ** geeft
In(e***)=1In (x)

2v+4=In(x)

y=3ln(x)-2

De inverse functie is 4" (x) = 3ln (x) - 2.

yuitdrukken in x als x=Vy*+4 —y geeft
x+y=\Vy'+4
X+ 2xy+y =y +4

2xy=4—x°
B 4 — x*

y= 2y )

: L 4—-x*
Deinverse functie is k' (x) = :

2x

y uitdrukken in x als x=2log (3 + ly) geeft
3+Vy=2"
Vy=2"-3

y= (21 _ 3)2 =22_§6.2°4+9
Deinverse functieis [7'(x) =2**-6-2*+0.

_ _ 2y+2 _
v uitdrukken in x als x= 5 geeft
y-
xy—2x=2y+2
xy—2y=2x+2
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13a

14a

VAARDIGHEDEMN 2

vix—2)=2x+2
2x+2
y=
S
2¢+2
De inverse functieis f'(x) = 5 = f(x).
_x'_
: : ay+b
v uitdrukken in x als x = ' a geeft
xy—ax=ay+b
xy—av=ax+b
vix—a)=ax+b
_ax+b
x-a +b
ax
De inverse functie is g~' (x) = 4 =g (x).
g —p¥ pt—p¥
flo) = —, dus aangetoond moet worden g( - ) =x.
el‘._l_e X el‘._l_e X
et —e z}e.t
1+
pt—p¥ e et et
( - ) =In ——— | =In =
e‘+e " l et —e Ze—x
e'+e™ e +e
zﬁ.l‘.
1. ln( ):%« In(e*)=1ln(e")?=1n(e")=x
§ e/ -~ §

Dus f(x) en g (x) zijn elkaars inverse.
Pagina 109:

yuitdrukken in x als x =1n (2y — 1) geeft
e'=2y—1

2yv=e'+1

}-‘:%(E:"+ )= %e‘+%

g)=ze"+3

Oplossen van g(x) = 3 geeft

e+ 1)=3

e'=5

x=1In(3)

De oppervlakte van de rechthoek is 31n (5).

In(5)

Het gebied in de rechthoek onder de grafiek is J g (x) dx.

1]
In (5)

De oppervlakte van het gekleurde gebied is 31n (5) — J g(x) dx.

1]
In(5)

3In (5) - J (3" +3) dx=3In(5) - [3e* +5x["®=3In (5) = (23+3In (5) —3) =25In (5) -2

0

v uitdrukken in x als x =1n (2y) geeft

2y=e'
y=les
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De hoekpunten van de rechthoek zijn (0, 0), (In (2e), 0), (In (2e), e) en (0, e).

De oppervlakte van de rechthoekise-In(2e)=e-(In(e)+In(2))=e- (1 +In(2)=e+eln (2).
e In{2e)

J In (2x) dx = (e +eln (2)) — J sedr= (e+eln (2) —[ze "> =e +eln (2) - ("> —3) =

% ]

e+eln(2)— (3:-2e—-3) =eln(2)+3

b yuitdrukken inxals x=V2+Vy geeft
=2+
y=x*=2) ' =x'—4dx*+4.
De hoekpunten van de rechthoek zijn (0, 0), (2, 0), (2, 4) en (0, 4).
]26 oppervlakte vanjde rechthoek 1s 4 -2 =8.

Jvzwm: 8 — J (o —4x?+4) dr=8— [3° — 3 + dx ]’ =
0 V2

8- (3H-2%V2)=4%+22V2

15

1
c yuitdrukkeninxals x = = geeft
1+ Vy
~ 1
l+Vy=—
X
~ 1
Vy=——1
X

9 I |

1 1 ) 1 1
J dx=9-—+ J(—;;+ 1){11: 2+ {—;—zm Lﬂu} =27+37+2ln()=6+2In(3)

4

Extra oefening - Basis
Pagina 110:

B-1  CDis de hoogtelijn van AABC, dus CD L AB.

CE 1s middellijn van de cirkel en zijde van ADEC.

Volgens de stelling van Thales geldt CD L DE.

Zowel AB als DE staan loodrecht op CD, dus DE is evenwijdig aan AB.

2a ZEDBen ZDBA

b Omitrekshoek CAB staat op de boog BC.
Andere omtrekshoeken bij dezelfde boog zijn ZBDC en ZBEC.

¢ Inopdracht B-1 is bewezen DE /] AB.
Danis ZEDB = ZDBA (Z- hoeken).
ZEDB 1s de omtrekshoek bij boog BE en £DBA 1s de omtrekshoek bij boog AD.
Deze omtrekshoeken zijn even groot, dus dan zijn de bogen BE en AD ook even
groot.
Hieruit volgt BE =AD.
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B-4a

B-5a

B-6ab

EXTRA OEFENINGEMN

In AABT zijn de hoeken A en B elk 607, dus ook ZATB = 60°.

In AABS 1s ZA =90 en £B =30°, dus ZASB = 60°".

Dan geldt ZAPB = ZATB = ZASB = 60°.

Omdat P op de omgeschreven cirkel van drichoek ABP ligt, liggen ook de punten

Ten S op de omgeschreven cirkel (Omgekeerde stelling van de constante hoek).
TSP = ZTAP =307 (beide zijn omtrekshoeken bij boog PT)

AD en BE zijn hoogtelijnen, dus ZADB = ZAEB =90°.

Danliggen de punten D en E op de cirkel met middellijn AB (Omgekeerde stelling
van Thales).

De punten A, B, D en E'liggen op een cirkel, dus is ABDE een koordenvierhoek.
ZCEH + ZCDH =90° 4+ 90° = 180°, dus is CEDH een koordenvierhoek
(Omgekeerde koordenvierhoekstelling).

AAEG ~ AAEH (gespiegeld)

Danis ZAGB = ZAHE.

ABDH ~ ABDF (gespiegeld)

Danis ZBFA = ZBHD.

ZAHE = ZBHD (overstaande hoeken).

Er geldt dus ZAGB = ZBFA, dus F en G liggen beide op een cirkel met

koorde AB (Omgekeerde stelling constante hoek). Hieruit volgt dat ABFG een
koordenvierhoek is.

AR 1s raaklijn aan de cirkel en AB is een koorde.

Volgens de stelling hoek tussen raaklijn en koorde 1s ZBAR gelijk aan de
omtrekshoek bij koorde AB, dus ZBAR = ¥

In ABCP geldt volgens de stelling hoek tussen raaklijn en koorde £B = ZC = ¢
Danis £ZP =180 - 2¢.

In AACQ geldt volgens de stelling hoek tussen raaklijn en koorde £ZA = ZC = 3.
Dan is £0 = 180 - 2.

In ABAR geldt volgens de stelling hoek tussen raaklijn en koorde ZA= 2B = .
Danis ZR =180 - 2y.

Volgens de koordenvierhoekstelling is de som van een paar overstaande hoeken
van een koordenvierhoek gelijk aan 180°.

In vierhoek ARBC vormen ZR en ZC een paar overstaande hoeken.

LR+ ZC=(180-2y) + y=180-y

Omdat y>01s LR+ ZC # 1807 voor elke waarde van ¥

Hieruit volgt dat ARBC geen koordenvierhoek kan zijn.

Pagina 111:

PM = QM(straal van de cirkel), dus APMQ is gelijkbenig.
Dan is MX hoogtelijn, dus ZPXM =90°.

Als de lijn om P wordt geroteerd, blijft ZPXM =90°
(behalve als PQ middellijn van de cirkel is).

Dus X ligt op een cirkel met middellijn MP (Omgekeerde
stelling van Thales).

(Omdat ook M op deze cirkel ligt, ligt X ook op de cirkel
in het geval dat PQ middellijn van de cirkel 1s.)
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De meetkundige plaats van X is dus de cirkel met middelliin MP.

Q

B-7a  Ergeldt ZPMQ =2/PXQ = 110°(omtrekshoek).
Dan is ZMPQ = /MQP =5(180° - 110°) = 35°.

b  QPXYis een parallellogram, dus XY = PQ =5 cmen XY / PQ.
Punt ¥ ligt 5 cm naast X, dus de punten Y liggen op één van de cirkels waarvan het
middelpunt 5 cm naast M en M™ ligt.
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B-8ab

A & cm B

cd Noem het midden van AB punt M.
Dan is PM middenparallel in AABC, dus MP=5-AC=3%-8 cm=4cm.
De punten P liggen op een cirkel met middelpunt M en straal 4 cm.

B-8abc De meetkundige plaats van de punten Q bestaat uit twee halve lijjnen en een deel
van een parabool. De hoek van de lijnen is 45° ten opzichte van zowel [ als m. De

parabool heeft richtlijn / en brandpunt A.

B-10ab AABP isrechthoekig in hoek P.
Volgens de omgekeerde stelling van Thales, moet P dan op een cirkel liggen met
middellijn AB.
Op het moment dat C recht boven A of B is gekomen, 1s het niet meer mogelijk P
te construeren. De eindpunten zijn dus A en B.

C

m
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G-1

G-2

G-3

G-4

Extra Oefening - Gemengd
Pagina 112:

ZLAPQ = ZABQ (omtrekshoeken bij boog AQ vanc,)
ZCPQ = ZCDQ (omtrekshoeken bij boog CQ van c,)
Er geldt ZAPQ = ZCPQ, dus er geldt ook ZABQ = ZCDQ
Hieruit volgt dat deze hoeken Z- hoeken zijn, dus AB // CD.

£ZPQB = ZARB (omtrekshoeken bij boog AB van c,).
ZBPQ = ZBAR(Stelling hoek tussen raaklijn en koorde)

De driehoeken hebben twee gelijke hoeken, ZPOB = ZARB en ZBP(Q = ZBAR,

dus de driehoeken zijn gelijjkvormig.

B

In AADC geldt £A =180° —-90° — £C, =90 - £C | (1).

In AEMC is EM = MC (straal van de cirkel), dus £ZM =180—-2- £C,.
£M  is middelpuntshoek bij boog EC en £F | is omtrekshoek bij boog EC.
Danis ZF,=5-/ZM,=90° - ~LC,.

Hieruit volgt £F,=180° —(90° — ZC ) =90+ £C, (2).

Uit (1)en (2) volgt LA+ £F,=(90° - ZC|) + (90 + £C)) = 180"

ABFE 1s een koordenvierhoek (Omgekeerde koordenvierhoekstelling).

Het middelpunt van een ingeschreven cirkel is het snijpunt van de drie
bissectrices van de driehoek.

MP =MP
MO=MR AMPQ = AMPR(ZZR)
/ MRP = / MQP

Hieruit volgt ZOPM = ZRPM, dus T ligt op de bissectrice vanuit hoekpunt P.

Omdat ZOMT = ZRMT geldt boog QT =boog RT.

Lijnstuk RT verdeelt hoek R in twee delen. De ene hoek 1s omtrekshoek bij boog
QT, de andere bij boog RT. De twee hoeken zijn gelijk, dus RT is bissectrice van

hoek R.
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G-6abd
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In een driehoek gaan de drie bissectrices door één punt, dus QT is de derde
bissectrice.

T 1s het snijpunt van de drie bissectrices van de driehoek, dus het middelpunt van
de ingeschreven cirkel.

Stel ZBAC = ZBQE = o, danis ZBQOP = 180 — « (gestrekte hoek).

Hieruit zou dan volgen ZBAC+ ZBOP = o+ (180° — ) = 180°, dus dan ABQP is
een koordenvierhoek (Omgekeerde koordenvierhoekstelling).

ZBQE 1s een buitenhoek van ACEQ en hieruit volgt ZBQE = ZECQ + ZCEQ.
ZBAC 1s omtrekshoek bij boog BC.

£ZBQE = ZECQ+ ZCEQ

ZECQ 1s omtrekshoek bij boog BE.

ZCEQ 1s omtreksboog bij boog DC.

Omdat de koorden CD en CE even lang zijn, zijn ook de bogen CD en CE even lang.
boog BE +boog DC=boog BE +boog CE =boog BC

De hoeken BAC en BQE kunnen beide beschouwd worden als omtrekshoeken bij
boog BC en zijn dus gelijk.

Bij opdracht a is bewezen, dat hiermee is aangetoond, dat ABQP een
koordenvierhoek is.

Pagina 113:

Omdat p een parabool is met F als brandpunt en / als richtlijn geldt

d(AF)=d(A,]) =d(A,B), dus AF = AB waaruit volgt dat drichoek FAB gelijkbenig is.

d(P,F) <3 cmis het binnengebied van een cirkel met middelpunt F en straal 3 cm.
d(P,F)>d(P,]) is het gebied tussen de parabool en lijn /.
Het grijsgetekende gebied in de tekening is de oplossing.
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e In ASMCis SM middellijn, dus is Z5CM =90°(Thales).
In ASNE is SN middellijn, dus is ZSEN =90°(Thales).
Dan is ASMC ~ ASNE, want ZMSC = ZNSE en ZSMC = ZSNE = 9(0°.
N ligt op het verlengde van SM, dus E ligt op het verlengde van SC.
De punten §, C en E liggen op een rechte lijn.
f  De lijn SC staat loodrecht op de straal van ¢, en C ligt op de cirkel, dus is SC raaklijn.
De lijn SE staat loodrecht op de straal van ¢, en E ligt op de cirkel, dus is SE raaklijn.

G-8a

b AZAHM = ZZHN (dezelfde hoek)
LMAH= ZZ = ZNZH (respectievelijk Z-hoeken en overstaande hoeken)
ANAMH en AZNH hebben twee gelijke hoeken en zijn dus gelijjkvormig.
¢ By opdracht bis bewezen AAMH ~ AZNH.
Dan geldt MA: ZN=AH:ZH.
Vulnuin: ZH=%-AH. Dit geeft MA:ZN=AH:;-AH=3:1.
Daaruit volgt ZN =1 - MA, dus Z ligt op een cirkel met middelpunt N en straal 1 - MA.
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V-2a

V-3a

V-4a
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Extra oefening - Vaardigheden

x—=5x-1)=0
x=50fx=1
r=5x-6=0
x—6)x+1)=0
x=6o0fx=-1
r—x—-6=0
x—=3)x+2)=0
x=3ofx=-2
r—6x+5=0
x—=5x-1)=0
x=50fx=1

dx—T7=90f4x-7=-9
dxr=160of dx=-2
I=40f,1’=—%
2x+ 1=00f3x—5=x
2x=-1of2x=5

I:—%Dfl: 215
x=2+V3ofx=—1ofx=1
x=3Nx+3)=x-3)2x+5)
x—=3=00fx+3=2x+5
x=3ofx=-2
Tx—3=x-20tTx—-3==-(x-2)
6x=10f8x=35

1 f.—_2
x=zofx=5

r=5x"—6x=0
x(x*=5c—-6)=0
x(x=0)x+1)=0
x=0ofx=60f x=-1
¥=3x=0
rx=3)=0
x=0o0fx=3
x¥=3x=0
r(x*=3)=0
2x-V3)(x+V3)=0
x=0of x=V3of x=—V3
x¥=3x=0
x(x*=3)=0
x=00ofx=V3

10-2x20, dus —2x=-10, dus x< 5. Het domein is {(«—, 5].
27 —6x—x"20,dus x> +6x—=27<0,dus (x+9(x-3)<0

—

3 V17
2

x=13-W17of x=13+ V17
D =-7<0,dus geen oplossing
2 -3x-20=0

3 +1169
Y
x=4of x=-23

_8+V324

T =
10
x=—1of x=2,6

xX=

X =

32x—-Ddx+5)=x2x-1)
2x—1=0o0f 12x+15=x
2x=1of llx=-15
I:%Dfl:—l%
¥»=2x=2x—lofx¥’—2x=—2x-1)
¥—=4dx+1=00fx*=1

4 £V12

xX= ofx=—-1lofx=1

3x+4=50f3x+4=-5
3x=1o0of3x=-9
I:%Dfl:—:}

S5 —4x—-12)=0
S(x—6)(x+2)=0
x=6o0fx=-2

X =10x"=0
Fx*-10)=0

x=0of x-10=0
x=0of x=10
r—6=x'of x**—6=—x"
0-6=00f 2x*=6

De eerste geeft geen oplossing.
x=—V3of x=\3

1 -2x"=50f 1 -2x*=-5

2 =—4of 2x* =6

De eerste geeft geen oplossing.
x=—V3of x=\3

(' =10)(x'=2)=0
x=V10of x=V/2

(x +9)(x — 3) 1s een dalparabool met nulpunten x =— 9 en x = 3, dus het domein is

[-9, 3].
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x20en8—x=0, dus x < 8. Het domeinis [0, 8].

X =4x 20, dus x(x*=4) 20, dus x(x —2)(x + 2) 2 0. Het domein is [-2, 0] en [2, —).
r=5x—-1l4=x-7x+2)=20

(x = 7)(x + 2) 1s een dalparabool, dus tussen de nulpunten negatief.

Het domein is (¢, —2]en [7, —).

9 —-x*=(3 -x)(3 +x) >0 (omdat de wortel in de noemer staat, mag deze geen nul zijn).
Het domein is (- 3, 3).

Pagina 115:
12—-4x—x*=7 d 1-5x=@x-1)
X+4x-5=0 1 -5x=x"-2x+1
x+5x-1)=0 X +3x=0
x=-=-5of x=1, voldoen beide x(x+3)=0
I —8x+8=x" x =0 of x =-3, voldoen geen van beide
2x*—8x+8=0 e 4-xX=(-x+4)
2 —4x+4)=0 40-x*=x"-8x+16
2(x—-2)*=0 27 —8x—-24=0
x= 2, voldoet 20— 6)(x+2)=0
12=4V1+2x x= 6 of x=-2, alleen x = 2 voldoet
144 = 16(1 + 2x) ] X :ﬁ
144 =16 + 32x 1+2x 9
32x =128 Ox* =16 + 32x
x=4, voldoet O —32x—-16=0

32+ 40

BT
x=4 of x=—3, alleen x = —3 voldoet

2x—1="log (3) f  15x="log(35)
2x="log (3) + 1 x=3-"log (35)
x=5-log (3) +3 g 2¥=(2)>3
x+1=V"1 5% — P-4x+6
x=V4-1 Sx=—4x+6
x*="log (6) Ox=6
x=—" log (6) of x=\ log (6) x=3
(2—|)3.t—5 - (Zﬂ)l =X h 2—.t+3 - 23
Y-3x+5 — 92— % —x+3=3
—3x+5=2-2x x=10
x=3
2 -2x _ 98
xr—2x=8
x—Hx+2)=0
x=4ofx=-2
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V-8a

V-9a
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3F—1=00f3-2=0 d
F=lof3*=2

x=0ofx="log (2) e
22—-3.22-10=0

Stel 2* =p.

pr=3p—-10=0

(p-5)(p+2)=0 ¢
p=35otp=-2

2=50f2"=-2

x="log (5) of geen oplossing
(2)*-3-2"+2=6

Stel 2* = p.

pr=3p—4=0
(p=H(p+1D=0
p=4otp=-I1
2'=40of2'=-1

x= 2 of geen oplossing

I8—3x>0

—3x>-18

x< 6, dus hetdomeinis (<, 6).

I8 —3x—x*>0

X+3x—-18<0

(x+6)x—3)<0

X%+ 3x — 18 is een dalparabool, dus het domeinis (- 6, 3).
xr=25x>0

x(x*=25)>0

x(x=5x+5>0

=27
x=—=V27 of x=V/27
=6 -27=0
=9 +3)=0
r=9of x¥=-3
x=V9ofx=V -3
x(x*=27)=0
x=0ofx*=27

x=00fx=-V27==3V3 of x=127=3V3

Dit geldt voor -5 < x < 0 en voor x > 5, dus het domeinis {(— 5, 0)en (5, —).

10-2x>0en 10-2x#1

—2x>-10en —2x#-9

x < 5enx # 43 dushet domein is ( <, 43) en (43, 5).
l-x>0enl+x>0

—x>-lenx>-1
x<lenx>-1,dushetdomeinis{—1, 1).

18 —3x

>0enx # 0

Uit het tekenverloop blijkt dat dit geldt voor 0 < x < 6, dus het domein is {0, 6).

3x—-2=2"=32
3x=34
x=113
r—4=3=9
=13

xX= —"Jﬁﬂfxz "nfﬁ

142

2x—1=¢’
2x=¢e'+ 1
I:%&a+%
10-x=10
x=0
x—5=5=3125
x=3130
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log (x+ D(x—-1)=1

x+Dx-1)=10

xr—=1=10

=11

x==VIlofx=V11

Voor x =—V11 bestaan de logaritmen niet,
dus de oplossing is x= VI1.

Tog ((1-2x)(=1-20)=0
(1-2x)(-1-2x)=1

dr—-1=1

xX=
x=—2of x=12

Voor x = %’ﬁ bestaan de logaritmen niet,

[ | =

dus de oplossing is x= — 2.
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log (2x+5) —“log (x*) = 1

2x+5
310g( . ):l
A

2x+5

A

X~
2x+5=3x
32 -2x-5=0

2+8

T
X= l%ﬂfx:—%
Voor x=1 %bestaat “log ( — x) niet,
dus de oplossing is x = —3.
log(2x—3)=0o0f“log (6 —x) =0
2x—=3=1of6-x=1
x=2of x =235, voldoen beide

=3
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Hoofdstuk 5 — Goniometrische formules

Voorkennis: Symmetrie-eigenschappen

Pagina 118:
V-1a De grafiek van fheeft symmetrieassen x = + 7w, + 137, + 23w, +337, ...
b De grafiek van g heeft symmetrieassen x =0, + wt, = 2, £ 3m, ...

c sin(—a)=-sin(a) is juist, want de y-waarde van sin(a) heeft een tegenovergesteld
teken bij sin(— a).

d cos(m— a)=-cos(a) is juist, want de y-waarde van cos(a) heeft een
tegenovergesteld teken bij cos(mt — a).

e sin(m+ a)=-sin(a), want de y-waarde van sin(m + a) heeft een tegenovergesteld
teken bij sin(a).

f Invoer: Y1l =cos(m+ X)en Y2 = cos(X)
Venster: Xmin=-21, Xmax =271, Ymin=-1.5, Ymax = 1.5

AV
FAVAN

De y-waarden van de functies hebben een tegenovergesteld teken, dus h(r) =—k(t).

Pagina 119:

V-2a fi)=sin(/nt+1) d k(f)=smin(—rt—23m)
fit)y=sin(3 - 2w+ (M + 1)) k(1) =sin(— (1 + 23m))
f(t)=sin(m+ 1) k(f) =—sin(t + 23m)
f(t)=—sin(1) k(f)=—sin((t+m) + 11 - 2m)

b g(f)=cos(—2nt—1) k(f) =—sin(t + 1)
g(f) =cos(— (2w + 1)) k(t) = sin(t)

g(t) =cos(2m+ 1)
g(t) =cos(t)

c h(t)y=sin(—3m—1)
h(t)=sin(— (3w + 1))
hi(t)=—sin(3m+1)
h(t)=—sn(2w + (T + 1))
h(t)=—sin(m+1)

h(t) = sin(1)

144 i o
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V-3a

V-5a

Bij een punt dat gespiegeld wordt in de lijn y = x verwisselen de x en
y-codrdinaten van plaats. De codrdinaten van P zijn (cos(f), sin(t)).

De verwisseling van de codrdinaten voor Q geeft dus (sin(f), cos(?)).

De booglengte van P tot de x-as 1s ¢, dus de booglengte van Q tot de y-as 1s t.
De booglengte van de y-as tot de x-as 1s 57, dus de booglengte van Q tot

de x-asissw—t.

De y-coordinaat van Q is de x-codrdinaat van P, dus sin (37t —#) =cos (1).
De x-codrdinaat van Q is de y-codrdinaat van P, dus cos (37 — t) = sin (¢).

Invoer: Y1 = sin(X)"2
Venster: Xmin=—-7, Xmax =7, Ymin=—0.5, Ymax=1.5

JAVAN

Invoer: Y1 = sin(X"2)
Venster: Xmin=—-1, Xmax =7, Ymin=-1.5, Ymax = 1.5

De grafieken van fen g vallen niet samen.

filx) = (sin(x) + cos(x))* + (sin(x) — cos(x))*

flx) = (sin*(x) + 2sin(x) - cos(x) + cos*(x)) + (sin“(x) — 2sin(x) - cos(x) + cos*(x))
fx) = 2sin*(x) + 2cos*(x)

Uit de gelijkheid sin*(x) + cos*(x) = 1 volgt

2sin*(x) + 2cos*(x) =

2 - (sin*(x) + cos*(x)) =

2-1=2

De plot geeft een horizontale 1ijn op hoogte 2.

@ Noordhoff Uitgevers by
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Somformules

Pagina 120:

— e}
o+ /L BOA=90 }:}

/ BQC=180°

o+ £ BOA=90°
/ BOA+ /£ PQC=90°

ZAPD en ZPAB vormen Z-hoeken, dus ZAPD = a+ 3.

} = 90°— q+ LPQC=90°= /POC=«

AAPQ AABQ APCQ
cos(f =AQ co*-:(a)——B cos(@)=—— |cos(a+p)=—
| | 0 e |
: B : _BQ : _pPC : _AD
sin(f) = PQ sm(a:)_AQ sm(cx)—PQ sin(a+ ff) =
: _AD _AD _
51n(a+ﬁ)_AP_ 1 =AD

. BQ PPN _9cC ~PO.
sm(cx)_AQ = BO =AQ -sin()cos(a) = PO = QC=PQ-cos(o)

AD=BQ + QC = sin(a+ ) =AQ - sin(a) + PQ - cos(c)
Substitutie van AQ = cos(f) en PQ = sin(f8) in de uitdrukking bij d geeft

sin(ax+ f3) = cos(f) - sin(ex) + sin(f) - cos(ex).

PD PD

AP

AB
cos(a)=——= AB=AQ -cos ()
AQ

PC
sin(@)=——= PC=PQ -sin ()
PQ

PD=AB - PC= cos(a+ ) =AQ - cos(ex) — PQ - sin(a)

Substitutie van AQ = cos(f5) en PQ = sin( ) geeft
cos(a+ )= cos(f) - cos(e) — sin(f) - sin(x)

g(x)=cos(x—3m)

g(x)=cos(x) - cos(;7) + sin(x) - sin (57)

g(x)=cos(x) - V2 +sin(x) - V2

g (x) =22 (cos(x) +sin (x))

flx)=cos(T + x)

fix) = cos(m) - cos(x) — sin(7) - sin(x)

fix)=—1-cos(x) —0 - sin(x)

flx)=—cos(x)

146

sin(Gm—1)
=sin(537) - cos (t) — cos (57) - sin(t)
=1-cos(t)—0 - sin(t)

cos(3T—1)
=cos(37) - cos(#) + sin(Gm) - sin(?)
=0-cos(t)+ 1 - sin(t)
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3a

5a

Ba

7a

Pagina 121:

sin(2t) b cos(2f)

=sin(t+1) =cos(t+1)

= sin(t) - cos(t) + cos(t) - sin(t) = cos(1) - cos(t) — sin(t) - sin(1f)
=2 - sin(f) - cos(t) =cos (1) — sin*(1)

sin“(f) +cos* () =1 = sin*(1) = 1 — cos*(1)
Substitutie in cos(2f) = cos*(f) — sin*(f) geeft
cos(21) = cos*(t) — (1 —cos(1)) =cos*(t) — | + cos* (1) =2cos*(1) — 1

sin“(1) + cos”* (1) = 1 = cos(t) = 1 — sin’(1)
Substitutie in cos(2f) = cos*(f) — sin*(f) geeft
cos(21) =1 —sin’(f) —sin“*(f) = 1 — 2sin*(1)

sin(2t) = 2cos(t)

2s1n(t) - cos(t) = 2cos(t)
2s1n(t) - cos(f) — 2cos(t) =0
2cos(t) - (sin(H)—1)=0
cos(f)=0 of sin(t)—1=0
cos()=0 of sin(t)=1
t=3m of t=15m

sin(2t) = 2sin(t)

2s1n(t) - cos(t) = 2sin(1)
2s1n(t) - cos(t) — 2sin(f) =0
2s1in(t) - (cos(t)— 1) =0
sin(t)=0 of cos(t)—1=0
sin(t)=0 of cos(t)=1
t=0of t=m

2sin(f) - cos () = —3

sin(20) = — 3

2= —im+k-21 of 2t=m—(-inm)+k-2n
2t= —gm+k-21 of 2t=ln+k-2n

t= —pn+k-m of t=5n+k-T

De oplossingen op [0, 2xt] zijnt =157 of t=1371 of t=175n of t=137
sin“(t) — cos*(1) = 1

—(cos* (1) —sin*(1)) =1

cos(2t)=-1

A=n+k-21

t=sT+k-T

De oplossingen op [0, 27t] zijn t=37t of t=13T.

cos(2x) =1 — 2sin*(x)
2sin*(x) = 1 — cos(2x)
sin2(x) =5 —3c0s (2x)
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b  Een primitieve van sin?(x) is ook een primitieve van 3 — 3 cos(2x).
o N
Een primitieve is dus 5.x — 7sin(2x).

Jsinz(x)dxz [fx—lsin 20 = dn-0)- (0-0)=in

0

8a cos(2x)=2cos(x)—1
2cos?(x) =1 + cos(2x)
cos 2(x) =1+ 5c0s (2x)

1 1
7T e

b Jcosz(x)dxz J(]f +1cos(2x) dr =[x +§sin(20)] "= (n+0) - 0+ 0) = in

1] 1]
5-2 Herleiden

Pagina 122:

9a Invoer: Y1 =(1—-sm(X))(l+sin(X))en Y2 =cos(X)"2
Venster: Xmin =—10, Xmax = 10, Ymin =—-0.5, Ymax = 1.5

VA

De grafieken vallen samen.
b fix)= (1 —sin(x))(1 + sin(x))
filx)=1—sin(x)+ sin(x) — sin(x) - sin(x)
flx)=1-sin*(x)
c  De gelijkheid sin*(x) + cos*(x) = 1 geldt voor elke x, dus 1 — sin*(x) = cos*(x) geldt

ook voor elke x zodat f(x) = g(x) voor elke x geldt.

10a Invoer: Y1 =sin(3X)en Y2 =3%sin(X) — 4*sin( X)"*3
Venster: Xmin=-5, Xmax =5, Ymin=-1.5, Ymax=1.5

De grafieken vallen samen.
b  sin(3x)=sn(2x + x) = sin(2x) - cos(x) + cos(2x) - sin(x)
sin(3x) = sin(2x) - cos(x) + cos(2x) - sin(x)
= 2sin(x) - cos(x) - cos(x) + (1 — 2sin*(x)) - sin(x)
= 2sin(x) - cos?(x) + sin(x) — 2sin’(x)
= 2sin(x) - (1 — sin*(x)) + sin(x) — 2sin’(x)
= 2sin(x) — 2sin’(x) + sin(x) — 2sin’(x)
= 3sin(x) — 4sin’(x)
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d cos(3x)=cos(2x+x)
=cos(2x) - cos(x) — sin(2x) - sin(x)
=(2cos?(x) = 1) - cos(x) — 2sin(x) - cos(x) - sin(x)
=2cos’(x) — cos(x) — 2cos(x) - sin“(x)
=2cos’(x) —cos(x) — 2cos(x) - (1 — cos*(x))
=2cos’(x) — cos(x) — 2cos(x) + 2cos’(x)
=4cos’(x) — 3cos(x)

11a Invoer: Y1 =sin(4X)en Y2 =4sin(X)*cos(X)
Venster: Xmin=—-m, Xmax =7, Ymin=-2.5, Ymax = 2.5

De gratieken zijn verschillend, dus sin(4t) # 4sin(t) - cos().
b sin(dt)=sin(2t+ 2t)
=sin(21) - cos(2t) + cos(2t) - sin(21)
= 2sin(2t) - cos(2t)
=2 - 2s1n(t) - cos(t) - cos(21)
=4sin(f) - cos(t) - cos(21)
c sin(8¢) =sin(dt + 4t)
= sin(4t) - cos(4t) + cos(4t) - sin(4t)
= 2sin(41) - cos(4t)
Substitutie van de uitdrukking bij b geeft:
sin(81) =2 - 4sin(t) - cos(t) - cos(21) - cos(4t)
= 8sin(1) - cos(t) - cos(21) - cos(4t)
d sin(16f) =2sin(8¢) - cos(81)
Substitutie van de uitdrukking bij ¢ geeft:
sin(16¢7) =2 - 8sin(t) - cos(t) - cos(21) - cos(4t) - cos(81)
= 16s1n(t) - cos(t) - cos(2t) - cos(4t) - cos(81)
sin(321) = 2sin(161) - cos(16t1)
=2 - 16s1n(t) - cos(t) - cos(2t) - cos(4t) - cos(8t) - cos(16¢)
= 32s1n(t) - cos(t) - cos(2t) - cos(41) - cos(&t) - cos(161)

Pagina 123:

12a Invoer: Y1 = cos(X)"—sin(X)"4, Y2 = cos(X)*— sin(X)*
Venster: Xmin=-5, Xmax =35, Ymin=-1.5, Ymax= 1.5

AANA
YAVILVAY

De grafieken vallen samen.
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13a

14a

15a

cos*(x) — sin*(x)

= (cos?(x) — sin“(x)) - (cos*(x) + sin*(x))
=(cos*(x) —sin*(x)) - 1

= cos*(x) — sin*(x)

(cos(t) —sin())*

= cos*(t) — 2sin(?) - cos(t) + sin(1)
=1 - 2sin(1) - cos(t)

=1—-sm(21)

cos(4x) = cos(2(2x))
=2cos?(2x)— 1

=2-(2cos*(x)— 1)* =1

=2 - (4cos*(x) —4dcos*(x)+1)—1
= 8cos*(x) — 8cos*(x) + 1

Voor een gemeenschappelijk punt met de x-as geldt f(x) =0.

1 +cos(x) +cos’(x)=0

Stel p =cos(x).

l+p+p*=0

pr+p+1=0

D=b—-dac=1"-4-1-1=1-4=-3.

De discriminant is negatief, dus er bestaat geen waarde van cos(x) als oplossing
voor f(x) = 0.

px)=flx) - g(x)

p(x)= (1 + cos(x) + cos*(x)) - (1 — cos(x))

p(x) =1+ cos(x) + cos’(x) — cos(x) — cos*(x) — cos’(x)

p(x)=1-cos’(x)

Als de grafiek van p de x-as raakt, geldt p(x)=0

1 —cos’(x) =0 = cos’(x) = 1 = cos(x)= 1 heeft oplossingen dus de grafiek
van p en de x-as hebben punten gemeenschappelijk.

Als de grafiek van p de x-as snijdt dan moet gelden

| —cos’(x) < 0= cos’(x)>1 = cos(x) > 1, wat niet kan.

De gratiek van p kan de x-as dus alleen raken.

Invoer: X1T=cos(n-T)en YIT =sin(n/2-T)
(TI: via MODE > Par, Casio: via Type, Param)
Venster: Xmin=-2, Xmax =2, Ymin=-2, Ymax =2

| T

Uit x = cos(1t — 1) = —cos(f) volgt cos(t) =—x.
y=sin(G — 1) =sin(37) - cos(t) —cos(57) - sin(£) = 1 - cos (1) — 0 - sin(¢) = cos (t)
Substitutie van cos(f) door —x geeft y =—x.
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16a

9-3

17a

18

Invoer: X1T =cos(n/2-T) en YIT = (sin(n-T))*
(TI: via MODE > Par, Casio: via Type, Param)
Venster: Xmin=-2, Xmax =2, Ymin=-2, Ymax =2

A

Uit x=cos (3 — 1) = cos (57) - cos(£) + sin(57) - sin (£) = 0 - cos (£) + 1 - sin(#) = sin(7)
volgt sin(f) = x.

Uit sin(m — 1) = sin(t) volgt y = sin*(1 — 1) = sin’(¢).

Substitutie van sin(t) door x geeft y = x~.

Voor de snijpunten met de y-as geldt x =0.

cos(3t)=10

3t=3n+k-27 of 3t= —3n+k-2X

t=n+k-3n of t=—fn+k-3m

t=in+k-in

x heeft periode 37 en y heeft periode 27, dus de periode van K is 2.

Voor bijvoorbeeld a =2men b =21 of a =4men b= 61 krijg je dezelfde kromme.

Formules van Simpson
Pagina 124:

sin(t+ u) + sin(t— u)
=sin(t) - cos(u) + cos(t) - sin(u) + sin(f) - cos(u) — cos(r) - sinu)
= 2sin(1) - cos(u)

_I_
p+q=r+u+r—u=2r=>r=%

p—g=t+u-— (r—u)=2u=>u=?

sin(t+ u) + sin(f — u) = 2sin(t) - cos(u). Substitutie van de uitdrukking bij b geeft
+q) - COS (ﬂ)
2
sin(t+ u) — sin(t—u)

=sin(t) - cos(u) + cos(t) - sin(u) — (sin(t) - cos(u) — cos(t) - sin(u))
=sin(t) - cos(u) + cos(t) - sin(u) — sin(f) - cos(u) + cos(r) - sin(u)

sin (p) +sin (¢) =2sin (P

=2cos(t) - sin(u)
Substitutie van de uitdrukking bij b geeft

+q . (P—q . (P49 Pt+q
«sin| —— |=2sin| —— |- cos| —— |.
2 2 2
cos(t + u) +cos(t—u)

=cos(t) - cos(u) —sin(t) - sin(u) + cos(t) - cos(u) + sin(f) - sinu)
=2cos(t) - cos(u)

sin(p) —sin(g) = 2cos (P
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19a

20a

21a

Substitutie van de uitdrukkingen
Ptq P—q
enu="—

p=t+uenqg=t—uwaaruit volgt =

_I_ —_
cos (p) + cos (g) =2cos (P 5 q) - COS (%)

cos(t + u) —cos(t—u)
=cos(t) - cos(u) —sin(t) - sin(u) — (cos(t) - cos(u) + sin(f) - sin(u))
=cos(t) - cos(u) —sin(t) - sin(u) — cos(t) - cos(u) — sin(f) - sin{u)

=-2sin(f) - sin(u)
+q) : (P_QJ
<81y —— |.
2

Op dezelfde manier volgt
Invoer: Y1 =sin(2X+m/6) —sin(2X-m/6)
Venster: Xmin=-5, Xmax =5, Ymin=-1.5, Ymax=1.5

geeft

cos(p) —cos(g) = — 2sin (P

De functie is periodiek met periode .
f(x)=sin(2x+ 1) — sin (2x— ¢ )

2x+én—2x+%n) (Zx+f;n+zx—én)
* COS

flx)= Zsin( 5 5

f(x)=2sin G7) - cos (2x)
fx)=2-3-cos (2x)
f(x)=cos (2x)

De gratiek is een sinusoide.

Pagina 125:

f(t)=sin(t) +sin(t — i7)

| |
t+1—1m t—t+im
f(1) =2sin (Ti) - COS (Ti)

f(H)=2sin(t - £w) - cos(gm)
f(=2-W3-sin(t—1in)

f(6)=V3sin(t— im0
g(t)=cos(2) + cos(t+¢T)

2dt+t+im 2t—t—im
g (1) =2cos (Tﬁ) + COS (Tﬁ)

gD =2cos(13t+5m) - cos(tt—5m)

Alleen fheeft als grafiek een sinusoide, want alleen fkan in de vorm
flx)=asin(b(x—c)) +d of f(x)=acos(b(x — c)) +d geschreven worden.

Invoer: Y1 =sin(3X)+ sin(2X)
Venster: Xmin=-27, Xmax =27, Ymin=-3, Ymax =3
De gratiek is geen sinusoide.
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22

23a

flx) = sin(2x) + sin(3x)

flx)= Zsin(

2x+ 3x

)

f(x) = 2sin(21x) - cos (— 3x)
f(x) =2sin(25x) - cos (3x)
Voor de nulpunten geldt sin (25x) =0 of cos (3x) =0.

Deze vergelikingen zijn exact op te lossen.

sin (25x) =0 of cos (Gx) =0
25x=0+k-m of Jx=m+k-T
x=k-in of x=mn+k-2n

2x—3x

De oplossingen op [0, 27] zijn

I:U,I:%E,I:%TE,I: T, x= l_l??t,I: l%?‘l: of x=2mxn

)

De tormules 2sin(q) = 2sin(g), 0 =0, 2cos(g) = 2cos(g) en weer 0 = 0.

Invoer: X1T =2cos(T)—cos(2T)en YIT =2sin(T)—sin(2T)
(TI: via MODE > Par, Casio: via Type, Param)
Venster: Xmin=-6, Xmax =3, Ymin=-3, Ymax =3

'

bR

\

e

./

Aflezen geeft aan dat het punt (1, 0) het dichtst bij de oorsprong ligt.

dy

—=2cos(t) — 2cos(2t)
dt

dy =2(cos(t) — cos(21)

dt

dt

—=4sin(1) - sin(it)
dt ) )

dy
—=2(—2sin(131) - sin( —31))

Als de raaklijn aan de kromme horizontaal is, geldt d_w,: 0.
4sin(1%) - sin(D =0 dr
sin(13t)=0 of sin(3) =0
Ist=k-7 of St=k-7

t=k-im of t=k-2m

De oplossingen op [0, 27] zijn
t=0 of t=3n of t=1i1 of t=2m.

Alleen de oplossingen =37 of r=13m voldoen (zie opdracht e).
Bij t=2m hoort (-3, 1}V3) en bij r=14mhoort (-, —11V3).

dx
— = —2sin(#) + 2sin (2¢)

dt

& 5 (sin() — sin(29))

dt

dt

dt
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— =4sin(51) - cos(15t)

dx
—= —2(2sin( =11 - cos(151))
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9-4

24a

25

26

27a

Als de raaklijn aan de kromme verticaal is geldt d—xz{].
4sin (31) - cos (131) =0 dr
sin(3t) =0 of cos(13t) =0

Y=k -m of 14=in+k-n

t=k-m of t=3n+k-31

De oplossingen op [0, 27] zijn

t=0 of t=31 of t=m of t=151 of t=27.

dy dx
Voort=0 en t=2r zyn d_:‘ en ar beide 0, dus bestaat de raaklijn niet.

Bij t=1mhoort (13, 1V3).
Bij t=mhoort (=3, 0).
Bij t=12m hoort (11, —1V3).

Formules gebruiken

Pagina 126:

y=3x

sin?(#) = (2sin (1))

sin’(t) = sin*(¢). Klopt.

De uiteinden liggen op de maximale uitwijking voor 2sin(f) en sin*(t), dus op
(=2, —-Dyen (2, 1). Het domein 1s dus [-2, 2].

yv=1- %IE

x=2sin(t)

Uit cos(2f) = 1 — 2sin’(?) volgt
cos(20)=1—-1%-4sin2(H=1-1. (2sin(1))?, dus

y=cos(2t) =1—35- (2sin())P=1—-3x

Vv =4x* —4xt

v = sin(2t)

Uit sin(2t) = 2sin(¢) - cos(t) volgt sin*(2¢) = 4sin*(¢) - cos*(1).
Uit sin*(1) + cos™(f) = 1 volgt sin*(f) = 1 — cos™(1).
Substitutie geeft

sin“(21) =4(1 — cos*(1)) - cos*(t) = 4cos*(t) — 4cos*(t), dus

y* = sin*(2t) = 4cos*(t) — 4cos*(t) = 4x* — 4x*

Pagina 127:

x=2sin (¢t —57)

x=2(sin (#) - cos (7) — cos (¢) - sin (7))
x=2(sin () - V2 —cos (¢) - 1v2)
x=V2-sin () —=V2-cos (1)

x=\2- (sin () - cos (1))
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b y=sin(t)+ cos(t)
y* = (sin(t) + cos(1))”
y* =sin*(t) + 2sin(t) - cos(t) + cos*(1)
y* = sin*(t) + cos*(t) + 2sin(t) - cos(t)
v =1+sin(2¢)
c x*+2yi=4
(V2 (sin (1) — cos (£)))2+2 (1 +sin (21)
=2 - (sin*(1) — 2sin(t) - cos(t) + cos? (1)) + 2 + 2sin(2¢)
=2 - (sin*(1) + cos*(t) — 2sin(t) - cos(f)) + 2 + 2sin(2¢)
=2 (1 —sin(21)) + 2+ 2sin(21)
=2 —2sin(2f) + 2 + 2sin(21)
=4

28a f{x)=sin(3x) + sin(4x)
[ 3x+4x 3x—4x
fﬂr):Zsm( 5 )«ms( )

2
() =2sin (35x) - cos (— 3x)
f(x) = 2sin (35x) - cos (3x).
b sin(33x)=0 of cos(3x)=0
33x=0+k-m of ;x=3n+k-T
x=k-2m of x=m+k-2%
De oplossingen op [0, 27] zijn
x =0, %n \ %n,%n , T, l%n, l%n, 1%1: of 2m.

% n
29a J(mfu) — sin®(x)) dx= Jcos (2x) dx=[3sin (20)],7 =3sin (4m) — 35in 31 =0-0=0
Iin Iin
i Ir P
b Jﬂlsin (x) - cos (X)dx= | 2 - 2sin(x) - cos(x) dx= Jz -sin(2x)dx = [— CcOs (Zx)];rr:
Tn im i

—cos (M) —(—cosGm) = - (-1 -0=1

30a  Aflezenvan de grafiek geeft als mogelijke combinatie van waarden:
evenwichtsstand 1s l% = a= l%
amplitude is 3 = b=3
periodeism = c=2
de grafiek ziet eruit als een cosinus maar het functievoorschriftis in de vorm van
een sinus, dus verschuiving is ; periode naar links = d= — %
De grafiek lijkt dus bij f,(x) =15 +3sin (2(x +37)) te horen.

Omwerken van f,(x) = 15 +5sin (2 (x+ 37)) geeft
£,(0) =15 +38in (2x +370)

£,() = 13 +3(sin(2x) - cos (37) + cos (2x) - sin (370))
f,(0) =15 +35(sin(2x) - 0+ cos (2x) - 1)

f,(x) = 13 +3c0s (2x)

=1 +3 —3¢0s (2x) + cos(2x)
f,(0)=1+435—3(1 = 2sin*(x)) + cos(2x)

f.(x) =1+ sin*(x) + cos(2x)
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9-95

31a

32a

Dit voldoet aan het functievoorschrift voorf, .

De combinatie van waarden voor a, b, ¢ en d 1s dus juist.
f,(x) =1+ sin"x + cosdx

f,(x) =15 -5 +sin’x +cos4x

£,(x) =15 —5(1 = 2sin’x) +cos4x

f,(x) =13 —3c082x + cos4x

Gemengde opdrachten

Pagina 128:

1
T in

Jv (x)dx= _J(cos (x)—cos?(x))dx.

0 0

3] =

Er moet gelden V'(x) = v(x).
V(x) =3sin’ (x)

V' (x) =5 3sin?(x) - cos (x)
V'(x) =(1 —cos*(x)) - cos(x)
V'(x) = cos(x) — cos’(x)

Dus Vis een primitieve van v.

T(cus (x) —cos*(x))dx= [%sin" Lr)]f:rz (3sin’(Gm) — Gsin®(0) =5- P —5-0=3

0

De eindpunten van de wijzers zijn cirkels met de lengte van de wijzer als straal.
: .. & : . n
De periode van de grote wijzer is Py 1 en van de kleine wijzer 7—=12.
R 6Tt
De grote wijzer staat bij t= 1,3 op het L3=1 = 0,3 deel van een nieuwe periode.
Eén periode is eenmaal rond, dus 0,3 komt overeen met een hoek van
360 - 0,3 = 108° ten opzichte van de y-as.
De kleine wijzer staat bij t= 1,3 op het 13 deel van de periode wat overeenkomt
met een hoek van 360 - 45 =39° ten opzichte van de y-as.

39°

108°
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33a

Manier 1:

Als de wijzers over elkaar heen liggen, zijn de hoeken van de wijzers gelijk.

Dat 1s voor het eerst het geval nadat de grote wijzer één keer rond geweest is, dus
hoek grote wijzer = hoek kleine wijzer

I
360- (t—1)=360-—
12

t 1—L
12

12(t=1)=t

12t - 12=1¢

117=12,dus =115

Manier 2:

Geef de grote en kleine wijzer dezelfde lengte 1. De wijzers liggen over elkaar
heen als de x- en y-codrdinaat van het uiteinde van de wijzers samenvallen.
Voor de x-codrdinaat:

sin (27tt) = sin (37t

Zm‘:%nHk« 2n of 2nr=§nr+k« 2n

Unt=k-2m of Imt=k 2n

t=pk of t=2k

Voor de y-codrdinaat:

cos (27t) =cos (;71)

ont=1int+k-2m of 2nt= —lnt+k-2m

%m‘:k« 2n of %m‘:k« 2n

t=1k of t=13k

Alleen t =17k voldoet bij beide, dus t = 1.

VAP + (AyP=

V(3sin(27t) — 2sin (Cnt)® + (3cos(2m) — 2cos (Lnr))> =

V9sin2(2mt) — 12sin(27mt) - sin(z7t) + 4sin(z7e) + 9cos > (21t) — 12c0s(27mt) - cos (z7t) + dcos 2 (¢7t) =

V9 (sin® (211) +cos?(2n 1)) — 12(cos (2mt) - cos (zme) +sin (27t - sin (7r)) + 4 (sin® (Gmt) +cos?(gme) =
VO 1—-12-cos(2nt —imt) +4- 1=
V13 — 12cos (L mr)

Twee zijden van de driehoek zijn dan gelijk. Dat komt voor het eerst voor als de

afstand tussen de eindpunten gelijk 1s aan de lengte van de kleine wijzer.
V13 = 12cos (Enn) =2

13 —12cos (4 1) =4

12cos (57t) =9

cos (gmi) =55=7

Oplossen met de rekenmachine door het snijpunt van Y1 = cos (% 7tt)

en Y2 =7 te vinden geeft t = 0,125.

Pagina 129:

De richtingscoétticiént van de kromme ineenpunt 1s —=—: —.
g P dedr - dt

dy dy . dx

dx
— = —3cos2(¢) - sin(t)
dt

1

—1’= 3sin?(t) - cos(t)
dt
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dy  3sin®(#) - cos(t) sin(f)
—= - — = — = —tan(?)
dx  —=3cos?(t)-sin(t) cos(t)

Voor punten op A die ook op de lijn y = —x liggen, geldt sin'(¢) = —cos’(1).

sin(t)= —cos’(t)

sin’(1) _1
cos* (1)
(sin(r) )3_ _1
cos(t)
tan’ (1) = —1
tan(t)= —1 dy
De exacte richtingscoéfficiént in de snijpunten is dus E: —tan(t)= - (=) =1

Beide punten moeten dezelfde afstand hebben tot de 1ijn door (0, 1) en (0, 1).
Het veronderstelde spiegelpunt is (5.3).
De x-codrdinaat van P is cos (A1) = 1V/2.
De x-codrdinaat van Q is cos* (A1) = 1v/2.

| o 3V245V2
Het midden van de x-codrdinaten 1s T =3V2 #

i
[t =

el

Eris dus geen spiegeling.
De richtingscoéfficiént van de raaklijn in Q aan A 1s al berekend in opdracht a als — tan(z).
De lijn door de punten P(cos(t), sin(t)) en Q(cos’(t), sin'(#)) heeft richtingscoéfficiént

Ay sin(®) —sin’ (1) sin(#) - (1 —sin’(1))  sin(#)-cos™(r) cos() 1 1
Ax  cos()—cos*(t)  cos(®) - (1—cos2(f))  cos(f)-sin(r)  sin(s)  sin(r) tan(s)’
cos(t)
1

Het product van de richtingscoéfficiénten is gelijk aan — tan (¢) -

tan (1)
dus de lijn PQ staat loodrecht op de raaklijn in Q aan A.

d =x'(t)= —3cos*(t) -sin(t) en & =y (1) =3sin*(¢) - cos (1)
dt dx

Substitutie in V (x'(1))2 + (y'(1))* geeft

V(=3cos(t) - sin(1)* + (3sin(1) - cos())* =

VOcos* (1) - sin2(f) + 9sin*(¢) - cos2(r) =

V9cos2(r) - sin?(1) - (cos(t) +sin(r)) =

3Veos2(1) - sin(1) - 1 =

3|sin(f) - cos(t)|.

Op het integratie-interval [0, 7] zijn sin(f) en cos(f) positief,

dus sin(f) - cos(f) ook. Daaruit volgt

1 1 1
3T o 3

J"ﬁr(x’(r))3+ (y'(1)*dt= J3|Sinr~cosr| dt= JSsim‘«msrdr: [l %sinzr]f:rz (13-1)—(15-

0 0 0
Het antwoord 1,5 is dus de exacte lengte.
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T1a

T-2a

T-3a

Test jezelf
Pagina 132:

f(x)=cos(x+ 37 +sin (x —37)

f(x)=cos (x) - cos (37) — sin (x) - sin(;7) + sin(x) - cos (1) — cos (x) - sin (3 70)
f(x)=cos (x) - V2 —sin(x) - V2 +sin(x) - —3V2—cos(x) - 1V2
f)=—V2-sin(x)

sin(2x) = — V2 - sin (x)

2sin (x) - cos(x) = — V2 - sin (x)

2sin (x) - cos (x) + V2 - sin(x) = 0

sin(x) - (2cos(x) +12)=0

sin(x) =0 of 2cos(x)+V2=0

sin(x)=0 of cos(x)= -2
x=0+k-mofx=3n+k-2nof x= —jn+k-2m

De oplossingen op [0, 27t] zijn x =0, 37, 7, 157 of 2.

cos(2x) =1 — 2sin*(x)

cos(4x) =1 — 2sin*(2x)

2sin*(2x) = 1 — cos(4x)

sin2(2x) =5 — scos (4x)

Een primitieve van f(x) = sin?(2x) =5 — cos (4x) is

F(x) =3x —3% - 3sin (4x) = 3x — gsin (4x) want F’ (x) =3 —3cos (4x).
b1

Jsinz(lr)dxz [4r—ksin (40| = Gr—isin (47) - G- 0—sin (0)) =in -0 =1n

0

Invoer: XIT =sin(n/2-T), YIT = 2sin(T-m), X2T =—cos(T)en Y2T = 2sin(T)
(TT: via MODE > Par, Casio: via Type, Param)
Venster: Xmin=-3, Xmax=3, Ymin=-2, Ymax =2

T
N

De x-waarden liggen op het interval [-1, 1], de y-waarden liggen op het interval [-2, 2].

Voor de eerste kromme geldt

x=sin (37— 1) =sin (31) - cos () —cos (37) - sin (1) =1 - cos () =0 - sin () = cos (£) en
y=2sin(t—m)=2sin( - (m—1)=—2sin(n—1)= —2sin (t) = sin ()= —3y.
Substitutie in sin?(7) + cos’(t) = 1 geeft (—3v)> +x>=1 of X’ +57=1.

Voor de tweede kromme geldt

x=—cos(f) = cos(t)=—-xen

y=2sin(f) = sin (1) =3y.

Substitutie in sin?(f) + cos*(r) = 1 geeft Gy)* + (=x)*=1 of X+ =1.

De punten van beide krommen voldoen aan dezelfde vergelijkingen, dus de
krommen zijn gelijk.

@ Noordhoff Uitgevers by
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T-4da

De punten zijn puntsymmetrisch in de oorsprong.

Voor een willekeurige ¢ heeft het punt op de eerste kromme de codrdinaten (x, y)
en het punt op de tweede kromme de codrdinaten ( — x, —y). De punten zijn dus
puntsymmetrisch in de oorsprong. Omdat t willekeurig gekozen is geldt dat voor
elk punt.

Invoer: Y1 = (sin(X)4+sin(4X))*+(cos(X)+cos(4X))’
Venster: Xmin=—7, Xmax =7, Ymin=—1, Ymax =13

De periode 1s .
Voor flx) = d + acos(bx) ga je uit van de cosinusfunctie.
De evenwichtsstand 1s 2, dus d = 2.
De amplitude is 2, dus a = 2.
Voor periode s wordt b = E—E =3,
B
De tunctie 1s dus fix) = 2 + 2cos(3x).
fx) = (sin(x) + sin(4x))* + (cos(x) + cos(4x))”
fix) = sin*(x) + 2sin(x) - sin(4x) + sin’(4x) + cos*(x) + 2cos(x) - cos(4x) + cos*(4x)
fix) = 2(sin(x) - sin(4x) + cos(x) - cos(4x)) + (sin*(x) + cos*(x)) + (sin*(4x) + cos*(4x))
flx)=2cos(x—4x)+ 1 + 1
flx)=2+2cos( — 3x)
fix)= 2+ 2cos(3x)
f1s dus exact gelijk aan het voorschrift.
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Pagina 133:

T-5a Invoer: Y1 =cos(3X)+cos(5X)
Venster: Xmin=0, Xmax =27, Ymin=-2.5, Ymax =2.5

De grafiek van i heeft tien snijpunten met de x-as op [0, 2x].

b  h(x)=cos(3x) + cos(dx)

3x+5 3x=5
h(x)chos( IZ I)«ms( IZ I)

h(x)= 2cos(4x) - cos( — x)
h(x)=2cos(4x) - cos(x)
¢ Voor de nulpunten van de grafiek van h geldt h(x)=0.
2cos(4x) - cos(x)=0
cos(4x) =0 of cos(x)=0
dx=in+k-m of x=jn+k-T
I=]§E+k* ,_]—L‘J"J: of I:%‘J‘E+k* T
De oplossingen op [0, 27] zijn
X=§T, M, A, 3, I 1iw, 13w, im, 13n of 1

Dg_:||--.]

T-6a Invoer: XIT=2sin(T)en YIT =2cos(2T) (TI: via MODE > Par, Casio: via Type, Param)
Venster: Xmin=—4, Xmax=4, Ymin=-3, Ymax=3

VAR
LA

De gemeenschappelijke periode van de functies is 27, dus elk interval met een

breedte van 271 voldoet, bijvoorbeeld [0, 27].
b x=2sin(f) = sin(f)=3x
y=2c0s (26)=2(1 = 2sin?(£)) =2 —4sin?() =24 - (3x)*=2 -2
Het functievoorschrift van de parabool is fix) = 2 — x°.
¢ De minimale en maximale x-waarden zijn =2 en 2.
Het domein van f wordt hierdoor beperkten is [-2, 2].

dx : : . dx
T-7a E:—155111(r)—25111(2:‘).\7001':‘:015E:O—O:O.

dy dy
—=15co0s (1) + 2cos (2t). Voor t =0 is g: 15+2=17.

dt
dy
De exacte helling op r=01s & = a = E, dus de de raaklijn loopt verticaal.
de dx O
dt
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x=cos(157) + cos(2t)

(15r+2r) (15:‘—2:‘)
x=2cos - COS
2 2

x=2cos (631) - cos (837)

v=sin(15¢) + sin(2t)

_ (15r+2r) (15:—2:)
y=2s1n - C0S
2 2

y= 2¢0s8 (6%1‘) - §1n (8 ]Er)

In het punt (0, 0) zijn zowel de x- als de y-codrdinaat nul.
Volgens de uitdrukkingen bij opdracht b is dat het geval als cos (651) =0.

cos (651)=0

65t=3m+k -, dus als t =570 + k - 57

Oplossingen op [0, 27t] zijn

— Ly 5o 9, B3 17 20, B, . 3. 1o Lo 15, 19, 23
=137, 37 137, 137, 137, 37, 3T of #=73M, 37, 37, 37, 3T, 37
Dat zijn 13 oplossingen. Het punt (0, 0) wordt dus 13 keer gepasseerd.
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Hoofdstuk 6 — Functies onderzoeken

Voorkennis: Afgeleide functies

Pagina 136:
£(x)=2x - sin(x) + 2% - cos(x) 2~i—~ (x+1)=2In(x)- 1
k(x) =x- cos(x?) d m')= x+ 1)
K'(x)=1-cos () +x - —sin(x?) - bx , *
k'(x) = cos () — 3 - sin(x) ~ (D=2
' _ SRS CY Lo [ ' —

k'(x) =cos(Vx)—5Vx - sin(Vx) m'(x) Grl)
V() =e>-2+25 1n(2) e §'(x)=3-cos’(4x) - —sin(dx) - 4
I(x) =2¢> +2'-In(2) 57(x) = —12c0s3(4x) - sin(4x)

cos (x) - x—sin(x) - 1 oo 28 -(2+e)—2e e
flo) = . d m'= Q4o

x - cos (x) — sin(x) oy 4et+2er—2e™
flo) = 2 m'(x) = 2+ o)

a H ' _ de*

k(x)=2x-(x*—4) m'(x)= 2+

—2 (P A 0y (2 a)E.
Kx)=2-(x-4)r+2x-5- W—4)=2x 0-sin(x) =1 - cos(x)

; e t')= -
W =22 sin®(o
Vai—4 )= cos(x)
© sin2(x)

/00 =2x- Ino) 4.
I'(x)=2x-In(x)+x

f(x)=5x* — 8%

S5x*=8x'=0

r(5x—-8)=0

xX=0o0f5x-8=0

x=0of x=1%

fl0)=0en f(13) = — 25352

De codrdinaten van de toppen van de grafiek van fzijn (0, 0) en (13, —2132).
F7(x) =202 — 2457

20 = 24x"=0

F(20x-24)=0

x=00f20x-24=0

x=0ofx=11

De grafiek van fheeft een buigpunt voor x= 11.
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Pagina 137:

g(x)=2+i(xi 2)
x—2

x—=2 6
=2- -
g(r) x—2 x=-2
@) 21—4+ 6

xX)=
J x—2 x-=-2
&) 2x—4+6
X)l=
J x—2
2x+2
gt = x—2
0-(x=2)—-6-1
()=0+
g) (x—2)
6
)= - 1
& (x—2)

Het domein van g is («<—, 2) en (2, —).

Alsx— xof x - —%dan 2—':0, zodat g(x) — 2.

¥ —
Het bereik van g is (¢, 2)en (2, —).
De horizontale asymptootis y= 2.

De verticale asymptoot is x = 2.
6

C(x-27
(x—2)=6
x—2=V6ofx—2=-\6
xX=2+ "n.;f_)ﬂfxz 2—1'1.%

-1

 — 6 i
g2+VO)=2+—==2+\6
Vo

— 6 —

g2-V6)=2+—==2-V6
-6

De codrdinaten van de punten van de grafiek van g met helling — 1 zijn
(2+V6,2+V6) en (2-V6,2-V6).
Het snijpunt met de y-as:
(0, (0)=(0,-1)
g'(0)=-5%=-13
De vergelijking van de raaklijn in het snijpunt met de y—as is y= — 13x— 1.
Het snijpunt met de x-as:
gx)=0geeft x—2=-3,dus x=-1.
g'(-1)= -3

V= — %r +b

(-1, 0) invullen geeft b= —3.

De vergelijking van de raaklijn in het snijpunt met de x—asis y = —3x—3.
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V-5a

V-6a

V-7a

10

-10 -8 -6 —4 ) 0 2 4 6 8 10

filx)=x—sin(x) als x =0 en f(x) = —x —sin(x) als x< 0.
f(x)=1-cos(x)als x>0en f(x)=-1 — cos(x) als x < 0.

Als x4 0dan F(x) > 1 = cos(0)=0enals x T 0dan f'(x) — — 1 —cos(0) =-2.
De gratiek van fheeft dus een knik bij het punt (0, 0).

l —cos(x)=0enx>0o0f -1 —cos(x)=0enx<0
cos(x)=1lenx>0ofcos(x)=—lenx<(

De oplossingen zijn 2n + k- 2nen—n + k- —2n waarbij k=0, 1, 2, ....
Uit cos(x) = 1 ensin*(x) + cos*(x) = 1 volgt sin(x) = 0.

Omdat x> 0 1s dan f(x) = x.

De punten met een horizontale raaklijn liggen dan dus op de 1ijn y = x.
Uit cos(x) =—1 en sin*(x) + cos*(x) = 1 volgt sin(x) = (.

Omdat x < 01s dan f(x) = —x.

De punten met een horizontale raaklijn liggen dan dus op de lijn y = —x.

f/(x) =5x* = 3ax?
De grafiek van f, is overal stijgend als voor alle x geldt 5x* — 3ax* > 0.
5¢ 5,

32

Voor alle x moet dus gelden 3ax* < 5x* dus a <

Omdat x* = 0 voor alle x volgt hieruit a < 0.
f7(x)=20x" — 6ax

£7(3)=0
20-3—-6a-3=0
540 - 18a =0
a=30

flx) = px omdat het raakpunt zowel op de grafiek van f als een lijn uit de bundel
ligt.

f(x)=p omdat in het raakpunt f(x) gelijk is aan de richtingscoéfficiént van de
raaklijn.

1
flo==

|
Substitutie van L pinln(x)=pxgeeftIn(x)=1dusx=e.

|
Rishetpunt(e,In(e))=(e,l)enp= -
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6-1

1a

2a

Uiterste waarden
Pagina 138:

f(x)=37 e +x' ¢

Ix-et+x’-er=0

e 3+x)=0

x=0ofe'=00f3+x=0

x=0ofx=-3 (e"=0Ilevert geen oplossing)

f0)y=0

In (0,0) i1s de raaklijn aan de grafiek van fhorizontaal, maar er is hier geen sprake

van een uiterste waarde.

27
c

27
In (—3, - —3) 1s de raaklijn aan de gratiek van fhorizontaal, hier is sprake van
o

een minimuim.
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3a

4a

By (0, 0) zit er een knik in de grafiek vanfen g.

Bij (0, 0) heeft de grafiek van i een randpunt.

£(0), g’(0) en A'(0) bestaan dus niet.

fheeft een minimum f(0) = 0, g heeft een minimum g(0) = 0 en /1 heeft een
randminimum A(0) = 0.

Pagina 139:

In twee punten van de grafiek is er een overgang van stijgen naar dalen of
andersom.

f(x)=2x-2"-1n(2)

Invoer: Y1 =1In(2)*2"X en Y2 = 2X

Venster: Xmin=-2, Xmax=4, Ymin=-1, Ymax= 12

/

-

f(x)=0 geeft 2x=2*-1n(2).

Uit de plot blijkt dat er twee snijpunten zijn.

De vergelijking 2x — 2* - In(2) = 0 heeft dus twee oplossingen.
De gratiek van fheeft daarom twee toppen.

Optie: CALC, intersect (TI) of G-Solv, ISCT

De oplossingen zijn x = 0,485 089 6 en x = 3,212 432 5.
10,485 089 6) =—1,164 3609

f3,212432 5) = 1,050 601 8

De codrdinaten van de toppen van de grafiek van fzijn (0,49; —1,16) en
(3,21; 1,05).

Invoer: Y1 =abs(X*-2"X)

Venster: Xmin=-2, Xmax=5, Ymin=-1, Ymax =3

e

Optie: CALC, zero (TT) of G-Solv, ROOT (Casio).
De nulpunten zijn x = -0,77, x=2enx=4.

Uit deze nulpunten en uit opdracht d volgen de codrdinaten van de toppen van de
grafiek van g: (=0,77;0), (0.49; 1,16), (2,0), (3,21; 1,05) en (4, 0).

4-3x20
—3x*=-4
x2<3
x<V3 of x= —V3
4 V3 4 \3
x_x—ﬁ—,ﬂfxé—x—_x—,_
V3 V3 V3 v

x < %"ﬁg of x= — %"ﬁg

Het domein is [ —2V3, 2V3].
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/\

f)=x+ (4-3x%:
=1 +%(4—3f)-f-'. — 6x

3x

fx)=1 i as
Er moet gelden f(x) = 0.
| 3x B
V432
3x 1
Va-32
3x=V4 - 3x°
O’ =4 — 347
12x° =4
=)

(x= — %’fﬁ voldoet niet)

Het maximum is f(V3) =1V3 +V3=11V3.
Het randminimum is f(—2/3)= —23.

Het randminimum is f(3V3) =3/3.

y
4
3
2
1
o 1 2 3 4 5 6 7 8 N\ 10 11
-1
-2
f
-3
f(r)=3x—x':"
f(x)=3-14x
F)=3-14x
3-13Vx=0
3:1%’\5’
2=V\x
x=4

f heeft een maximum f(4) = 4.
[ heeft een randminimum f(0) = 0.
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Ba

7a

3 —xVx=0

x(3-Vx=0

Hieruit volgt x=0 of x=9.

f0)=3-15-0=3

De vergelijking van de raakliyn in (0, 0) is y= 3x.
O =-1;

y=—1ix+b

(9, 0) invullen geeft b= 133.

De vergelijking van de raaklijn in (9, 0) is y= —13x+ 133.
3x=—13x+ 135 geeft 43x = 131, dusx = 3.

Het snijpuntis (3, 9).

—4 4 —
f(;c):I —alsx=>4en f(x) = ,_I als x< 4.
Vax Vx
L-Vx—ix7- (x—4)
flx)= : als x> 4
X
J_ﬂ“’;+—,_

/

ﬂx)=Tualsx}4en

—1-Vx—tri (4-x)

flx)= . als x < 4
—%v}—%
f’(x):%alsx{ﬂl

Alsxl 4dan f(x) —Lenalsx T 4 dan flx)— -1
De gratfiek van fheeft dus een knik bij het punt (4, 0).

1
fx)=2- (l «ln(x)+x~;)

f(x)=2-1In(x)—1
f(x)=1-1n(x)
Er moet gelden f(x) = 0.

1 =In(x)=0
In(x)=1
X=¢e

f heeft een maximum f(e) =e.

Voor een snijpunt met de x-as geldt f(x) = 0.

2x—x-1Inx)=0

x2-Inx))=0

x=0ofIn(x)=2

x=0of x=¢’

f(e)=1-In(e*)=-1

De scherpe hoek waaronder de grafiek van fde x-as snijdt is 45°.
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6-2

8a

9a

10

Buigpunten
Pagina 140:

De grafieken | en 4 kunnen bij een lineair verband horen.

Grafiek 2 — Bijvoorbeeld een kwadratische functie waarbij de coéfficiént van x*
positief 1s, op een interval waar de grafiek stijgt.

Grafiek 3 — Bijvoorbeeld een kwadratische functie waarbij de coéfficiént van x*
negatief s, op een interval waar de grafiek stijgt.

Grafiek 5 — Bijvoorbeeld een kwadratische functie waarbij de coéfficiént van x*
negatief 1s, op een interval waar de grafiek daalt.

Grafiek 6 — Bijvoorbeeld een kwadratische functie waarbij de coéfficiént van x*
positief 1s, op een interval waar de grafiek daalt.

Grafiek] — De afgeleide 1s positief en constant.

Grafiek 2 — De afgeleide is positief en stijgend.

Grafiek 3 — De afgeleide is positief en dalend.

Grafiek 4 — De afgeleide is negatief en constant.

Grafiek 5 — De afgeleide is negatief en dalend.

Grafiek 6 — De afgeleide is negatief en stijgend.

Grafiek] — De tweede afgeleide 1s nul.

Grafiek 2 — De tweede afgeleide 1s positief.

Grafiek 3 — De tweede afgeleide is negatief.

Grafiek 4 — De tweede afgeleide is nul.

Grafiek 5 — De tweede afgeleide is negatief.

Grafiek 6 — De tweede afgeleide 1s positief.

Eris sprake van een atnemende stijging bij het deel van de grafiek links van de
y-as.

Het andere deel van de grafiek is toenemend stijgend.
f(x)=3x+2enf"(x)=6x

De grafiek van fis voor elke waarde van x stijgend, omdat f'(x) positief is voor
elke waarde van x, want 3x*+ 2 = 2.

De helling en dus de waarde van f*(x) is het kleinst als f”(x) = 0, dus als x = 0.

Pagina 141:
¥
f
0.5
X
-25 -2 -15 -1 05 O 0.5 1 15 2 25

f'(I)=€:'5*‘J* —x=—x-e
f”(X) = -1 e_:"-‘l —Xx- e‘:-'-‘l C—x= _e—fptl _I__IE . e—j.r‘
Voor een buigpunt geldt f”(x) =0.
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—eF 4 2. e ¥ =

e (=1+x)=0

e =0 of =1

geen oplossing of x=1 of x =1

1 1
De buigpunten zijn ( -1 ,—,_) en (l ,T).
Ve Ve

Ma f)=@x+3)-e " +2x°+3x)-e "~
f)=@x+3)-e "= (2x2+3x)- e~
F)=[EAx+3-2xX+3x))-e*
F)=@x+3-2x-3x) e "

)= (2x>+x+3)-e*
b Invoer: Yl =(-2X* + X + 3)eM-X)
Venster: Xmin=-2, Xmax= 10, Ymin=-6, Ymax =4

!P{\LH_._.JJJ.

Als x — % dan f(x) T 0, dus de helling van de raaklijn 1s negatief en nadert tot nul.
Voor grote waarden van x daalt de grafiek afnemend en gaat steeds vlakker lopen,
maar nooit helemaal horizontaal.
Als x — — dan f’(x) — —, dus de helling van de raaklijn is negatief en wordt
(naar links toe) steeds kleiner.
Voor kleine waarden van x daalt de grafiek afnemend.

¢ Voor de uiterste waarden van f geldt f”(x) = 0.
(-2 +x+3)-e=0

-2 +x+3=0
—1+V1’°=4.-2.3  —1-VI?-4.-2.3
X= of x=
-4 -4
e P e B
X = a1 - ol x= a4

Het minimum 1s f(—1) = —e.
9 9 9

Het maximumis f(1})=9. e i=—=——=—
e (e) Ve’

d /) =(—dx+1)-e"+ (-2 +x+3) eI
O =(dx+1) e+ 27 -x-3) -
) =(dx+1+2x°—x-3)- e~
) = (22— 5x—2) - e

(232 —=5x—2)-e*=
2 =5x-2=0
5+V(=52-4-2--2 .  5-\(=57-4.2. -2
x= DfIZ
4 4
5+V4l . 5-V4l
= of x=

4
x=1 +0a1of x=13-Wa1

e Bijx=1;+ j—{'ﬁﬁ enx=13— fﬁﬁ heeft de grafiek van feen buigpunt.
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f  De grafiek heeft een maximale helling tussen x= -l en x = 11
FA=VaD = (=2(13— V41 + 15— V41 +3) - e tiitéD

= (2B VAT +3) + 41— JVAD) - e i

4+ 1;’4__1) . eﬁt—j+'l.-"4l“r

= (-
= (4 +\AT) - Ve

12a  Het domein van fis (0, —).
Het domein van g is [0, —).

f(x)=2x- ln(x)+f~£= 2x-In(x) +x

Het domein van f” is (0, —).
R
S 2vx
Het domein van g’ is (0, —).
b Voor de top van de grafiek van f geldt f'(x) = 0.
2x-In(x) +x=0
x2ln(x)+1)=0
2In(x)+1=0 (x =0 behoort niet tot het domein van f)
In(x)= —

g'()=% x"

| =

|-

X=g =

Ve | |
Det d fiek S| —,——|.
op van de grafiek van f'is (Ve Ze)

¢ Voor het buigpunt van de grafiek van f geldt f”(x) = 0.
1
f"(x)=2In(x) + 2x - PRl 1=2In(x)+3

2In(x)+3=0
In(x)= —13
.1
r=e'=—=
Ve’

1 3
Het buigpunt van de grafiek van fis ( i —)

d De grafiek van f:
y

o 0.01 0.03 0.04

=0.01

(0,000 001) =-0,000 002 7
In de buurt van (0, 0) loopt de grafiek van f vrijwel horizontaal.
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De gratfiek van g:

’f

¥

0.03

ool

0.0

ol

£'(0,000 001) = 500
In de buurt van (0, 0) verloopt de grafiek van g vrijwel verticaal.

6-3 Asymptoten

Pagina 142:
1
13a Alsx— > dane® — % dus f&)=m—i0.
1 1
b Alsx—}—mdane"—}{]dusﬂx)=e_[ T 1.

De vergelijking van de andere verticale asymptoot is y =—1.
c e —1=0geeftx=0.
De vergelijking van de verticale asymptoot is x = 0.

d Alsx>0dane*—1>0dus o1 > ().
Alsx<(Odan—-1<e*—1 <(0dus 1 < —1.
et —
Het bereik van fis (<, —1) en (0, —).
14a Y
4
3
2
1
] yasm i
5 4 3”7 -1 0| 1 3 4 5 6
g -1
-2
-3
—i

Alsx— xof x - —=dan g(x) — 0.
De vergelijking van de horizontale asymptoot van de grafiek van gisy=0.

173
@ Noordhoff Uitgevers by



HOOFDSTUK B8 - FUNCTIES ONDERZOEKEMN

15a

In(x*—4
AlsxT-2danx®>-4l0engx)= % — oo want de teller en de noemer
zijn dan allebei negatief.
) In(x*—4) : -
Alsxd 2danx®-4l0eng(x) = — .~ % wan de teller is dan negatief

en de noemer positief.

Dus x=-2enx=2zin verticale asymptoten van de grafiek van g.
Uit x*—4 >0 volgt dat [ -2, 2] niet tot het domein van de functie g behoort.
x=0kan dus geen verticale asymptoot van de grafiek van g zijn.

Pagina 143:

Het domein van fis (<, —1), (=1, I) en (1, —).

Als x — —=dane*— Oen f(x)= eﬂ
A

| 10, omdat de teller naar —1 nadert en

de noemer steeds groter wordt.
De lijn y= 0 is een horizontale asymptoot.

Uitx*— 1 =0 volgt dat x =—1 en x = | verticale asymptoten zijn.
Het domein van g is («—, —1)en ( =1, —).

1 1 — | 1
—-Vx*+1 \{:,J«vf+l 1 +—
—_— —_— o S—

1
=1.
1 1 1
— +1)  —-&+D 1 +—
A A A

Alsx — cdan g (x) =

De lijn y= 1 is een horizontale asymptoot.

1 1l 1
—V+l =4[V +1 = [14+— —
x* x =Vl
—_— —_— - —_—
1 1

X
Als x —» —»dan g(x) = 1 1

—(x+1) —(x+1) 1+ -
X X X

De lijn y= -1 1s een horizontale asymptoot.

Uitx + 1 = 0 volgt dat x =—1 een verticale asymptoot is.
Het domein van h is (<=, —1) en { =1, —).

De grafiek van /1 heeft geen horizontale asymptoot.
Uitx + 1 = 0 volgt dat x =—1 een verticale asymptoot is.

Het domein van m is [R.
2 2

— :2_
| 1+0
elt

Als x = edan m(x) =

1 +

De lijn y= 2 is een horizontale asymptoot.

2

=2x

Alsxﬁ—mdanm(r)=l+ — 0.

De lijn y= 0 is een horizontale asymptoot.
De gratiek van m heeft geen verticale asymptoot.
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16a

b

17a

-3 -2 10 1 2 3 4 5 6 71 8 9

f)=02+1)y—x
1 _‘lllr'll q+l
FO=t@+D) 2= =
) Var+ 1 Var+ 1

Als x< 0 dan isde teller x— Vx> + 1 negatief.
Als x= 0 dan is de teller ook negatief, want dan geldt Ve+1>Ve=x
Voor elke waarde van x is de noemer Va2 + 1 positief.
Hieruit volgt dat voor elke waarde van x de afgeleide negatief is, en dat fdus een
dalende functie is.
Va2 + 1—x < 0,001
Vi + 1=x=0,001
Va2 + 1=x+0,001
x4+ 1=x"+0,002x+ 0,000 001
1 =0,002x + 0,000 001
0,999 999 = 0,002x
x=499,999 5
fis een dalende functie, dus x> 499,999 5.
De oplossing is (499,999 5; —).
Als x — % nadert de waarde van Vx* + 1 naar de waarde van Vx* = x.
Het verschil Vx*+ 1 — x nadert dan naar nul.
De gratiek van fheeft dus de lijn y = 0 als horizontale asymptoot.

Voor grote positieve waarden van x is de waarde van e*— 1 een zeer groot positief
getal in verhouding tot de waarde van x. De breuk in het functievoorschrift is dan
dus een zeer klein positief getal.

Omdat voor grote positieve waarden van x de breuk steeds dichter naar nul

e —

X
1 steeds meer op de lijn y= 3x.
et — =

Als de grafiek van f symmetrisch is in de y-as moet gelden f(—x) = f(x).

nadert, lijkt de grafiek van f(x) = 3x +

X ]fx(e"— 1) X %.I*E‘t+%_1’

(xX) = 3x+ = + -
f e e —1 e —1 e —1
1 -x_ 1 1 v _ 1 " 1 1 x 1 1 X
—3x-e -3 —sx-e -3 e —sx—sx-e -1 sx+sx-e
f(—_x‘): - = - = . =
e X _ 1 e X _ 1 e.l‘. 1 _ e.l‘. _ 1 e.l‘._ 1

Conclusie: de grafiek van f1s symmetrisch in de y-as.

Als x — = komen de punten van de grafiek van fsteeds dichter bij de lijn y = 3x
te liggen. De grafiek van f1s symmetrisch in de y-as, dus als x — —2% komen de
punten van de grafiek van f dus steeds dichter bij de lijn y = — xte liggen, want
die lijn ontstaat door de lijn y = 3x te spiegelen in de y-as.

Je kunt hier niet concluderen dat x = 0 een verticale asymptoot van de grafiek van
f1s, omdat de teller ook nul wordt als je x =0 invult.
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18a

64

19a

Als x negatieve waarden dicht bij nul aanneemt, neemt de breuk in het
functievoorschrift waarden dicht boven de één aan.

|
In (x) + 1 =0 geeftln (x) =—1, dus x= o

| |
Het domein van f1s <0, E> en <E’ — >

1
x=g 1s een verticale asymptoot van de grafiek van f (zie opdracht a).

Alsx 1 0dan geldt niet f(x) — —2¢, dus er 1s maar één verticale asymptoot.

In(x) 1 ]
= — :1.
In(x)+1 {4 | 140
In(x)

Als x — e dan flx)=

De horizontale asymptootis y= 1.

f0,01)= 1,27

f0,0001)= 1,12

f0,000001) = 1,08

0,0000000001) = 1,05

Als x4 Odan In(x) - —c dus f(x)=—— L 1.

|
1+
In (x)

Redeneren met functies
Pagina 144:
Uitdx* —x' =0 volgt x*(4 —x) =0, dusx =0 of x=4.

Het domein van g is (¢, 4].
(4, 0) 1s een randpunt.

f(x)=8x—3x7
Bx—3x=0
x(8=3x)=0

x=0ofx=23

g(23) = 3,079 is een maximum.
2(0) =01s een minimum.
g(4)=01s een randminimum.

176

@ Noordhoff Uitgevers by



HOOFDSTUK B8 - FUNCTIES ONDERZOEKEMN

f

C

Het domein van h is R.

120

100

80

60

20

=1 o 1 2 3 4

h(23)=89%3 is een maximum.
h(0) =0 1s een minimum.
h(4) =0 1s een minimum.

Het domein van k is (<—, 0) en (0, 4) en (4, —).

De horizontale asymptoot is y = 0.
De verticale asymptoten zijnx =0 en x=4.

¥

2 7 . .
k(23) =55 is een minimum.
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20a De grafiek van — lf(x)l krijg je door eerst het deel van de gratiek van fonder de
x-as te spiegelen in de x-as, en daarna de grafiek te spiegelen in de x-as.

¥
o]

b De gratiek van |f(—x)| krijg je door eerst de grafiek van fte spiegelen in de y-as, en
daarna het deel van de gratiek onder de x-as te spiegelen in de x-as,

-7 0| 7

c  De grafiek van f(lxl) krijg je door het deel van de gratiek van frechts van de y-as
te spiegelen in de y-as.

¥
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d De grafiek van lf(lxl)l krijg je door eerst het deel van de grafiek van frechts van
de y-as te spiegelen in de y-as, en daarna het deel van de grafiek onder de x-as te
spiegelen in de x-as.

¥

Pagina 145:

1\* 1 1 3 1 3x 1-3x
21a g)=|—-| -3l )=5-"=5-"""5="3
X X X X x X X

Het andere nulpunt van fis x = 3.
2(3) bestaat, dus x = 3 is geen verticale asymptoot van g.

b g(l)z_fG) :f(l)eng(—n:f(}l) —f=1)

¢  Voor de snijpunten geldt f(x) = g(x).
1 -3x

A

x

=x —3x

| —3x=x"(x* = 3x)
I —3x=x"—3x"
¥=3+3x-1=0

d (-3x+D*-D=x-x*-3+3u+x"-1=x"-3"+3x-1
=3x+Dx*=-1)=0
¥=3x+1=00f ¥*-1=0

3+V9-4-1-1 . 3-V9—-4.1-1 _
= 5 of x= of x-=1

x=1 +050fx=11-150fx=1o0f x=—1

X

22a  De grafiek van fheeft geen verticale asymptoot, want de vergelijking 1 + Vx=0
heeft geen oplossing.
De gratfiek van g heeft een verticale asymptoot x = —1.
b Voorelke x 20 geldt:
Vi< l+Vx  (1+Vx>0)

— < 1 (links en rechts : (1 + Vx))

2Vx
1+ Vx
¢ Hetdomein van fis [0, —).

<2 (Iinks en rechts x2)

2
Als x#0dan f(x)= T

—+ 1
Vx
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23a

Als x — % dan p——=2,

* f=0s

Het bereik van fis [0, 2).

Het domein van g is («<—, —1) en (=1, —).

Als x#0dan g(x)= 1

Alsx— % of x— ~ dan g(¥) = -~ =2.

Het bereik van g is (¢, 2)en (2, —).

— |

f

Het domein van fis [0, —) en het bereik van fis [0, 2).

De gratfiek van fheeft een horizontale asymptoot y = 2.

(0, 0) 1s een randpunt.

Er geldt f(x) = g (Vx). dus bijvoorbeeld f(}) =g (), il)=g(1) en f9) = g(3).

o 2 4

Het domein van g is (0, —).
1
g'x)=1 «ln(r)+x~;

|
In(x) + I =0 geeft In(x) =—1, dus x= N

1
e

g(h=0enalsxd0dang(x) TO
1
Op het interval (0, 1) is — EE g(x) <0.

Op hetinterval (0, 1)is 0° < (g(x))* < (_ é)

De grafiek van fheeft geen snijpunt met de horizontale as omdat de vergelijking

1

(x-In(x))*

Als x— % dan x - In (x) — 2 dus

180

1

g(—) =2 1§ een minimum.

10 12 14 16 18

In(x)+ 1

2 1
,dusO < h(x) £ —.
o2

= () geen oplossing heeft.

——+ 0.
(x - 1In (x))?
De gratiek van fheeft een horizontale asymptoot y = (0.

Uit (x - In(x))* =0 volgt x=00of x=1.
Er zijn twee verticale asymptoten x=0enx= L.
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24a

1
De grafiek van i heeft op het interval (0, 1) een maximum —,
al

1
dus de grafiek van fheeft daar een minimum 1= e

2
Als x 1 0dan g(x) T 0dus (g(x))>d 0en f(x) = ~—
(g(x))?
AlsxT 1 dan g(x) T 0 dus (6(¥)* L Oen f(x)= — o0
(g(x))?

Invoer: Y1 = 1/(X1In(X))*
Venster: Xmin =0, Xmax =1, Ymin =0, Ymax = 100

J

Families van functies

Pagina 146:

Voor de top geldt f/,(x) =0.
f,(x) =1In*(x) — 2In(x)

[l = 21n(x).l_2.l=M
N X X X
Aw-2_
X
21]1(_1‘)— 2:{]
In(x)=1
=g

De top van de grafiek vanf ,is(e,f ,(e))=(e,—1).
Voor het buigpunt geldt f” (x) = 0.

2
2 x-(Qn-2)-1
, w KT @=L 9042 20 +4
f_ﬂ('x): I = I = I
- X X X
—2In(x) +4
W+d_,
=
~2In(x) +4=0
2n(x) =4
In(x) =2
x=e

Het buigpunt van de grafiek vanf is (¢*, f ,(e*)) = (%, 0).
Voor een nulpunt geldt _1; (x) =0.

In*(x)+ p-In(x) =0

In(x) - (In(x) + p) =0

In(x)=0 of In(x)=—p

x=1lofx=e™

Er zijn twee verschillende nulpunten als p # 0.
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d Voor de top van de grafiek geldt j; "(x)=0.

] 1 2lx)+p
ﬁ:(x)— Zln(x)~;+p«;—T
2In(x) +
WnwW+p_
X
2In(x)+p=0
In(x) = —%p

x=e"" ofwel p = 2In(x)

Alle toppen liggen op de grafiek van g(x) =f, = In*(x) = 2In(x) - In(x) = =In*(x).

Inix)

25a  Er moet gelden fp(jﬂt) =0.
p-cos(zm) + (p+1)-sin(3m) =0
p-V2+ (p+1)-3V2=0
V2.p+3/2=0
V2.p=-42
p=-3

b Ermoet gelden £, (1) = 0.

p-cos(3m) + (p+1)-sin(Gm) =0
p-0+(p+1)-1=0
p+1=0

p=-1
Samen met opdracht a volgt: als it < x <3imdan —1<p< —3

26a  De afgeleide nul stellen:
f;(x) = 3sin’(x) - cos(x) + p - cos(x)
3sin*(x) - cos(x) + p - cos(x) =0
cos(x) - (3sin*(x)+ p)=0
cos(x)=0of 3sin*(x)=—p
x=3mof sin?(x) = —

3

x=3mofsin(x)=4/ - ’;i (sin(x) = — \E heeft geen oplossing op (0, 7))
De eerste oplossing uitwerken:

Als x =37 dan moet gelden sin*G) + p - sin(Gn) = — 1.

Dit geeft 1 +p= —3, dus p= —15.

Invoer: Y1=(sin(X)"3 — 1,25s1n( X)

Venster: Xmin=0, Xmax =7, Ymin= -1, Ymax=0
L/\_/

p = — 11 voldoet niet, want dan is er voor x = 37t een maximum — J.
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De tweede oplossing uitwerken:

sin(x)=,/ — ’;i substitueren in sin’(x) + p - sin (x) = — geeft

Invoer: Y1 = (V(-X/3)"3 + XN(-X/3) en Y2 = -0,25
Venster: Xmin =0, Xmax =2, Ymin=-2, Ymax =0
Optie: CALC, intersect (TT) of G-Solv, ISCT (Casio).
De oplossing geeft x =—0,75. Controleren met een plot laat zien dat voor p = —-0,75
het minimum vanj;(x) gelijk is aan — .
b  De tweede afgeleide berekenen:
f;(x) = 3sin’(x) - cos(x) + p - cos(x)
f;’(x) = 6sin(x) - cos(x) - cos(x) + 3sin*(x) - —sin(x) — p - sin(x)
f;’(x) = 6sin(x) - cos*(x) — 3sin’(x) — p - sin(x)
f;’(x) = sin(x) - (6cos*(x) — 3sin*(x) — p)
f;’(x) =sin(x) - (6cos*(x) — 3(1 —cos’*(x)) — p)
f;’(x) =sin(x) - (9cos*(x) =3 —p)
De tweede afgeleide nul stellen:
sin(x) - (9cos*(x)—3—p)=0
sin(x)=0 of 9cos*(x)—3—p=0
9cos’(x)—3—p=0  (sin(x) >0 op het domein (0, 7))
3+p

9
Deze vergeliking heeft één oplossing als p = -3 en twee oplossingen als

cos’(x) =

3+p
0< T{ ldusals —3<p<6.

De eerste oplossing, p = -3, uitwerken:

Als p=-3dan geldtf';(x) =sin(x) - 9cos*(x) = 0 op het domein (0, ), dus dan
heeft de grafiek van f geen buigpunt.

De tweede oplossing, — 3 <p <6, uitwerken:

Het bereik van 9cos?(x) op het domein (0, 7) is [0, 9).

Het bereik van 9cos?(x) — 3 — p op het domein (0, 7t is
[0-3-p,9-3-p)=[-3-p,6-p).

Als —3<p<b6dan -3 -p<0enb—-—p=>0.

Omdat sin (x) > 0 op het domein (0, ) heeft f” dan zowel positieve als negatieve
waarden.

Voor —3 < p <6 heeft de gratiek van f dus minstens één buigpunt.

Pagina 147:

27a f;(_x‘) = Z(I—P) et 4 (_I-_P)E et
b Voor de top van een grafiek geldt j; "(x) =0.
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28a

29a

20—p)-er+(x—p)y-e=0

x—p)-e-2L+x—p)=0

x—p=0o0f2+x—p=0

x=potx=p-2

Erligt eentop van de grafiek op de y-asals p=0ofalsp=2.

De toppen zijn (p, fip))=(p,0)en(p -2, fip—2))=(p—2,4e" ).
g(p—2)=4er *dus alle toppen van de vorm (p — 2, 4e?~ %) liggen op de grafiek
van g.

g(p)=4e’ %0, dus detop (p, 0) ligt niet op de gratiek van g.

4+psin(0) 4
p+2cos(0) p+2

£,(0)= (merk op: p #-2)

4
De raaklijn gaat door (O, N 2) en (p, p), dus de richtingscoéfficiént van de raaklijn 1s
P

4
Ay P=HO) PThi0 pp+2)-4
Ax p—0 - Z - plp+2)
De afgeleide van J; (x):

pcos(x)(p+ 2cos(x)) — (4 + psin(x)) - — 2sin(x)
(p + 2cos(x))*
p*(p+2)—4~0_ P
(p+2) T p+2

fiw=

£10)=

De richtingscoéfficiént van de raaklijn is gelijk aan _}; (0).
plp+2)—4 P
p(p+2) p+2

p(p+2)—4_£
p 1
p*+2p—4=p

2p —4 =0, hieruit volgt p = 2.

De afstand van elk punt A tot de oorsprong 1s

V2 + (V16— =V + 16— 2 =V6=4.

Voor elke waarde van p is de afstand van een willekeurig punt B (x, V16 + px — x°)
op de grafiek van f (x) tot het middelpunt M (3p, 0) gelijk aan

Vi =22+ (V16 + px— 2= 0P =V = px + 197 + 16 + px— x> =VIp* + 16 = constant

Voor elke waarde van p is M (3 p, 0) dus het middelpunt van die halve cirkel.

[, () =V16+6x—x*

16+6x—x20

16+6x—x=0

xX—6x—-16=0

x=8)x+2)=0

x=8ofx=0

De grafiek van f(x) = 16 + 6x — x* is een bergparabool, dus het domein van f, is -2, 8].
8 8

inhoud = Jn(ﬁ}(x))zdxz TEJ (16 +6x—x?) dx=n[16x+ 32— _]gf]ﬁz

-2 -2

=mt(128+ 192 - 1703 — (=32 + 12+23) =1 (149 + 17)) = 1663~
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~1+16
— =73

[ | —

e De x-codrdinaat van M (3p, 0) is
=Ty dusp=15

f  De grafieken van _1; hebben een maximum voor x =3p (de x-codrdinaat van M).
Dan geldt p =2x.
De toppen van de grafieken van J; liggen op de grafiek van

g =f (0)=V16+2x> -~ 2 =V16+x>

6-6 Gemengde opdrachten
Pagina 148:

30ac

b (2+4)4-x)>0
4-x>0 (2 +4>4)
x<4
Het domein van g is (¢, 4].

d F)=2x G-x)+@2+4) —I
Fx)=8x—-2x—x—-4
F(x)=-3x>+8x— 4

g’ () =2(+4) 4 -x)) 7 (=32 +8x—4)
3xx—8x+4

W GE+4) (d—x)

r

g'(x)=

e Ermoet gelden f'(x)=0.

—32+8x-4=0
—8+V8-4.-3. -4 = -8-V8-4.-3.-4
X= of x=
2.-3 2. -3
-8+V16 . —-8-V16
x=———of x=————
-6 -6
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31a

fG=14Zenf(2)=16

De punten op de grafiek van f met een horizontale raaklijn zijn (3,1433) en (2, 16).
Er moet gelden g’(x) =0.

g(3)=V14zeng2)=4

De punten op de grafiek van g met een horizontale raaklijn zijn G, V1433) en (2, 4).

Er moet gelden f(x) = 0.

—l«x— (1 =In(x)) -1

F00= X : :ln(JrZ—Z
x° X
ln(11—2=0
x°

In(x)=2, dusx=e*
Invoer: Yl=(1 —In(X))/X
Venster: Xmin =0, Xmax =40, Ymin=-0.2, Ymax=0.5

| —

1

f(e?) = —— is een minimum.
e?
1
l—ln(;)
g(r)=f=,r* (1= (In(1)=In(x))=x- (1 +In(x)) =x+x-1In(x)
x

De gratfiek van fheeft een verticale asymptoot x= () en een horizontale asymptoot y = 0.

De grafiek van g heeft geen asymptoten.

f) gl <3

I —In(x)
X

c(x+x-In(x) <3

1 —1In(x)
X

S(x+x-In(x) =3

x+x-1n(x) —x-In(x) —x - In(x)
- =
x-(1-=1In(x))
- =
I —In2(x) =7
In?(x)=3

In(x)=3ofIn (x)= —3

L

£l

x= "nfE of x=—
Ve
Invoer: Y1 = 1 = In(X)*

Venster: Xmin=0, Xmax =4, Ymin=-5, Ymax =2
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1 —
De oplossing is <0, v—,_} en [Ve, —).
e

32a

Ll

J

% 5 -4 -3 -2 19 1 2 3 4 5 &

b AlsxT ldan g(x) — —xdus fix) 4 0.
Als x4 1dan g(x) — o dus f(x) — .

c Alsx— =xofx— —=dang(x)— 1dusfix) —e.
De horizontale asymptootis y=e.

o= 1)—x-1
d flo=en (x—1)
et
fW=-1"
e *
- (= 1P 20— 1)
)= (x—1)
(x—1)*
ooy —eT—2x.eT 4 2e
f'x)= - G 1)
, _ZI*E*L'-—E**_'-
fO==C
,o (x—=1) e
fin= (x—1)*
e  Voor het buigpunt geldt f”(x) = 0.
(2x—1)-e™ _ |
G 1) =0 geeft 2x— 1 =0, dus x=5.

L : (11
f(g)—e,dus het buigpunt is oy )

33a Inhetpunt P geldt g(x)=0.

2+m(x_a)=0
4
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34a

1n(‘r_“)= )
4
I—

a

-2

c

4
x=4e *+a

4
P is het punt (7 +a, 0).
o2

: 4 2
@ 1s het punt (ez +a, e)'

De afstand PO = %— 0= %

In het raakpunt geldt f”(x) = g’(x).
|

(x)=——= (x#a)
f 2Nx—a
; 1 1-4
g(x)_x—a‘ 16 T x—a (x*a)
4

1 1

QVx—a X—d

x—a=x—a

(x—a)y=4x-a) (links en rechts gekwadrateerd)
x—a=0ofx—a=4

x=a+4 (x = a vervalt)
fla+d=Vd=2eng (a+4)=2+In(1)=2

Dus de grafieken van f en g raken elkaar voor elke waarde van a.

Het raakpunt is (a + 4, 2).
De verzameling raakpunten heeft als vergelijking y = 2.

Pagina 149:

Er moet gelden f, (1) = 0.

sin(37) — p - sin(37) =0

1-p-3\2=0
1 2 —
T====V
V2 V2
Er moet gelden f/ (3m) = 0.
f(x)=2cos(2x) —p - cos (x)

P:

[ | =

2cos(3m) —p - cos (31) =0
2 —hmpe —de0
~1+3p=0

p=2
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35a

Er moet gelden (3m) # 0.

ﬂ(%n):Zcos(n)—p«cos(%n):Z« ~1-p-0=-2

f; (31) is voor geen enkele waarde van p gelijk aan nul.

Dus voor geen enkele waarde van p heeft de functie f een extreme waarde voor

X =3T.

Er moet gelden f”) (3m) = 0.
f;’(x) =—4sin(2x) + p - sin(x)

—4sin(Gn) +p - sin(3m) =0
-4-334p-13=0
V3(=4+p)=0
—4+p=0
p=4

Er moet gelden f,(x) = 0.

In(x)
[0 = .
|
—x—In(x) -1
£ 0= X : _ 1 —lil(x)
X X
l—liltr):ﬂ
X-
In(x)=1
x=e
(&)=
f@=,

)

De top van de grafiek vanf is (e, —

k
—-x—In(kx)-1
ﬂ&)zh q =1—111(kx)
X- X-
l—lri(k;c)=0
X
In(kx)=1

Voor de toppen geldt In(kx) = 1, dus de toppen liggen op de lijn y=

Er moet gelden f,(x) = 0.
In (2x)

[, =
In(2x)

X
In(2x) =0
2x=1,dusx=3
Er moet gelden f, (x) = 0.
In(kx

ko) _

=)

X
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In(kx)=0
kx= l,dusx:l
k
e Ermoet geldenf,"(x)=0.
1 —1n (3x)
f<1=in G
. X~
l
—3~3—~f—(l—ln(3x)~2ﬂ
. X
f1= .
) —x—2x+2x-1In(3x)
filx) = 7
, —3x+2x - In(3x)
[0 = o
2In(3x) -3
="
i X
2In(3x) -3
n( f) 0
X
2In(3x)—=3=0

In(3x) =3 geeft 3x= ¢, dus x =le = Ve’

. In(B-j) 3 4 & 9 -
Ge)=—1F ===V
156 e e e e 2

[ q i~
Het buigpunt van de grafiek vanf, is (%Ue-’, 2 J’e).
- e

f  Ermoet gelden F'(x) = f, (x).

In (kx) £ ()

X

1
' ]
ﬁ(r)=§*21n(kx)*a~k+0=
6

o [£00a=T oL, =4 Ink012) -t =12 -

0.5¢

Test jezelf

Pagina 152:

0—1(1-e"+xe")-1 e'- (1 +x) +1
™a f()= s e
(x-eY) X e x-e'
+1
_1; -0
il v

L
)

1
f(=1)=——=—e¢ iseen maximum.

190
@ Noordhoff Uitgevers by



HOOFDSTUK B8 - FUNCTIES ONDERZOEKEMN

2(x) =—cos*(x) + cos(x) + 2

¢'(x) = =2cos(x) - —sin(x) — sin(x) = sin(x) - (2cos(x) —1)

sin(x) - (2cos(x)—1)=0

sin(x) =0 of cos (x) =3

x=0+k-mofx=3m+k-2nof x= —sn+k-2n  (kgeheel)

VAY

g(0+k-2m)=-1+1+2=2 zijn minima. (k geheel)
gm+k-2n)=-1-1+2=0 zijn minima. (k geheel)
gGm+k-21) = —5+3+2 =25 zijn maxima. (k geheel)
g(—im+k-2n) = -+ 5+ 2 =2} zijn maxima. (k geheel)

2V +4x+5-2x-3(2+4x+5)7- (2 +4)
(V2 + 4x + 5)°
22+ 8x+ 10 2¢% +4x
Ve +dx+5 V@+dx+s
(X +4x+5)
2x°+8x+ 10— 2x* — 4
2 +4x+5) V2 +4x+5
B 4x+ 10
T (P +4x+5) Vil +4x+5
4x+ 10
(P +4x+5) - V2 +4x+5

Ny
-5 _ 5__5

h(=23) = = —= - ——= —2V5 is een minimum.
T Ver-10+5 Vi 3\5

h'(x) =

h'(x) =

h'(x) =

h'(x)

[ | =
"

=0 geeft x= -2

| —

k()= (x—4)Vxalsx>4denk(x)= (4 —x)Vxals0<x< 4.

Ko)=Vei+— alsx2denk'(0) = —Vi+—> als0< x <4.
Vx MW
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T-2a

T-3a

Geen oplossing. (x=1 + voldoet niet)

— 4__1-
—Vx+—==0
2Vx
— X— .
Vi+——==0 (links en rechts x —1)
Vx
I:l%
. ™
k(1hH=22.\4= Slﬂﬁ:S]-«L«ﬁ:ll’ﬁiqeenmaximum
3 3 3 3 3 3 vfg 1'1.@ 9

k(0) =01s een randminimum.
k(4)=01s een minimum.

FO)=2x-e"+x2-e* T+ 1=2x-e"+32- e+ |
Invoer: Y1 = 2X¥eM0.5X) + 0.5X**eM0.5X) + 1
Venster: Xmin =-10, Xmax =3, Ymin=-1, Ymax =20

 /
2

")

De optie minimum (TT) of MIN (Casio) geeftx=—1,172en y = 0,777.
De optie maximum (TI) of MAX (Casio) geeft x =—6,828 en y= 1,318.
De grafiek van fheeft geen uiterste waarde want de grafiek van f” snijdt de x-as

niet.

De grafiek van fheeft twee buigpunten want de grafiek van f* heeft een minimum

en een maximuim.

Er moet gelden f”(x) = 0.

Fr)=2e"+x e +x-e+1 e = b2+ 20 +2) - e
(2 +2x+2)-e” =

K +2+2=0 (e* = 0 heeft geen oplossing)
¥+8x+8=0 (links en rechts x4)
-8+V64-4-1-8 . —8-V64-4-1-8
xX= of x=
2 2
-8+V32  -8-V32
Iz—ﬂfIZT

V32=V16-1V2=4\2

De x-codrdinaten van de buigpunten zijn — 4 + 2V2en —4-2V2.

Het domein van fis (0, —).
1 1
Als x — = dan = ' = -1
* = =00

In(x)
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De lijn y= -1 1s een horizontale asymptoot.

Uit 4 — In(x) = 0 volgt dat de lijn x = e* een verticale asymptoot is.
Het domein van g is R.

Alsx— =dan g(x) — 0.

De lijn y= 0 is een horizontale asymptoot.

4
Als x — —=d ——= 2,
S X ang(x)—rZJrO

De lijn y= 2 is een horizontale asymptoot.
Uit 2 — e* =0 volgt dat x= In(2) een verticale asymptoot is.
Het domein van his (<=, =2)en {( — 2, —).

2

Als x — e dan & (%) x=2 x 1=0_,

b —_— == =

5X an x+2 2 1+0
b+

De lijn y= 1 is een horizontale asymptoot.

)
Y
Als x — —ocdan h(x) =—— == - =1
X+ 2 2 1+0
l+;

De lijn y= -1 1s een horizontale asymptoot.
Uit x +2 = 0 volgt dat x = -2 een verticale asymptoot is.
Het domein van kis («<—, —1)en (=1, —).

x  sinx) 1 sin(x) 1

Alsx— xof x = <dan k(x) =

1 +—
X

De lijn y= 1 is een horizontale asymptoot.
Uitx + 1 = 0 volgt dat x =—1 een verticale asymptoot is.

Het domein van [ is [R. 4 4 4
d+—  4+—- 4+
x X

X 440
Als x— e dan [(x)=— =— = — — =
Va+1 Val+1 \fl 1 VI+0
— +—
X Va? X
De lijn y= 4 is een horizontale asymptoot.
st a4t
+ + + 440
Alsx— —xdanl(x)=— =— = — — = —
Vxr+ 1l Var+1 | 1 =V1+0
'y - +—
x —Vy 2
De lijn y=—4 1s een horizontale asymptoot.
Het domein van m is (<, =2) en [0,—).
X dx 4
Alsx— xof x »edanm(x) =4 [ ——= —=2
x+2 1+0

De lijn y= 2 is een horizontale asymptoot.
Uit x +2 = 0 volgt dat x = -2 een verticale asymptoot is.
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T-4a

De grafiek van y = —f(x) krijg je door de grafiek van fin de x-as te spiegelen.
Het domein van g is (0, 0) en [4, —).
Op dit interval pas je op y = —f(x) de bewerking V... toe.

¥
5

o 2 4 6

De grafiek van |f(x)| krijg je door het deel van de grafiek van fonder de x-as te
spiegelen in de x-as.

Het domein van h is (<, 0), (0, 4) en [4, —).

Op dit interval pas je op y = |f(x)| de bewerking — toe.

Als x — % of x — — % dan |f(x)| — % dus h(x) L 0.

v=101s een verticale asymptoot.

fix)=0geeftx=0o0f x=4.

x=0enx=4 zijn verticale asymptoten.

¥

1
h

|
1
1
1
1
-2 0 2 4 6 8

k(x)=0alsfix)=0dusals x<4.
k(x)=-2-f(x) als f{x) <O dus als x > 4.

¥
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d De gratiek van f(x +4) krijg je door de grafiek van f vier naar links te schuiven.
Daarna pas je op f(x+ 4) de bewerking ....* toe.

¥

25

Pagina 153:

T-5a f(0)=0-e-"=0
De gratieken van al deze functies gaan door het punt (0, 0).
f:(x) =l-e"+x-e"-a=e"+ax-e”
f:({]):e“"’+a~0~e“"’= |
De gratieken van al deze functies hebben in het punt (0, 0) dezelfde helling.
Dus de grafieken van al deze functies raken elkaar in het punt (0, 0).

b Ermoet gelden f'(x) = 0.

e+ ax-e” =
e (1 +ax)=0
l +ax=0 ofwelax=1

Voor de toppen geldt ax =1, dus de toppen liggenop delijn y=x-e ' =

/

-

L
/’ N

Alsx20danfix)=x-(x=3)=x"-3xenf'(x) =2x-3.
f10) =01s een maximum.
2x—3=0 geeft x=15.
f(135)= —27is een minimum.
Alsx<Odanf(x)=—x-(x—=3)=—=x>+ 3xenf'(x) = -2x+ 3.
—2x+3=0geeft x=1 Sen deze oplossing voldoet niet.
Eris dus geen extreme waarde als x <0.

b Ermoet gelden f(x) = g(x).

o | =

T-6a

Eerst voor x =2 0 de vergelijking oplossen.
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T-7a

x(x—3)=px

x=0oftx-3=p

x=0ofx=p+3

Als x= 0 zijner twee oplossingen als p + 3 >0, dusals p> -3 en is er één
oplossing als p < -3.

Dan voor x <0 de vergelijking oplossen.

—x(x—3)=px
x—3=—p (x =0 voldoet niet)
x=3-p

Als x< 0 1is er één oplossing als 3 — p< 0 dus als p> 3 en is er geen oplossing als
p<3
Conclusie: de grafiek van een functie g, (x) = px heeft precies twee punten

gemeenschappelijk met de grafiek van fals -3 <p <3.
4 0 4

Jf (x)dx = J (—x* + 3x)dx + J (x*—3x)dx

-2 -2 0

=[—2 + 132+ [ - 132 =— (23 +6) +215-24=—113

O 1 ~2 3 4 » 5 1 B 9 10 S 12

h(x) = [sin (x)] - [cos (x)]
Nulpunten als sin (x) = 0 of cos (x) = 0.
Maxima V2 - V2 =1 als sin (x) = cos (x).

k(x) = [sin (x)| - cos (x)
Op de intervallen waar cos (x) <0 wordt de grafiek van h gespiegeld in de x-as.

¥
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T-8a

T-9a

Er moet gelden f,'(x) = 0

1 —2cos(x)
) =——"—
- 2 +cos(x)
09 2sin(x) - (2 + cos(x)) — —sin(x) - (1 - 2cos(x))
xX)=
- (2 +cos(x))*
) 4sin (x) + 2sin (x) - cos (x) + sin(x) — 2sin (x) - cos(x)
2 I = 2
f_'( ) 5sin (x) (2+cos(x))
xX)=
- (2+ cos (x))*
Ssin(x)
(2 +cos(x)?
Ssin(x) =10
x=0ofx=not x=21
_ . 1-2 ] 1+2 ]
De uiterste waarden zijn f,(0)=——= —3, f,(n)=——"=3en f,20) = —3.
- 2+1 - 2-1 -
Alle punten van de grafiek van f liggen op é¢n horizontale lijn, betekent dat er
1 —2cos
een getal ¢ 1s zodat ﬂ: C.
a+cos (x)

Hieruit volgt 1 — 2cos(x) = c(a + cos(x)).

1 —2cos(x)=ca+c - cos(x))

Dusc=-2ena= — 3.

Voor a= — 3 liggen alle punten van de grafiek van f, op €én horizontale lijn.

2-sin(x) - (@+cos(x)) — (1 —=2cos(x)) - —sin(x)

£ =

(a +cos(x))?

2asin(x) + 2sin(x) - cos(x) + sin (x) — 2sin(x) - cos (x)
)= q
) (a + cos(x))?

(2a + 1) sin(x)
L= cos P
(2a+1) sin(x) S
(a+cos(x)? 0 geeft x=0of x =7 of x=27.

1-2 |

L(U):L(Zﬂ):a_l_ | = _a+ :

|
— =1geefta+1=-1,dusa=-2
a+1

142 3

a-1 a-—1

[ ()=

=lgeefta—1=3,dusa=4

a_

Voor a=-2en a=4heeftf (x) een uiterste waarde gelijk aan 1.

Voor elk waarde van x geldt x* = 0.
Als p = 0dan geldt voor elke waarde van x
r—=p20enpx*<0duspxr—1<-1.

A

P <0, dusj;(x) 1s dan voor geen enkele

Voor elke waarde van x 1s dan

A

waarde van x gedefinieerd.

@ Noordhoff Uitgevers by
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A

A =p

p >0
px-—1

Een breuk heeft een positieve uitkomst als de teller en de noemer allebei positief

zijn of allebei negatief zijn.

1
r—=p>0enpx —1 :v{]enp:v{]geeftx}vpenx{ —Efpenx::\{:en
1

X — p{{]enprl{{]::/n_p}{]geeftVp{x{"nfpen\[{x{\[.

AlsO<p<ldanVyp < ;en het domein van f 1s dan

(B crpe )

1
Als p>1dan \[ < Efp en het domein vanf 1s dan

(< .-Vp) \[ \[ en (Vp,

Merk op: f,(x) = ( l)_ln(l) 0.

De grafiek van f, heeft geen asymptoten.
In het vervolg is p # 1.

_ 2 1
Als x — motx—}—mdanjj}tr)zln —'rln(—).

©

y=In (.‘;) is een horizontale asymptoot vande grafiek vanf .

- =0enp>0 geeftx=\pof x=—\p.

px—

xX= UE enx= — Uf_ zijn verticale asymptoten van de grafiek van J; .

pxt—1 —Uenp}{]geeftx—\ﬁﬂfx— \[

xX= \{:en xX= \{: zijn verticale asymptoten van de grafiek Van_f

%

OR (%)— (%)
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Pagina 156:

Amplitude 3; evenwichtsstand y = 1; periode is 3 = 7t; een horizontale
verschuiving is o

Amplitude 7; evenwichtsstand y = 5; periode 1s 2n; een horizontale verschuiving
is —37C.

Amplitude 4; evenwichtsstand y = 0; periode 1s ET“ = _%11:;

h(x) = 4sin (3x — y7) = 4sin (3 (x — 157)), dus een horizontale verschuiving is 757
Amplitude 3; evenwichtsstand y = 0; periode is = = i7;

j(x)=3sin (4x—5) = 3sin (4 (x — 13)), dus een horizontale verschuiving is 13.

Bij de eerste grafiek is de amplitude a = 3 en de evenwichtsstand d = 2.

De periode is 2m, dus b = 1. De verschuiving naar rechts is 3T

Een voorschrift is f(x)=2+ 3 - sin (x - 37).

Bij de middelste grafiek is de amplitude a =23 en de evenwichtsstand d = —1.

: : : . L : 2n
Er gaan drie perioden in 27, dus één periode is 3. Dan is b= 5—=3.

2
3T

Er is geen verschuiving naar rechts. Een voorschriftis f(x) =—3+ 23 - sin (3x).

Bij de rechtse grafiek is de amplitude a =2 en de evenwichtsstand d = 0.

Er gaan drie perioden in 2, dus één periode is 2. Danis b= =3

(5%}

Lad

De verschuiving naar rechts is 3. Een voorschriftis f(x) =2 - sin (31 (x—3)).

sin (x) = —3

x=LBr+k-2nofx=lm+k-2n

Op het gegeven interval zijn de oplossingen x=—27, x = —¢7t, x = 1;7t of x = 7.
sin (2x) =12

2x=m+k-2nof 2x=3n + k- 21

x=gm+k-mof x=m+k-T

Op het gegeven interval zijn de oplossingen

I:%E,I:%E,I: llgn,xz l%ﬂ:,x: ZE]TEDfxz 2%11:.

cos (x—im =13

x—im=m+k-2nof x—im=12n+k- 2%

x=3n+k-2mof x=24m+k 2%

Op het gegeven interval zijn de oplossingen x = ;7 of x = 1.

tan (2x)=-V3
2x=—in+k T
=—gn+k-m

1898
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Pagina 157:

2sin (x) =13

sin (x) =33

I:%EDfI:%E

3tan*(x) =1

tan? (x) =3

tan (x) = —3V3 of tan (x) =3V3
x=m+k-mof x=—m+k-T
I:%‘E,I:%}I,I: l%‘ﬂ: of x= l%ﬂ:
2¢c0s *(x)+ 5cos (x)—3=0
Stel cos (x) =a.
2a°+5a-3=0

@+ 23a—13=

(a+3)(a-3 =0

a=-3 Df.ﬁ:%

[l

cos (x) =3 geeft geen oplossing en cos (x) =3 geldt voor x= 3 en x = 15T
De oplossing is x = i7t of x = 157.

cos (2x) = cos (31)

2x=1n+k-2n of 2x=—An + k- 27

x=im+k-nof x=—3n+k-®

Op het gegeven interval is de oplossing x = 17T, x = 3T, X

I
g
o
=
I
7

2sin *(x) = cos (x) + 1

2(1 —cos *(x)) =cos (x) + 1

2cos () +cos(x)=1=0

Stel cos (x) =a.

20 +a—-1=0

a’+ %a - %: 0

(a+1)(a-3%=0

a=—1ofa= %

cos (x)=—1 of cos (x) =3

Op het gegeven interval 1s de oplossing x = mx=mof x= 1537
(1 +cos (x)*= (2 +sin (x))(2 — sin (x))

1 +2cos (x) +cos “(x) =4 — sin *(x)

cos *(x) +2cos (x)+ 1 =4 — (1 —cos *(x))

cos *(x) +2cos (x)+ 1 =3 +cos *(x))

2cos (x)=2,duscos(x)=1

Op het gegeven interval is de oplossing x =0 of x = 2.

sin (2x) = sin (x + 170)

2x=x+im+k-2mof 2x=m— (x +37) + k- 21

x=3n+k-2nof 3x=3n+k 2%

x=im+k-2nof x=5m+k-3m

Op het gegeven interval 1s de oplossing,r:%n,x:%n,x:in of x= 137
sin (x — ¢7) = sin (x + J70)

X—im=x+m+k-2nof x—tn=n— (x +370) + k- 21

Het eerste deel geeft geen oplossing.

Voor het tweede deel geldt 2x= 131+ k - 2. Danis x= 5t + k-7

Op het gegeven interval is de oplossing x = 317, x = 13;7 of x =217
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cos (2x) =cos (x + ¢7)
2x=x+i+k-2mof 2x=—(x+ ) + k- 21
x=i+k-2nof 3x=—im+k-2n

x=i+k-2nof x=—gn+k -

Op het gegeven interval 1s de oplossing,r:%n,x:%n,xz 1757 of x= 147
cos (x— ¢m) = sin (x + ;70

cos (x—tm) = cos (31t — (x + 7))

cos (x— ) = cos (3 —x)

Xx—im=m—x+k-2nof x—tn=—(Gr—x)+k- 2%
=D +k-2n, dus x=5m+ k-7

Het tweede deel geeft geen oplossing.

Op het gegeven interval is de oplossing x = —3;7 of x = 547.
sin (2x+ 170) = cos (x — 37)

sin (2x + 370 = sin (G — (x— 7))

sin (2x + ;1) = sin (—x +270)

2+ M=—x++k-2nof 2x+ =T— (—x+20) + k- 27
x=pn+k-2nof x=—15m+k- 21
I:%}I+k*%ﬁ0fl=—]]—zn+k* 2n

Op het gegeven interval is de oplossing x =7t of x=3¢7.
tan (3x) = tan (x +370)

3x=x+sn+k-T

2x=in+k- T

I:jTE+k*]§E

Op het gegeven interval is de oplossing x = 7, x =37, x = 137, x = 1370, x = 247 of x = 27

sin (2x) = V3cos (x)
2sin (x) - cos (x) = V3. cos (x)

cos (x) =0 of sin (x) =13

IQ-—-

of x=1

=:||._.
L.-:-‘_J:||I -t

Op het gegeven interval 1s de oplossing x = ML, X =3, x =
cos (2x)=5cos (x)+ 2

2cos *(x)— 1 =5¢cos (x) + 2

2¢c0s *(x) = 5cos (x)—3=0

Stel cos(x)=a.

2(a>-2%a—19) =0

2(a-3)(a+3)=0

a=3ofa= —%

cos (x) =3 heeft geen oplossing.

cos (x) =—3 geldt op het gegeven interval voor x = nof x = 15T
cos (2x) =2 — 3s1n (x)

1 —2sin *(x) =2 — 3sin (x)

2sin*(x) = 3sin(x)+1=0

Stel sin(x) = a.

2(a®-13a+%)=0

2(a—1D(a-3=0

a=1 Df.ﬁ:%

:J:‘:_:[|L.!|

sin (x) = | voor x =37 en sin (x) = 3 VOOr X = ¢T, X =

De oplossing is x = :T,J"E, x= 1511: of x= %11:

© Noordhoff Uitgevers by
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sin “(u) +cos *(u) =1
sin?(u) + 3 =1
sin“(u)=1 —%:%

Op het interval [0, ] is sin (1) = 2.

2
sin (¢ + u) = sin (¢) - cos (u) + cos () - sin (u) =3 - sin (1) + £ - cos (1)

Pagina 158:

2n
De periode van f(x) is ——= 31 en de periode van g(x) is 27.
3
De gemeenschappelijke periode is dus 6r.

g(x) = sin (x) + sin (x +37)

2x+1T —im
glx) = Zsin( 23 )«cos(T})

¢(x) = 2sin (x+ 1) - cos (—¢n)
g(x0)=V3-sin (x + in)

V3 - sin Gx) = V3 sin (x +£70)
=x+mtk-2nof x=n— (x+ ;M) +k- 27
—wx=m+k-2nof Bx=2n+k-2%

x=—3n+k-6mof x=3m+ k- 1in
Op het gegeven interval is de oplossing x = 37, x = 1557 of x= 2;57.

02 0@ 06 08 )1

y=cos (4)=2cos 4 (t)— 1=
2(1 =2sin*(1)*— 1 =

2(1 —4sin () +4sin*(1))— 1 =
20l -4 +4xH) — 1=

8xt —8x + 1

Danisa=8, h=—8enc=1.

f'(x)=2cos (2x) - 2 e . —2sin (x)cos (x)
f(x)=4cos (2x)

¢' () =—sin 3x—37m) - 3 m' (x) =

m'(x) =

2V1 —sin*(x)
sin (2x)

g’ (x)=—3sin (3x - in)
h'(x) = 3sin *(x) - cos (x)
-2
cos(x)
6(1 —2tan (x))?
cos*(x)

k' (x)=3(1 —2tan (x))* -

k'(x)=—

202

_Z’hfl —sin’(x)

R |
f n(x)=—sin(V1l-x)——=—- -1
2Vl —x

sin (V1 —x)

2Vl —x

n'(x)=
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12a

13a

f'(x)=cos (x — 37) - sin (2x + 37) + 2sin (x — 370) - cos (2x + §70)
g(x) =cos "'(2x)
g'(x)=—cos "%(2x) - —sin (2x) - 2

() = 2sin (2x)
& W= cos*(2x)
B () = 2x - tan (320) + 22 - ———— -
cos”(3x)
3 el
B (x) = 2x - tan (3x) + ————
cos”(3x)

cos (x) - (cos (x)+ 1) = (sin(x) — 1) - —sin (x)
(cos(x)+1)°
cos”(x) + cos (x) + sin*(x) — sin (x)

(cos (x)+1)*
cos (x) —sin(x) + 1

(cos(x)+1)°

k' (x)=

k' (x)=

k'(x)=

4sin *(x) — 8sin (x)—=5=0

Stel sin (x) =a.

4> - 8a—-5=0

8+ V-4-4.-5 8+12
- 8 8
a:Z%Dfa:—%

sin (x) =25 geeft geen oplossing.

a

sin (x) = —1 geeft op het gegeven interval de oplossing x = ;7 of x = 127

Er moet gelden f“(x) = 0.
£(x)=8cos (x) - sin (x) — 8cos (x) = 8cos (x) - (sin (x)— 1)
Becos(x)-(sin(x)—1)=0

cos(x)=0ofsin(x)=1

x= ]EJ"E of x= 11511:

fGr)=4-1>-8-1-5=-9iseen minimum.
fim)=4- (=17 -8 —1-5=7is een maximum.

Er moet gelden f”(x) = 0.
17 (x) ==8sin (x) - (sin (x) — 1) + 8cos (x) - cos (x)
1”(x) =—8sin *(x) + 8sin (x) + 8cos *x
17 (x) =—8sin *(x) + 8sin (x) + 8(1 — sin *(x))
17 (x) =—16sin *(x) + 8sin (x) + 8

—16sin *(x) + 8sin (x) + 8 =0

sin?(x) —3sin (x) =3 =0

(sin (x) = 1)(sin (x) +3) =0
sin (x) = 1 of sin (x) = —

Op het gegeven interval 1s de oplossing x = sm,x = limof x= 127

Voor x = 37 is er een minimum, dus geen buigpunt.

falmy=4-(-12-8- —-1-5=0enf(I2m)=4- (-1p-8. —-1-5=0

De codrdinaten van de buigpunten zijn (17, 0) en (12, 0).

flx)=sin (2x) — 2sin (x)

flx)= 2sin (x)cos (x) — 2sin (x)
flx)=2sin (x) - (cos (x) — 1)
fix)=0als sin (x) =0of cos (x) =1

Op het gegeven interval is de oplossing x=-1, x=0, x=7, x=2wenx =37

© Noordhoff Uitgevers by

VAARDIGHEDEMN 3

203



b

14a

15a

VAARDIGHEDEMN 3

Er moet gelden f“(x) = 0.

£(x)=2cos (2x) — 2cos (x)

2c0s (2x)+ 2cos (x)=0

cos (2x) = cos (x)

2x=x+k-2nof 2x=—x+k- 21

x=k-2m Dfxzk*_%ﬂ

Op het gegeven interval 1s de oplossing
IZ—%E,IZO,IZ%E,IZ l%:ﬂ:,xz 2 of x= 2%:1:.
Dat geeft (-2, 13V3), (0,0), Gr, — 13V3), (1ir, 11V3), 27, 0) en 23w, — 11V3).
Voor de buigpunten geldt f”(x) = 0.

17 (x) =2sin (x)(1 —4cos (x))

17 (x) = —4sin (2x) + 2sin (x)

1”(x) =—8sin (x)cos (x) + 2sin (x)

2s1n (x)(1 —4cos (x)) =0

sin (x) =0 of cos (x) =3
Alssin(x)=0dan1scos (x) =—1 of cos (x) = 1.

Voor de punten met cos (x) =—1 geldt f'(x) =2(2cos *(x) — 1) = 2cos (x)=2-1+2 =4,
Voor de punten met cos (x) = 1 geldt f’(x) = 2(2cos *(x) — 1) = 2cos (x)=2-1-2=0.

Als cos (x) =7 geldt cos (2x) =2cos?(x) = 1 =2 (3> = 1 =—L.
In deze punten geldt f'(x) =2cos (2x) — 2cos (x) =2+ —5—-2-5=—24.
In de buigpunten kan de helling de waarden — 23, 0 of 4 aannemen.

De gratiek heeft een verticale asymptoten als sin (x) — cos (x) = 0.
sin (x) = cos (x)

tan(x)=1

x=imenx=1im zijn de vergelijkingen van de verticale asymptoten.
Voor punten met een horizontale raaklijn geldt f”(x) = 0.

(cos (x) —sin (x)) (sin (x) — cos (x)) — (sin (x) + cos (x)) (cos (x) + sin (x))

e (sin (x) — cos (x))?
F1(0) = —c082(x) — sin2(x) + 2sin (x)cos (x) — (sin2(x) + cos2 (x) + 2sin (x)cos (x))
(sin (x) — cos (x))?
£ = — 1+ 2sin (x)cos (x) = 1 = 2sin (x)cos (x)
(sin (x) — cos (X))
f00= =2

(sin (x) —cos (x))*

f’(x)# 0 voor elke waarde van het domein, dus heeft f(x) geen punten met een
horizontale raaklijn.

Pagina 159:

F(x)=—35cos (3x)+¢

G(x)=—cos (x)+sin(x)+ ¢

h(x)=2cos *(x)=(2cos *(x)— D+ 1 =cos (2x) + 1
H(x)=3sin (2x) +x + ¢

k(x)=6s1n (x)cos (x) = 3sin (2x)

K(x)=—13cos (2x) + ¢

204a
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16a sin (x) dx= [ — cos ﬁx)] =0--13=2\3

(x+ cos (2x)) dx = [3x° + 3sin (2x) T = 312

S—= :=|"———-;

c J (4sin (3x) — 3cos (4x)) dr = [ —3cos (3x) — 3sin (40) [7= (§+3V3) - (-3-0)=23+3V3

]
n n n

J (1 +sin (x)*dx = J (1+ 2sin (x) + sin?(x)) dx = J (1+ 2sin (x) = 3(1 = 2sin?(x)) +1) dx =

0 0 0
n

J (1 + 2sin (x) —3c08 (2x) +3) dx=[ 15x - 2cos (x) — 3sin (2x) P"= Bn-2)— —-2=3n

0

17  De evenwichtsstand is y =0 en de nulpunten zijn x= %—Jﬂ: enx= 1%11:.
1in

I (sin (x) — V3cos (x)) dx= [ — cos (x) — V3sin (x)]!i‘: = G+1)-(—5-1)=4

i

s

18a J (sin (x) — sin*(x)) dx
0
b H'(x)=-3a-cos*x)-sin (x)
H'(x)=-3a(l —sin *(x)) - sin (x)
H'(x)=-3a - sin (x) + 3asin *(x)
H'(x)=f(x)—g(x) voor a=—1

c J (sin (x) = sin*(x)) dx=[ —3c0s’ (W) [F=3- —3=3
0

d g(x)=sin"(x)=sin*(x) - sin (x) = (1 — cos *(x)) - sin (x) = sin (x) — cos *(x) - sin (x)
Een primitieve is G (x) = —cos (x) + jcos* (x) + c.

19a  De nulpunten zijn te vinden bij sin (x) =0 of cos (2x) = 0.
Op het gegeven interval is de oplossing x =0, x= 471, x =T, x =T, x = 17, x = 1370, x = 2.
b De grafiek is puntsymmetrisch in punt (7, 0).
Te bewijzen: —f(1+x) =f(T—x).
—A(m+x) =—sin (T +x) - cos (21w + 2x) = sin (x) - cos (2x) =
sin (T —a) -cos (2n— 2x)=f(m—x)
¢ f'(x)=cos (x)-cos (2x) — 2sin (x) - sin (2x)
f(x)=cos (x) - cos (2x) — 2sin (x) - 2sin (x) - cos (x)
f(x)=cos (x) - (cos (2x) — 4sin *(x))
f(x)=cos (x) - (1 = 2sin *(x) — 4sin *(x))
f(x)=cos (x) - (1 — 6sin *(x))
d Ermoet gelden f'(x)=0
cos (x)- (I =6sin*(x)) =0
cos (x)=0of sin“(x) =¢
cos (x) =0, sin (x) =—2V6 of sin (x) =1V/6
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Het eerste deel van de oplossing uitwerken:
cos (x) =0 voor x=1371 of x = 13T

fGr) =sin(3n) -cos (M) =1- — 1 =~1
fsm)=sin (137w) -cos Bn)=—1- - 1=1
Het tweede deel van de oplossing uitwerken:

Voor sin (x) = —2V6 of sin (x) = V6 geldt cos (2x)=1—-2sin*(x)=1-2-1=2
f(x)=sin (x) - cos (2x) =—V6 - 2= -1V/6 of f(x) = sin (x) - cos (2x) = V6 - 2= 1V6.

De minima zijn dus —1 en — 36 en de maxima zijn dus 1 en 3V6.
e Bij opdracht b is bewezen dat de grafiek puntsymmetrisch is in punt (7, 0).
Dat betekent dat de ingesloten gebieden boven en onder de x-as gelijk zijn.
De oppervlakte is dus 0.
f  F'(x)=3acos *(x) - —sin x + 2bcos (x) - —sin (x) — ¢sin (x)
F'(x)=sinx - (—=3a-cos?(x)—2b-cos (x)—c)
Omdat F’(x) =f(x) geldt —3a - cos *(x) — 2b - cos (x) — ¢ = cos (2x) = 2cos *(x) — 1.
Hieruit volgt a=—3, b=0enc=1.

IT':

g Jf(x) dx=[ —3cos’®(x) + cos (I)]i =(-42)- B2)=-22

4

Extra oefening - Basis
Pagina 160:

B1a 2sin(f)-cos(t)=1
sin (21) =3
dt=¢n+k-2nof 2t=2n+k 2%
t=psm+k-moft=0m+k-T
Op het gegeven interval 1s de oplossing t = BT, t=131, t = 1557 of t = 1557
b 2(cos*(f)—sin-*()=1
2cos (2) =1
cos (21) =3
2t=in+k-2nof 2t=3n+k 2%
t=im+k-nof t=2n+k- T

:J.::_-:||L.!|

Op het gegeven interval 1s de oplossing t = L t=2m,t=lzmwoft=1

2a sin’(x)=sin(x) - sin *(x) = sin (x)(1 — cos *(x)) = sin (x) — sin (x) - cos *(x)
b F'(x)=sin(x)+ 3-3cos*(x) - —sin (x)=sin (x) — sin () - cos2(x) = f(x)
(zie opdracht a).

s

c Jsin-*(x)dx: [—cos () +3cos* ) F=(1-PD—(=1+3)=13

0

3a De grafieken vallen samen.

AVANES
VAV,

b flx)=sin (x) — sin *(x) = sin (x)(1 — sin *(x)) = sin (x) - cos *(x) = g(x)
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B-4a

B-5

Ba

EXTRA OEFENINGEMN

De grafiek heeft 25 nulpunten.

i

dN

Tx+3 Tx—3
f(x)=cos (7x) — cos (Sx)z—x_sin( I,) JE):@im( I,) JE):—J.:aim (6x) - sin (x)

F

F

Er moet gelden f(x) = 0.

sin (6x) =0 of sin(x)=0
bx=k-mofx=k-m

x=k-imof x=k-m

De nulpunten op het gegeven interval zijn
I:U,I:éﬂ,l: _%TE,I: %E,I:%E,I:%TE en x=T.
cos (Tx) —cos (5x) =0

cos (7Tx) = cos (5x)

Tx=5+k-2nof Tx=-5x+k-2m
2x=k-2nof 12x=k-2n
x=k-mofx=k-in

Dit geeft inderdaad dezelfde antwoorden.

4-1y=4—1(@cos (1) =4—7- 16cos*(H) =4 — dcos?(H) =4 —4(1 —sin(r) =4sin>(t) = x
Pagina 161:
f(x)=2e*—4de* =2e' (e - 2)

f'(x)=0voor e* =0 (geen oplossing) of e*= 2, dus x=In (2).
Eris een minimum f(In (2)) =4 -8 =—-4.

1 2 2
g =2-Ink)-———=—(n(x)-1)
X X x

g(x)=0voorln(x)=1,dus x=e.
Eris een minimum g(e)=1-2=-1.
1

hW(x)=2\9 -+ —— — 2
:2“'»“'9—13
B () =20 — ¥ - ———
VO — x°
2x(9 — ° :
= 2 ) x
VO —x? VO —x?
18x — 3x°
h;(_x)zl—,——x
VO — x°
H(x)=0als 18x— 3 =0
18— 37 =0

x(I18 =3x) =0

x=0o0of I8 =3x

x=0,x=— V6 of x=V6

h(0) =0 1s een minimum.
h(—V6)=h(V6) =6V3 zijn maxima.
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d

8a

EXTRA OEFENINGEMN

k'(x) = 3sin 2(x) - cos (x) + 6sin (x) - cos (x) = 3sin (x) - cos (x) - (sin (x) + 2)
k'(x)=0 voor sin (x) = 0 of cos (x) =0.

Dit geldt voor x = k - 57t

k(0) = k(m) = k(2m) = 0 zijn minima.

k(3m) =4 en k(157) = 2 zijn maxima.

Er moet gelden f”(x) = 0.
fx)=d-e*—dx-e*=4de (1l —x)
ffay=—4e - (1—x)+4de - —I

f7(x)=—8e *+4dxe™

[ =4e(x-2)

f"(x)=0voorx=2en f(2)=8e°.

De codrdinaten van het buigpunt zijn (2, 8e°).

Er moet gelden g”(x) = 0.
—6-4e>  —24e>

8= ey~ (14207

" ) = — 48e™ - (1 +4e™ +4de™) + 24e™ - (8e™ + 16e™)
8 - (1 + 229

" () = 48e™ — 192e* — 192e% + 192e* + 384e™
& - (1 + 22

; _ 4Selt+ lgze{u 48&1[(434'[— 1)
g" ()= 5 = 5

(1 +2e™)* (1 +2e)*

g"(x)=0alsde*-1=0

(2e*+ D(2e*—1)=0

2e** + 1 =0 heeft geen oplossing

2e — 1 =0 geeft e =3, dus 2x=1n (3) ofwel x = 3In ().

fGln () = 3, dus de covrdinaten van het buigpunt zijn (In (3), 3).

fix) heeft een verticale asymptoot als 3x+2 =0, dus als x=— 4.

Voor hele grote en kleine waarden van x nadert f(x) naar -2,

dus een horizontale asymptoot is y = —2.

g(x) heeft een verticale asymptoot als x + 2=0,dus als x=-2.

Voor hele grote waarden van x nadert g (x) naar 3, dus een horizontale asymptoot is y= 3.
Voor hele kleine waarden van x nadert g (x) naar — 3, dus een horizontale asymptoot is y = —3.
k(x) heeft een verticale asymptoot als e* —e =0, dus voor x= 1.

Voor hele grote waarden van x nadert k(x) naar 2, dus een horizontale asymptoot is y= 2.
Voor hele kleine waarden van x nadert k(x) naar O, dus een horizontale asymptoot is y = 0.
[(x) heeft een verticale asymptoot als x+ 2 =0, dus als x=-2.

(Merk op dat x =0 geen verticale asymptoot 1s.)

Voor hele grote en kleine waarden van x nadert /(x) naar 0, dus een horizontale
asymptoot is y = 0.

208
@ Noordhoff Uitgevers by



EXTRA OEFENINGEMN

B-9a  De nulpunten blijven gelijk, dus g(x) gaat door (0, 0), (1, 0) en (3,0).
De toppen worden (3, (=3)?) = (3, Pen (2,22 = (2, 4).
Een schets ziet er als volgt uit.

¥y

b Hetdeel van de grafiek van f(x) rechts van de x-as grafiek wordt gespiegeld in de y-as.

Een schets ziet er als volgt uit.

¥y
3

c  De grafiek van lf(x)| ontstaat door de grafiek van f(x) te spiegelen in de x-as.
Vervolgens de wortel van de y-waarden nemen geeft de volgende schets.
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B-10

G

G

2a

3a

EXTRA OEFENINGEMN

1

") =Vp—P+ (x=2) ——— —2x
T P 2Vp—2
— x(x=2
f (x)=vp—f—"‘L)
P ‘kap__rz

— 0 —
frO)=Vp——==Vp=4,dusp=16
P Vp
Extra oefening - Gemengd

Pagina 162:

cos (1) +sin(f) cos (1) —sin () cos*(t) —sin*(1) cos (21)

cos (2t)

cos (1) —sin (1) ‘ cos (f) —sin (1) cos2(¢) — 2cos (¢)sin (£) + sin2(£) - 1 — 2cos (t)sin (1) - 1 —sin(21)

Voor het snijpunt met de x-as geldt y =0.

4sin *(1) -cos *(1)=0

sin(t)=0ofcos (t)=0

t=k- ]EJ"E

Voor deze waarden van ¢ geldt x= 2, dus het snijpunt is (2, 0).

4sin *(1) - cos (1) = (2sin (¢) - cos (1)* = sin *(21)

(2x—4) =202+ %sin 21))—4)y =4 +sin (2t)—4) =sin*(2t) =y

Dus de punten van K liggen op de grafiek van p(x).

, dus het

[ | =

x =2 +13sin (27) kan waarden aannemen tussen 2 —3=13en2 +3=2
domein is [ 13, 21].

dx
= 3cos (1) — 3cos (3t)

dy
— =—3sin (¢) + 3sin (31)
dt

dy dx
De kromme heeft een horizontale raaklijn als geldt d_i: 0 en — 0.

dt
—3sin (t) + 3sin (31) =0
sin (3t)—sin (1) =0
2s1in (1) - cos (2t)=0
sin (t)=0ofcos (2t)=0
t=0,t=4m,t=3M,t=",t= lm, t=13m of t=2n
De kromme heeft een verticale raaklyn als geldt E: 0 en % #+ 0.
3cos (1) — 3cos (31)=0
cos () —cos (31)=0
=2sin (21) - sin (=) =10
2s1in (21) -sin (1) =0
sin (2t)=0of sin () =0
t=0,t=1m,t=",t= liment= 2%
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EXTRA OEFENINGEMN

De punten t =0, t=men t=2n vervallen, want een raaklijn kan niet horizontaal en verticaal zijn.
Er zijn horizontale raaklijnen voor t = jﬂr, t= %11:, t= ljﬂt ent= l%ﬂ:.
Er zijn verticale raaklijnen voor ¢ = 37 en t = 157

c v= \f(%)_+ (%)_ =V (=3sin(#) + 3sin (39)* + (3cos () — 3cos (31)2

Voort=0ent=misv=0.

dx
d E: 3(cos(t)—cos(31))=3- —=2sin(2¢) - sin( =) =6sin2(¢) - sin ()

dy
g: —3(sin (3t) = 3sin (1)) =3 - 2sin () - cos (2t) = 6sin (1) - cos (21)

e v=V(6sin (27)-sin (1)) + (6sin (1) - cos (21))?
v=136sin2(21) - sin2(7) + 36sin2(7) - cos 2(21)
v=136sin2(¢) - (sin2(2¢) + cos 2(21)
v="36sin>(1) = 6/sin (¢)|

f  Voor0<¢<m geldt: v'(¢) = 6cos (1)

V(1) = 0 voor 6cos(t) =0

Dit 1s het geval voor t = 5. Dit geeft het punt (4, 0).
Voor 1t < t < 27 geldt: v'(f) =— 6¢os (1)

V(1) =0 voor — 6cos(1)=0

Dit is het geval voor t = 15m. Dit geeft het punt (=4, 0).
De baansnelheid 1s maximaal in (—4, 0) en (4, 0).

Pagina 163:
y
G-4a 4
3
2
1
-1 o 1 2 3 4 5 ¥
-1

b  De verticale asymptoot is de y-as (x=0).
De horizontale asymptoot is de x-as (v = 0).
c fix)=0alsIn*(x)+2In (x)=0en 2x= 0.
In*(x) +2In (x)=0
In(x)(In (x) +2)=0
In(x)=0o0fIn (x) =-2

1
De nulpunten zijn x=1 of x=e*=—,
&
In(x)-1+2-1) - 2x— (In2(x) + 2In (x)) - 2
d f= ' | 2
4x*
£ = 4In (x) +4 — 211:3&) —41n (x)
4x*

211
@ Noordhoff Uitgevers by



G

5a

EXTRA OEFENINGEMN

PRSI LNC)
4x°
oo 2—In*(x)
f (I)_—sz

De gratfiek heeft een minimum tussen O en 1.
Voor een minimum geldt f'(x) =0,

2-1In’
22100 s 2 In2(0) =0
2x-

Dit geldt voor In (x) =—V2 of In (x) = V2.
Dan is x =e~'? of x =e'2. Het minimum hoort bij x = e~ "%,
eI e 2-2
2-e " 2.e7
Het bereik is dan [ (1 —V2)e'2, —).
Er moet gelden f”(x) = 0.
—2In(x) -1 2x° = (2-1n*(x)) - 4x

(1=2)-e\2

f )= 4

dx
o —4x-In(x)—8x+4x-In*(x)
f= 4t

F(x)=0als —4xln (x) — 8x + 4xIn 3(x) =0

dx(In*(x)—In(x) —2)=0

dx=0o0f (In(x)=2)(In(x)+ 1)=0

x=0ofIn(x)=2of In (x)=-1

x= (0 behoort niet tot het domein van f.

Er zijn buigpunten bij x = ¢’ en x=x.
In*(e’)+2In(e*) 4

fe)="—""a =g

f(l)_lnz(%)+21n(.]—:)_—1_ .
e)” 2.y Tz

De buigpunten zijn (¢?, ) en (¢, —3e).

Eerst de x-coordinaten van de snijpunten zoeken.

(X +2x+2)-e'=@dx+2)-e"

e *=0of X +2x+2=4x+2

e " =0 heeft geen oplossing.

x¥—=2x=0

x(x=2)=0

De x-coordinaten van de snijpunten zijjn x=0en x = 2.
Uit de grafiek valt af te lezen f(x) < g(x) voor [0, 2].
GxX)=a-e*—(ax+b)-e*=(—ax+a—-bh)-e*
G'(x)=gx),dusa=—-4enb=—06.

Eerst het snijpunt bepalen van de grafiek van g(x) met de horizontale as.

(4x+2)-e =0 geeftdx+2=0, dus x=—3.

0 0

Jgﬂr)dﬁﬁ J (4x+2)-e"dx= [((—41— 6)*6"“]!:—6+41E
J;E(I)= (21+_2‘3) e = (P +2x+2)-et=—xt e
f)=—2x-e*+x-e*

F7(0)=f"(2) =0, dus in beide snijpunten heeft de grafiek van feen buigpunt.
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EXTRA OEFENINGEMN

G-6a Voorx<0Oen | <x<3 worden de waarden van y twee keer zo groot.
Voor O<x<1lenx>3 geldt f(x)+—f(x)=0
Een schets van g(x) ziet er als volgt uit.
y
20

15

10

b De nulpunten van f(x) worden verticale asymptoten van /(x).

h(x)is gedefinieerd voor x <Oen 1 <x<3.
Hoe kleiner de waarde van f(x) hoe groter de waarde van /i (x) en andersom.
Een schets van h(x) ziet er als volgt uit.

¥
20
15

10

/R

=2 =1 o 1 2 3 4

c  Voorxz0is k(x)=f(x+ 2), dus verschuift de grafiek twee naar links.
Voor x<01s k(x)=fl —x+ 2), dus een spiegeling van het deel aan de rechterkant

van de y-as.
Een schets van de grafiek ziet er als volgt uit.

el BN

=10

=15

G-7a  Bereken bijvoorbeeld het snijpunt van f (x) = In 2(x) enf,(x)=In *(x) = In (x).
In *(x) —In (x) = In *(x) geldt voor x = 1.
fp(l) =In*(1)—p-In(1)=0, dus alle grafieken gaan door (1, 0).
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b

V-1a

V-2a

V-3a

EXTRA OEFENINGEMN

Er moet gelden fp’(x) =0.
or) — 1 .1

ﬁ}(r)—f*ln(x)*x—px

f/@=_2-In()-p)

f/(x)=0als 2In (x) = p.
Fon o @ =In?(x) = 2In (x) - In (x) = —In *(x)

De toppen van f (x) liggen dus op y =—In*(x).

Extra oefening - Vaardigheden
Pagina 164:

F(x)=6x—6x°
g’(x): 3-2%1n (2) —-2.3.1n (3)
g=In(8)-2'~1n(9)-3

1 3
h'(x)= 3=

3x-5 3x-5
| |

r—Tx In(2)
2x=7

In (2) (x> = 7x)

k' (x) = 2x—7

k' (x)=

m'(x)=6x-e'+ 3x* e
m'(x)=3x-e"(2+x)

6x- (10 +4x+x7) —3x7 (4 + 2x)
(10+4x+x°)°
(4+2x) - 3x—=(10+4x+x7)-3

g ()= 0

32+ 1) - Gr—5) - 2x
(x*+ 1)

fr)=

h'(x) =

1
2e™ -3
P(x)=23+1)-3"-1n(3)

n'(x)=

n'(x)=

g x)=3x"In(2x+ 1)+ x°-

q’(r)zf(iiln (2x+1)+

B 2)31[‘ (et_l_ 1)_61[‘&"

K (" + 1)

l
2x+1

-2

i)

2x+

] ~ — ]
T (1 +"|.“’I)—"n.“’x*—_,—i,r_.-;

m'(x) = (1 + Va2

10x- (5*+2)-5x*-In(5) - 5

n'(x)=

(5°+2)

f(x)=2e*, dus f'(2) = 2e*. De richtingscoéfficiént van de raaklijn is 2e*,

fi2)=e* +e, dus de raaklijn gaat door (2, e* +e).
Invullenvan (2, e*+e)iny=2e*- x+ b geeft b= 3e* +e.
De vergelijking van de raaklijn is y = 2e“x — 3e* +e.

—7 -2
"(x) = Cdus g'(=7)=1+.
& 2V9-Tx — x° 5 o

g(—=7) =13, dus de raaklijn gaat door (-7, 3).

Invullen van (=7,3)in y= lix + b geeft b= 113,
De vergelijking van de raaklijnis y= ltx + 113,

3 2x+1)-2x
h'(x)= dush'(=1)=-1.
(x) oDy (-1)
h( =1)=1, dus de raakliyn gaat door (-1, 1).
Invullen van (=1, 1) iny=—-x+b geeft b =0.

De vergelijking van de raaklijnis y = —x.
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V-4a

V-7a

EXTRA OEFENINGEMN

el 2y 2i+1 Lx
P P Ca > . 2 dus k0 =1e.
(e™+ 1) )
k(0) = Je, dus de raaklijn gaat door (0, Je).
Invullen van (0,3e)in y =je - x + b geeft b = le.
De vergelijking van de raaklijn is y = jex + se.

(= 2x)dx = [* —x°]6=288 — 0 =288

1
(3 l)dxz[%ln Bx—DF=3n14-n5=13In(23)
o >

Gx—1Pde= [Gx-1)°P,=0-243=-243

1 11 15
];lt—ld_x: _’;_ %1x—| 3 _ g ———=_
) oy @'} 21n (0.5) (32 2) 641n (0,5)

—_— _'L_"-———-‘m [ f— P —

Pagina 165:

Het snijpunt van f(x) met de x-as is (=3, 0).
De x-codrdinaat van het snijpunt van f(x) en g(x) bereken je met 13x+ 43 = V8—x.
3x+9=2V8—x
Ox* +54x + 81 =32 — 4x
Ox* +58x+49=0
-55+1£40
18
x=—2 (voldoet) of x = —5:% (voldoet niet)
Het snijpunt van het te onderzoeken gebied heeft x-codrdinaat x = -2

xX=

8 8

Jf(x)dx+ Jg(x)dxz J(l%x+4]5) dx + J%’ﬁdx:
-3

5 5

-3 -5
G+ 4b] + [ -3 -0V8—x —xf =R R 045 83VEI 3R + 3 83VE]
8 8
De oppervlakte kan berekend worden met J g(x) dx— J flx) dx.
8 8 0 6
J (Gx+8) dx — J (3¢ = 2x—6) dv = [ + 8x ¥ — [gxr' - —6x [P =72 - 95 =623
0 G
F=3x*-4=0 b In*x)—In*x)—-2=0
Stel p = x*. Stel p =1n *(x).
p*=3p-4=0 pPP—p—-2=0
(p=Dp+1)=0 (p=2)(p+1)=0
p=4ofp=-1 p=2of p=-1
xX'=4 of x*=-1 In*(x) =2 of In*(x) =1
x=V2 of x=—V2 of geen oplossing In(x)= £ V2 of geen oplossing

| _
xX=—= of x=e"*
a2
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EXTRA OEFENINGEMN

x—TVx+12=0 16"—5-4"—14=0
S[E:lp:"n,“’;_ Stel p=4"*
p’=Tp+12=0 pPP—5p—14=0
(p=3)p-4=0 (p—=N(p+2)=0
p=3of p=4 p=T7of p=-2
Va=3of Vx=4 4=Tof4'=-2
x=9of x=16 x="log (7) of geen oplossing
16 4 g ©-5xVx+6=0
2 x *7Y Stel p = xVx.
Stel p=2 pi=3p+6=0
(p—3)p-2)=0
p’—p—2=0 p=3ofp=2
(p+1D(p-2)=0 V=3 of xVx=2
p=—lofp=2 r=9ofx'=4
i:—l of izz x=V9 of x=V4
X X 25 10
x=—4ofx=2 NG e 0
e —8e'—-20=0 Stelpzi_
p=¢ ) x+1
pr—8p—20=0 pr+2p—3=0
(p—10)(p+2)=0 (p+3)(p-1H=0
p=10of p=-2 p=-3ofp=1
e'=10ofe'=-2 5 5
x=1In(10) of geen oplossing ;z—S of ol 1

x=-2iof x=4

Uit de tweede vergelijjking volgt x=—4y —7.

Vul de tweede vergelijking in de eerste vergelijking in.
2(—dy-=T)=Ty=16

=15y =30

y=-2

Danisx=-4--2-7=1. De oplossing van het stelsel is x=1eny=-2.
Vul de tweede vergelijking in de eerste in.

2 +3(7-4x)=11

27— 12x+10=0

X—6x+5=0

(x=5x-1)=0

x=50fx=1

Bijx=5hoorty=7-4-5=-13.
Byyx=1hoorty=7-4-1=3.Deoplossingisx=5eny=—130ofx=1eny=3.
Uit de eerste vergelijking volgt x =4y + 1.

Vul de eerste vergelijking in de tweede vergelijking in.

dy+1)-y=-3

dy*+y+3=0

dy*+y+3=0

Van deze tweedegraads vergelijking 1s de discriminant D=1-4-4 -3 =-47 <0,
dus er is geen oplossing.
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De eerste vergelijking invullen in de tweede vergelijking geeft x* + (3Vx)%=90.

¥+9%-90=0
x+15)x-6)=0
x=-150fx=6

Voor x =15 is de bovenste vergelijking niet gedefinieerd, dus de oplossing is
x=b6eny= 36

Uit de eerste vergelijking volgt x =7y — 3.

Vul de eerste vergelijking in de tweede vergelijking in.

15y =2(Ty-3)=8

v+6=8

y=2

Byjy=2hoortx=7-2-3=11. Deoplossingisx=1leny=2.
Uit de eerste vergelijking volgt x= —3y + 3.

Vul de eerste vergelijking in de tweede vergelijking in.
2-(=%y+3)-y+y=—06

3P +3y+y=—06

-5+ +6=0

8y —=Ty—18=0
7 +£25
y=
16

y=2of y=—1§
Bl_] y= Zhﬂﬂf[_l'z—%*z-l-%:—z_Bij }"z_l%hﬂﬂftl—:—

I

C—13+3=2¢
De oplossing van het stelsel isx=—2eny=2 of x= 2% eny=-— l%
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Examenvoorbereiding

Pagina 168:

1a Uit 6x — 4}{lmlg[ﬁx}4duq13‘-_‘~*;Dqu 3, =)
Omdat Vex—4 > 0is 10+V6x—4 > 10 en 1-:B =[10, —).
b D =Renmet(x—3)>20vindjeB, =[-8, —>>
Uit9 - x>0 volgt 3{1{3dquh_( 3, 3). Met “log(9 — x*) £ 2 volgt B, = (&, 6].

d Ermoetgeldenx®—2x-3#0,0ofwel (x—=3)(x+ 1) 20,dus D, ={—, - Hu(-1,3) U3, =)
5
Omdat —3 # 01is k(x) #-=1. Verder is x*— 2x—3=2—4, dus voor -1 <x<3
_x__
5
geldt — < -225.Dus B, = (<, -2,25) U (-1, —).
x—2x-3

Pagina 169:

2a  De grafiek heeft geen asymptoten.

b Uitgx)= - volgt dat de grafiek van g de lijn y =3 = 15 als
2

horizontale asymptoot heeft.
Met 3x* — 6x = 3x(x —2) =0 vind je de verticale asymptoten x =0 en x = 2.
c Alsx— eodan i(x) — 25+ 0 =25 dus de horizontale asymptoot is y = 25.
Eris geen verticale asymptoot.
d Eris alleen een horizontale asymptoot: y =0.

Pagina 170:

3a g)=f20)+4=2x)"+62x)+1+4=4+12x+5
b gx)=-4 +f(x—3):—4((1—3)3+6(1—3)+ )=—4(x*—6x+9+6x—18+1)=—4x"+32
g)=2-flx)—-T=2(x+6x+1)-T7=2x"+12x-5

¥
da
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5a

Ba

7a

fx)=(x=-1) -1+

—— i1s symmetrisch inde lin x = 1.
—1)2—a > anx

Er moet gelden f(1 — p) =f(1 + p).
5
(I-pyr-2-(1-p)-3
5
1 -2p+p"—2+2p-3

f(l=p)=(1-=pyr-2-(1-p)+

f(l=p)=1-2p+p*=2+2p+

fll=p)=p*=1+—;
p =4

5
(I+p)r=2-(1+p)-3
5
1 +2p+p*—2-2p-3

fA+p)=1+p)P=-2-(1+p)+

f(l+p)=1+2p+p*-2-2p+

fl+p)=p*—1+—;
p =4

Dus f(1 — p) =f(1 + p) voor elke waarde van p.
h(x)=g(=x)= (=x)’ = 6(=x)>+ 8 - —x + 10 =—x* — 6x* — 8x + 10

Pagina 171:

Uit 3x— 8 =0 volgt x = §=23 dus D,= (23, —=).

EXANMENVOORBEREIDING

Uitx— 1520 volgt x < —VI5 of x> V15 dus D, = (< , =V15]U [V15, —=).

Omdat x* + 15 > 0 voor elke waarde van x is D = R.

10
l+x=1,dus0< I+ < 10. Dit geeft B, =(0, 10].

q =

Omdat n(x) =2Vx* +5 2 2V5is B =[2V5, —).
Omdat p(x)=30—-6V4 —9x < 30is B = (<, 30].

Pagina 172:

2x

4y = Txr =-3x c
4 =T +3x =0
x=0of 4x-Tx+3=0

x+l_x—3:
12(x=3)—2x(x+ D)=="3x+ DH(x-3)

-3

7T+1 12x—36 - 2x* — 2x=-3(x*—2x - 3)

x=0of x=——

8 X+4x—-45=0

x=0of x=1o0ofx=3

(=3x+ 5)* = 16x*

(=3x+ 5)* =(4x)° d
S3x+5=4dx of = 3x+5=-4x

—Jx==5of x=-5

I:%Dfl: -5

x+9)(x-5=0

x=-9 of x=5
2x=3)(x-3x+2)=x-2)
(2x=3)x=2)(x - 1)=(x-2)
x—=2=0of 2x=3)x-1=x-2
x=2of 2x¥*—6x+5=0

x=2 of geen oplossing (D < 0)
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8a

9a

EXANMENVOORBEREIDING

%X“+I=0
%x(ra+2)=0
x=00of x=V-2= —126

3x—4<23x+5
$x—4<5

%<9

2x<27

x <135

De oplossing is { <, 133].
Snijpunten voor x<0 of x=35:
X —S5x=3x-21
K=5ix+25=
(x=5)(x-5=0

x=35 of geen oplossing

Snijpunten voor 0 < x < 5:

— X +5x=3x-23
K—dix—25=

(x=5)(x+5=0

geen oplossing

Eris alleen een snijpunt bij x = 5.
De oplossing is (<, 5) U (5, —).

Pagina 173:

4+V1-2x=7
V1-2x=3
1-2x=9

2x=-8

x=—4, voldoet
dx+V1-2x=1
VI—2x=1-4x

1 —2x=(1 —4x)*

1 -2x=1-8x+16x°
16x* —6x=0
x(16x—-6) =0
I:UDfI:%:%
Alleen x = 0 voldoet.
—l+"~“’m=1
V2 +T=x+1
r+T7=x"+2x+1
2x=06

x= 3, voldoet

220

2x—-3 x-5

x+2 :_1'— 1
2x—=3)x—D=x-5)(x+2)
2 —=5x+3=x"-3x-10
r=2x+13=0
D=4-52<0

geen oplossing

¥ =2x"=28x
P¥=2x"=8x=20
xx—HHix+2)=20

Aflezen geeft de oplossing [ — 2, 0]u [4, —).

1+V6—x=1+2

Vo—x=ix+1

6—x=p +x+1

2 +2x-5=0

X+8x—-20=0

x+10)(x-2)=0

x=—10ofx=2

Alleen x= 2 voldoet.

Met een plot en het domein vind je de
oplossing (2, 6].

V2 =3 —x=3

V2 —3=3+x

r¥—=3=9+6x+x"

6x=—12

x=-2, voldoet

7-20Vx=Vx+5

(7-2Vx)P=x+5

49 -28\x+4dx=x+5

—28Vx=—3x—44

(28Vx)? = (3x+44)?

784x = 9% + 264x + 1936

9x% — 520x + 1936 = 0
520 + 448

T8

x=53]of x=4

Alleen x= 4 voldoet.
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10a

11a

12a

13a

12p—3)=8p(4g +5)
14p — 21 =32pg + 40p
—26p —21=32pgq
—26p —32pg =21
p(=26 —32¢g) =21

21

P="26+32

Pagina 174:

a+3(8—2p)=6
a+24—-6p==6
a=06p—18
=10+3(5p+1)

Sp+1
a=1005p+ 1)+ 3(5p + 1)?

EXANMENVOORBEREIDING

13p—4(qg+2)=pq
B3p—-4q-8=pq
13p—pg=4qg+8
p(13—g)=4qg+38

P:

4q +8
13—¢g

0,3g+ 1,.2pg—-4,5=0
3g+12pg—-45=10
12pg=45-3q

45 -3¢

P:

Tg —

15-¢g

12¢g

p+8 3
3(7q—-3p)=4(p+8)
2lg—-9p=4p + 32
-13p=32-2lg
21g—-32

P:

13

3pi

4p

2(6p) + 3a(6p) =20

6p +9ap =

=

a=b-—

10— 6p
9
b’ =

10

p=1-(p-1°
a=(p-Dl-p+1)
a=(p-1)(2-p)

a=—-p*+3p-2
De pijlenketting bij functie fis: ... = ... —> ...
De omgekeerde pijlenketting is: ... <—— ... <=
x+2 ]
De inverse functie van fis k(x) = T, Tt
De pijlenketting bij functie g is: ... —> ... —> > L
De omgekeerde pijlenketting is: ... —2> ... —2» . — =
: N : I 1 I 2 4 L2
De inverse functie van gisl(x) =5-| — =3\ — —+3.
) —2 A A
De pijlenketting bij functie i is: ... = _.. =
De omgekeerde pijlenketting is: ... <—— .. «—— _. A
De inverse functie van iism(x)=—1-((x =2y -4)=—(x=-2)' + 4.
Pagina 175:
Va+V/b=25 b 2ab’+1=5
Vb=25-Va 2ab* =4
b=(25-Va) ab*=2
=3
- a

© Noordhoff Uitgevers by
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EXANMENVOORBEREIDING

3Wa+\V16a—-2b=0

c a+4=04b>\b-Vb
(@+4)°=04°-b2. b3 p? 2b=3Va+\16a
b= (a+4)- (9° 2b=3Va+4Va
b:\'y 255 (a+4)° 2!):?"'1."'.‘5:!_
b=3.5Va
14a (4g-3)"=p (g—6)-V2p=1
(4g-3)°=p N/2p=—
4g-3=p -0
=3+ . 1 3
B 20=( %)
q=3+3Vp’ 1~
L 1
P=z 5= 5
(g—6)° 2(g—06)
15a 9. (V3)r=1 Wo-Va+3=0
J2a , Y5b — -1 %@:?a+3
2a+5b=—1 h=a+3
p=-2a-1 b=4a+12
b=-4a-2 V3a+2Vb=0
b 2¢.8=(3)". 4 b= —V3a
4.3 =2 . 4b=3a
a+3=-b+2a b=za
b=a-3
Pagina 176:

16a Uit2x+y=1volgty=1-2x.
Vul dit in bij de tweede vergelijking:
O+x(1-20)+1-2x=1
XHx—-2x"+1-2x=1
—x*—x=0
—x(x+ D=0
x=0 of x=-1
: . {120 _{I:—J
De oplossingen zijn
v=1 yv=3
b Ultx—y=5volgty=x-5.
Vul dit in bij de eerste vergelijking:
8 10
_I_
2x=-3 x-1
Bx— 1D+ 10(2x—3)=6(2x-3)(x - 1)
8x—8+20x-30=6(2x"-5x+3)
12x* = 58x+ 56 =0
58 £26
=
24
x=33 of x=13

=3% =1l
De oplossingen zijn { * 1‘ of {I ;
y=233

=6

Fpp—

1
y=-12

c  Vulde tweede vergelijking in bij de eerste vergelijking:
x+2(x+1)=11

222
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17

18

18

20a

2 +3x-9=0
-3+9
X=
4

x=-3 of x=1}
De oplossingen z_i'n x=-3 of *
p s g J }_1:10 }_1

= =

1
3

Er moet gelden f(a) —g(a) =¢.
I 1 1

a a 6
ba—6=a’ (links en rechts x 6a°)
at—6a+6=0
6+ V12
=
a=3-V3 of a=3+\3

Pagina 177:

Er moet geldenx, =y, .

De codrdinaten van A bepalen:
filx)=0

bx—3ix’=0

x(b—5)=0
Alsx#01s3b-x*=0.

Dit geeft x= £ V3b. Alleen x =V/3b voldoet en dus is A (V3b,0).

De codrdinaten van T bepalen:

fx)=b-x

b—x*=0

x=Vb (x=— Vb voldoet niet).

Danis y, =f(\Vb) = Vb —5(Vb)' = bVb — 36Vb =3bVb.

Rechthoek OABC is een vierkant als V35 =2bVb.
= V3 -

Dit geeft V3 =5bdus b= El 5V3.

1
De zijden van de grijze rechthoek rechtsboven zijn 1 — .‘; en3—p.

1
Er moet gelden: opp = (l _.‘;) -(3-p)=3.

(p—1)-B=p)=1p (links en rechts x p)
1
P =3ip+3=0

(p—139)(p-2)=0
p:l%enp:?

Pagina 178:
De atmetingen van de doos zijn 15 — 2x bij 15 — 2x bij x.
Er moet gelden: inhoud = x(15 — 2x)* = 100.

Invoer: Y1 = X(15-2X)?’en Y2 =100
Venster: Xmin =0, Xmax=7.5, Ymin =0, Ymax =200

© Noordhoff Uitgevers by
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21

22a

EXANMENVOORBEREIDING

Optie: CALC, intersect (TI) of G-Solv, ISCT (Casio)
De oplossingen zijn x = 0,51 of x=15,34.

De lengte van de kartonnen rechthoek is ongeveer 15,0 + 15,0 — 0,51 = 29,5 dm of

15,0+ 15,0 - 5,34 = 24,7 dm.
De bodemis b — 2x bij b — 2x. 100
De inhoud is x(b — 2x)* = 100 dus (b—2x)* = -

10
Ergeldt A = bh(2bh —x). Invullen van b =2x + —= geeft:
X

1
A= (Zx+ E) (3x+ @)
Vx Vx

N 20 10 200
A=6x+2x-—=+3x-—=+—
Vax Voo oo X

200

A=6x"+40Vx +30Vx + T
N ~ 200
A=06x+ T{WI+T

Uit A(x,) = A(x,) = A(4x,) volgt
200 200
ﬁr+?{w,r +—_6(4x )*+ 70V4x +4—
I II

200 — 50
Invoer: Y1 =6X*+ 70VX + X en Y2 =96X"+ 140VX + X

Venster: Xmin =0, Xmax =35, Ymin=0, Ymax =400
Optie: CALC, intersect (TI) of G-Solv, ISCT (Casio)
De oplossing is x, = 0,97 dm.

Pagina 179:

Ay _f(l 001) —£(1) ~3,002386775..... -3 0,002386775.....

Ax 1,001 -1 0,001 - 0,001
Pagina 180:
1 4
ff(x)=4x—-8 - ——==dx——
2Vx Vx
20
g’ (W)= -3 —dx =
3x
h’(x):l]—f+ﬁx‘4=llf+£
2 2 X4
dx(x*+3)(x=1)=(+3)
k'(x)= .
(x—1)*
m(x):—l+?r:_ | 5 12 13
nx)=4- —sx%"-6- -2x7—-5- =-3. I“4——+— +
) ) Wy o 2
4 9 4
’ = —4 —3+q—4_4 —5:___|____
p'(x) X+ 9x X St e
2x—=5
g )=5x-20 V=50 + (x—2)5 ———
2Vx*—5x

229
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23a

24a

Pagina 181:

Een grafiek is toenemend stijgend als geldt f'(x) >0 en f”(x) > 0.
fl)=2x-2)-e?+ (2-2x)-e . -1
)= (-3 +3x-2) e

'@ =(—x+3)-e#+ (-2 +3x—-2) e —
fr(x0)=(Gx2=23x+4) -e 34
f'(x)=0als —3x>+3x—2=0.Dus als x = —

I | —

5
— =3 + V3.

—
—

EXANMENVOORBEREIDING

Met een plot vind je dat de grafiek van fstijgend is op het interval (3 — V5,3 + Ug).

f’x)=0als ;x> -25x+4=0

r=10x+16=0

x—2)x—8)=0

Met een plot vind je dat de grafiek van f” stijgend is op het interval
&, 2) (8, —).

Conclusie: de grafiek van fis toenemend stijgend op (3 — "Jg, 2).
De buigpunten bijx =2 en x= 8 zijn:

(2,/(2))=(2,0)

(8,/(8))=(8;48e %) = (8; 0,88)

100

50

=10 o 10 20

, 16
x+—=0

A

x

*+16=0
*=-16

Deze vergelyking heeft geen oplossing, dus g heeft geen nulpunten.

16
gx)=x"+—=x"+16x"
X

g (x)=2x—32x""

g'(4)=8-32.47=7;

Een vergelijking van de raaklijn is y=75x+ b.

De codrdinaten van P invullen geeft 17 =734+ b, dus b=—13.
Een vergelijking van de raaklijnis y= 73x—13.

Er moet gelden g’(x) =0.

2x—32x=0
2x=32x""
2yt =32
=16
x=—2of x=2

De punten met een horizontale raaklijn zijn (=2, 8) en (2, 8).

© Noordhoff Uitgevers by
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26

27

28

EXANMENVOORBEREIDING

Er moet gelden f (x) =y ofwel x + 6V2x +a = 3x + 19.

Er moet ook gelden f’(x) = 3.
Dit laatste geeft | +6-

2V2x+a

Ditinvullenin x+6-V2x+a=3x+ 19 geeft x+ 6-3=3x+19,dus — 2x= L.

Dit geeft x= —1.

DanisV2- —1+a=3,dus — 1 +a=9. Dit geefta = 10.

Er moet gelden f (x) =18 en f/(x) = 0.
De tweede vergelijking geeft:

3+a- ——=0
A

_4_ 5
A

a=3x*

Invullen in de eerste vergelijking:
3 2

3+ =18
X

6x =18

x=3

Dit geefta=3-3*=27.

Pagina 182:
Ergeldtx,—x,=1 —-p*=p.

De oppervlakte van de rechthoek is
O(p) =y, x,—x,)=p(l -p*—p)=p-p’—p~.

De oppervlakte van de rechthoek heeft een uiterste waarde als O (p) =0

1-3p*=2p=0
3p+2p—-1=0
-2+4

6
p=3 of p=-1
Alleen p =} voldoet.

P:

vV
E t gelden —=0.
rmoet gelden dr

dy ]
=2 044 ———
dx 2V625 - 10x
dy ) 20
dx V625 —10x
20

2—:

V625 —10x

- 10

=)

625 -10x=10
) - 5235

625 — 10x =100, dus x= W: 52.5

De maximale hoogte isy=2- 52,5 - 100 + 4 - 10 =45 meter.

226

1 —
————-2=3,dusV2x+a=3.
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29

30

31a

32a

Pagina 183:
Voor de toppen geldt f(x) = 0.
1
a——q:ﬂ
A
S
X =—
[
\ﬁ 1
X p— T =" =
Toe il ‘lllp'fﬂ
l l a — — — —
v, _f(".,”) ay | —+ ===+ Va=Va+Va=2Va
o {1 vl ‘lllp'llﬂ
1
Dit invullen in xy = ¢ geeft "»_ Wa=2,dusc=2.
la
I '
Voor de lengte / van het verbmdmg-alljmtuk geldtl(b)=—- b= b~
Danis!'(h)= —3-b"— —b2= .
i 2b\b b-
Oplossen van [ “(b) = 0 geeft
L1
20\b b
2b\b=b
b~
2=——=Vb,dusbh=4
bVb 111
De maximale lengte is [(4) =—=——=—
V4 4 4
Pagina 185:
F() =30 —3x* +23x2—x+¢
GW=2-I+e=tk+c
1 2
Hx)=—-x"'"-2x"+¢c=—-———+c¢
X o
KxX)=¢- (Tx+1)°-2+c=5Tx+ 1) +c
M) =i =18 =8 (= 2) +¢
-2 1
Nx)=-2x"'=ix2+c=———-—+c¢
X 2x
8
ldde=[Llyt]8 = L. ga_ L na_
JH‘ dx—[mfd]z— 168" = 16 2°=255
h(x)=0
dx—152=0
x(@-13x)=0
x=0 of x=23
me— 1) de= e =50 = @ 6P =360 - (0= =43
0
Jix) = h(x)

I
0 =4x— 1322

e+ —4x=0
(o +6x—16x) =0

© Noordhoff Uitgevers by
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33a

34a

EXANMENVOORBEREIDING

x=0of x**+6x—-16=0
x=0of (x+8)(x-2)=0
De snijpunten zijn bjj x=-8, x=0 en x=2.

De gevraagde oppervlakten zijn:
0

Jiff— (4x—152) dv=[fox' = 20+ 5], =0 (g (=8)' =2 (~8)*+3- (-8)) =128

-8
)

Jau— 152 = () dx= [zxﬁ—%f—#ﬂ]ﬁ: 2-2-1.2-L.29_0=3

0

Pagina 186:

flx) = g(x)

2V =12

Wy =2

16x=x*

Dit geeft x=0 of x* = 16.

De snijpunten horen bij x =0 of x= V16=2V2en zijn (0, 0) en (2V/2,2V/4).
22

J QVx -1 de=[IVx -2 ]V2= ¢ 2V2 Vo2 - L @V2)) -0= % 2. 2 - L. 24 =22

0

Er moet gelden f“(x) = 0.

r—8x+12=0
x—6)x-2)=0
x=2of x=6
De coordinaten van de toppen (2,f(2)) = (2, 26%) en (6, f(6))=(6, 16).
y
200
100
150
g
100
f
50
g
X
-10 10
f
50
flx)=gx)
0 =4+ 120+ 16 =3
r=3x-4=0

x—Hx+1H)=0
x=-1 of x=4

228
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35a

36

4 4

J(%x“—4f+ 12x+ 16 — 3 dx = J (—dx*+ 12x + 16) dx =
] ]

[—3P+6x7+16x] = (—3-4°+6-42+16-4) — (0) =743
0Q=pen PO=f(p)=3p’ —4p*+ 12p+ 16

EXANMENVOORBEREIDING

De oppervlakte van drichoek OPQ is - OQ - PQ=1p- (3p* —4p* +12p +16).

Als de oppervlakten I enII gelijk zijn, moet gelden
7

Jf (x)dx=2 - oppervlakte AOPQ

]
P
J(_%,r*—4f+ 12x+ 16)dx=p - Gp*—4p> + 12p+ 16)
]

(130 =30 +6x° + 16x ] = 3p* —4p’ + 12p7 + 16p

5Pt —3pP+6p* + 16p=3p* —4p* + 12p* + 16p
=23 +6p*=0

p*Gp*—23p+6)=0

p=0of 3p*~5p+6=0.

p=0of 3p>*-32p+72=0

32£ V160

6
p=0of p=3,23 of p=744.
De oplossing p = 3,23 voldoet.

p=0 of p=

Pagina 187:

Riemann-som:

TI: sum(seq(0.1 x (X*—4X+ 6), X, 1.05, 2.95, 0.1)
Casio: Sum(Seq(X*—4X +6, X, 1.05, 295, 0.1) x0.1
De uitkomst 1s 4,665.

Exact:
3

JLE—4I+6)dx=[%r’—2f+6x]'? =G-3-2-3+6-3-G-2+6)=43

1
Riemann-som:

TI: sum(seq(0.25 x (X" +2), X, 1.125, 5.875, 0.25)
Casio: Sum(Seq(X"" + 2, X, 1.125, 5.875, 0.25) x0.25
De uitkomst is 19,132.

Exact:
f

J (Vx+2)dx= [0V +2x]¢ = (4V6 + 12) — (3 +2) =95+ 4V6 = 19,1313.

1

De nulpunten zijn x =0 en x = 30.
L] 30

JE (0,564 - Vx (30 —x)) dx= Jﬂ: -0,564% - x (30 —x) dx= 0,564 - J (30x —x* ) dx

0
kL

0

;}0,56411:[1513 - 1]

© Noordhoff Uitgevers by

=0,564*nt (13500 — 9000 — 0) = 4497 cm’
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38a

39

40a

EXANMENVOORBEREIDING

Omwentelingslichaam G zal de grootste inhoud hebben, want figuur /7 heeft maximaal
straal 8 en figuur / heeft maximaal straal 4.

Inhoud G:
Kl
andx: 1], =m(( - 49 - (0)) = 64m = 201,06.
0
Inhoud R:
Eerst de grafiek van f spiegelen in de lijn y = x. Dit geeft de grafiek van y = X
8 8
::J (x) dxznjx?dxzn[%x’f]: =n-3.8=m-2-2"=54% ~ 172,34 cm’.
0 0
Inhoud A vind je door eerst de beide gebieden samen te wentelen om de x-as en deze
inhoud te verminderen met inhoud G.
Gebruik de inhoudsformule voor een cilinder.
inhoud A =7 - 8 -4 — inhoud G = 256m — 641t = 1921
Inhoud B vind je op een vergelijkbare manier.
inhoud B=7-4?-8 —inhoud R = 1281 — 545 =73:%
Het verschil in inhoud tussen A en B is 1925 — 734 = 1185 = 373,4 cm’.

Pagina 188:

A
11 I5m
J"ﬁr( —2sin(21))* + (2cos (1)) dx = Jvﬁsinz(Zr) + 4dcos* (1) dx = 5,92

o o

De nulpunten zijn x =0 en x = 20.
20

De lengte is J’fl + (—x+10)*dx = 103,50.

0

Pagina 189:

Het snijden van de parabool en de lijn geeft de vergelijking 4x — x* = ax.
x(4—-x)=ax

x=0of 4-x=a

Uit de laatste vergelijking volgt x, =4 —a.

Invulleniny = axgeefty =a(4-a)=4a—a’.
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d—a

b J(4f—f—ﬂ)d1:[212_%r3_l_ari]4—a:

0

2@ -a)-34-a)-3a(4-a)?) - (0)=

(4—a)?- 2-1(4-a)—3a) =

(4—a)? 2-13+3a—3a) =

d-a)? G-ga)=

(4—a)-t(4—-a)=

¢ (4—a) p

¢ Ermoet gelden opp V=5 - J (4x—x2) dx

0

H4-ay =120 -]
c(4—a)y=4(32-215-0)
H4—-a) =51
4—a)y=32
4—a="/32
a=4-V32

41 De inhoud iSEJ (V1 —x)dx— Ejfdxofwelnj (V1 = x)*—x*dx.
1 0 1 0 0
n] (V1 —x)z—fdxan (1 -x - dx=mfx— 52 -], =

0 0

1 ] 11 12 3 1 1
-G —-3-9-0=n5]—-5;—57) =31

Pagina 190:
3 3 3

—

42a I%:J‘HHII_F(,\‘:(I))Z: J".,frl+(%~l,5ﬁ)3dx=JVl +Id_1'=[%(l +I)|j]3 =
0 0 0
GU+3)) -G +0)'9)=3-4V4-3 V1=3-7=43
3 3 3

b EJ (0,9x")*dx - EJ (0,5x"")*dx=m J (0,81x'=0,25x%)dx =

0 0 0
3 3

nJ(U,Slf ~0.25¢) dx="7 J(G,Sﬁr*)mc: (0,56 ]} =n- 0,14 -3*= 11,34

0 0

43  Voor de snijpunten geldtf ,(x) = x.
12+6Vx—12=x
6Vx—12=x—12
x—12=00f 6=Vx—12
x=12 of x=48
48

J(12+6"ﬁx— 12— x0)dx=[12x+6-3(x—12)"" — 3% ¥ =

12
(12-48 +4- (48-12)'5-0,5-48) - (12-12+4(12-12)' -1 12) =
(576 +4 - (36)'" - 1152)—(72) =216

Pagina 192:
2 2 2 2 36 2
44a “log(36)—"log(9) +’log(5) ="log (? X 5) ="log(20)
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45a

4B6a

47a

48a
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1. Slog (49) + 2 - Slog (3) = log (V49) + 3log (32) = Slog(7 - 9) = *log(63)
2+ “log(x) = “log(36) + °log(x) = “log(36x)

81p
=3+ *log((9p)?) ="*log(477) + *log (81p*) = *log (WP_)

log(2a) + *log(a + 3) = *log(2a(a + 3)) = *log(2a* + 6a)

4 - “og(x)— “Mog(x*) = "og(x*) — “og(x*) = “og(x*)
Ylog(a) + 2log(h) =3 c a+4=20%b
Ylog(ab) = *log(8) b=3a+2
ab=8 b= (a+2)
8 _
b=" b=V Ca+2y
a+3i-log(h)=5 d 3Va+V16a-2b=0
Slog(b) = 10 - 2a 2b=3Va+4a=7Va
] —
b= 30-2a b= 33Va
De pijlenketting van fis: x = .. +'H> ity
De omgekeerde pijlenketting i 1-: i(x) < e x
De inverse functie is i(x) = =3+ (2*= 18) =6 —1 -2~
De pijlenketting van g is: x —=> ... —> _. 2lg | —2 g(x).
De omgekeerde pijlenketting is: z(x) L E—
De inverse functie is i(x) =5(3"*2 +1).
De pijlenketting van his: x = ... —=> . —— . —=5 h(x).
De omgekeerde pijlenketting is i(x) <= .. «=— . <2l 2y
De inverse functie is i(x) = — 1 x (log (3x) — 5) =5 —"log (5x)
De pijlenketting van k is: x —> ... —=—> . =L 5 k().
De omgekeerde pijlenketting is i (x) «— ... &&=l ... < xvind je

deinverse i(x)= + 1 + log(—1(x—10)= l+-10g(10 x).

Pagina 193: x=—3+5-log(7)
8-4+2=1 d 2+5-7=17
23, (22).t+2 =120 5.7%=15
3+2x+4=0 =3
2x=-7 4x ="log(3)
——3] x=7-"log(3)
%5 =5 (3)" e 6- log(x+4)=5;
572.5%3=5.5" ’log (x +4) =3
-2+x+3=1-x x+4=3
2x=0 x=3-4=V3-4
x=0 f 3-‘logx—4)=6
3uH1=7 ‘“log(x—4) =2
2x+ 1 =3log(7) x—4=4
2x="log(7) -1 x=20
In(2x—1)=3 b 2=3
2x—1=¢ =13
2x=1+¢ S5—x=In(1})
x=L+le =5-In(13)
232
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C Eﬁmzl% e v =4
In(x) =(15)*=2; 2 - =In4)
x= e ¥ =2-1n@)
x=V2-1In(4)
49a bh=3ex! b=1n(2a)+In(3a)
b =e¥! b=In(6a>)
2a—1=1In(3h) 6a> = e’
2a=1+1n(3b) @ =e’
a=1i+11n(p) a=Vie of a= —Vie
b bh=2In(a-35) Alleen de eerste oplossing voldoet.
b=In(a-5) h=e "
a-5=e a*+ 1 =In(b)
a=5+e? a>=1n(b) -1
a=VIn(b)—1 of a=—VIn(b) -1
Beide oplossingen voldoen.
Pagina 194:
50a f'(x)= : : )

. 3=
In(2) 3x+5 (3x+5)-In(2)
b g'(t)=1500-0,94"-1n(0,94)

o N
c s'(w=-2(1-1n(u) t = u(l—In (@)

1
B () =1-10*() +2¢-1n () - —=1n*(x) +2In ()
K (x)=3""In(3) - 2x
f f(f):ZS{].(l + lj.e—ﬂ.lt{r)_|

675
Ji)==250-(1+15-e¥)=.15. e "%. —0,18 =

eVI8, (1 415 . e 01872

5la F(x)=5e¥?.1=15*2+¢

2x—1 2
b g(x): 3 =
i X

1
G(x)=2In|x| +x '+ ¢ =2ln[x| + ;+ c
_1 35—1_'_ Y — 3‘35_.[4_ .
In(3) N TYE) R

d Kx)=4In[3x-5|+c

c HX=13-

52a ¥
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b fix)=0geeftx*—4=0dusx=2 of x=-2.
Als x— —ocodane*— 0 en ook f(x) — 0.
De horizontale asymptoot is y =0.
d fi)=2x-e'+(x*—-4) ¢
2x-e'+ (x*=4)-e*=0
(x*+2x—4)-e'=0

C4+2x—4=0
—2+120
X=—7
2

x=—1-V50fx=—1+V5
e f(—1-V3)=((-1-V502-4).-¢""5 =025
f(=1+V5)=((-1+V52-4). e "5 = —§ 51
f  Ermoet gelden F'(x) = f(x)
Flix)=2x+b)-e'+ (2 +bx+c)-e'=(xX*+2x+bx+b+c)- e
Dusisb=-2enisc=-2.
g De gratiek van f ligt dan onder de x-as dus is de oppervlakte
- J(f—ﬂl)f‘dx:[(f—ZI—Z)*e‘]

-2

2

2

(-2y-2--2-2)-e*—(2°-2-2-2)-e*=
@+4-2)-e?-(@4-4-2)-e=6e"2+2¢ (=150)

53a C'(1)=160(e "*--02—-e " —1)=-160(0,2e ¥ —e™)
C'(0)=-160(0,2e"—e")=-160--0,8 =128 > 0
Dus de concentratie van het medicijn gaat direct na het injecteren stijgen.
b Ermoet gelden C’(¢) = 0.
-160(0,2¢*" —e) =0
sze—u_zr —e
e—uzr — Se—r
eﬂ.t{f — 5
0,8t =1n(5)
t =1z-In(5)

Pagina 195:

54  Voor de lengte [ van het lijnstuk AB geldt I(p) = fip) — g(p) = 4ln(p) — (In(p))".
Deze lengte is maximaal als [' (p) =4 - !l;— 4(In(p))’ - !l: =0.
4 4In’(p)
pp
In‘(p)=1dusp=e.

De maximale lengte is l(e)=4In (e) — (In(e))*=4 -1 =3.
2 1 2
< =
l+e* 100 200
I +e*> 200

e'> 199
x> In(199)

55a
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b Ermoet gelden F’(x) = f{x).

| 2(1 +eY 2et 2
Flix)=2-2. cef= — =
| +e' | +e' l+e' 1+e'

=f(x)
In(3)

¢ J I ferdx: [2x=2In(1+e9) ] =(2-In(3) -2In(1+3)) - (0-2In(1+ 1)) =
]

2In(3) - 2In(4) + 21n(2) = 1n(9) — In(16) + In(4) = In(2 )

d Ermoet gelden f(x) + f(—x) =2.
2 2 2 e _2(1+»e:-‘)_2

—+ = —+ = =
l+e' l+e* l+e' e'+1 e+ 1

Pagina 196:

56a Ergeldtf’(x)=0.

... de'—8xe!
F@="1
Be* — Bxe" B

(e)?
8e*— Bxe'=0
e (l —x)=0
x=1

b De hoogte van het vierkant 1s 2, dus er moet gelden f(x) = 2.
Invoer: Yl =8X/eMX)en Y2=2
Venster: Xmin=0, Xmax=5, Ymin=0, Ymax=>5
Optie: CALC, intersect (TI) of G-Solv, ISCT (Casio)
De oplossingen zijn x = 0,3574 en x = 2,1533.
De beide oplossingen verschillen minder dan 2 van elkaar, dus een vierkant met
zijde 2 past niet in dit gebied.
c Ergeldtf(x)=g (x).

8x  8nx
e.l’. - eﬂ'.l'.

| n

el’. - eﬂ'.l'.
e = ne'
E:n‘.l‘.

X = n

o
'E'“"_ 1) =n

1 111'1 ().

n_

x(n—=1)=In(n), dus x=

d  Voor het tweede snijpunt van g, en f geldt x = In (3) =3In (3).

3-1
n(3)

) 24x  8x
De oppervlakte is o ot dx = 0,4637

0
Pagina 197:

1 1
57a f’(x):;dus isf’(e):; |
Een vergelijking van de raaklijnis y= = +b.
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59a

60a
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1
De codrdinaten van E invullen geeft | =—-e + b, dus b =0.

Dus de raaklijn gaat door (0, 0).

c

nj(g,x)ﬁdx— b J(ln (x))2dx.

0 ]

De rekenmachine geeft = 2,8466 — 2,2565 = (,59.
De oppervlakte i1s O(x) =x - =In(x) = —x In(x).
Deze is maximaal als O'(x)=0dus als —1-1n(x) —x- = 0.

—In(x)—1=0
In(x)=-1
a1
X=g =—
e

Er moet gelden x, = 5x enIn(x,) =—In (x,).

Combineren geeft de vergelijking:
In(x) +In(5x)=0
In(5x*)=0

Sxr=1

xX= Efgof xX= - ﬂz . Alleen x = U}: voldoet.

Pagina 198:

sin(235w) = sin(147) = —1

cos (3371) = cos (— 31) = cos () =32
tan( —237) = tan(;70) = 1

sin(12n) = —sin(Gm) = —1V3

cos (7im) =cos (—2n) = cosCn) = — 33
cos(—33m) =cos(3n) =3

Pagina 199:

2sin(x) = — V3
sin(x) = —31\3

Xx= 1_];71: of x= I%TE
sin(x) + cos(x)=10
sin(x)

cos(x)
tan (x) = -1

+1=0

I:%TE of x= l%ﬂ:
1 + 2sin(x) =0

cos ()= — 33 of cos(x) =13

x=31 of x=31 of x=131 of x=13n

16 + 8

Evenwichtsstand y=

.. 549
verschuiving 5 =7.

Dit geeft s(x) = 12 +4sin (3 (x = 7)) = 12 + 4sin (3w (x — 7).

236
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62a

De horizontale verschuiving is 9. De overige parameters zijn dezelfde.

c(x) =12 +4cos (F(x—9)) =12 +4cos (jm(x —9))

sin 2x—im)=1V3

Zx—%n=%n+k*2ﬂ: of 21—%?1:=%E+k~211:
2x=;n+k-2n of 2x=1;n+k-2n
x=pn+k-mof x=5n+k-T

2cos(3x)=1

cos (3x) =3

3x=1n+k-2mof 3x= —in+ k- 2%
x:%in«%n of x= —%n+k~%n

sin (x +7) = cos (3x)

cos (37 — (x + 7)) = cos (3x)

cos (37— x) = cos (3x)

3x=qm—x+k-2nof 3x=—jn+x+k-2%
dx=qm+k-2m of 2x= —qn+k-2m
x=1N+k-3mof x= —§n+k-T

sin (3x) = sin (x — i70)

3x=x—3+k-2n of Ax=m—x+in+k- 2%
2x= —m+k-2n of dx=13n+k- 21
x=—m+k-nof x=in+k-37
2sin*(x) + sin(x) = 1

2sin*(x) +sin(x)— 1 =0

(2sin(x)— 1) - (sin(x)+ 1)=0

sin (x) =3 of sin(x)= — 1

x=m+k-2nof x=2n+k-2n of x=130+k- 27
2cos*(x) —sin(x) =1

2(1 —sin*(x)) —sin(x)— 1 =0

=2sin*(x) —sin(x)+ 1 =0

2sin*(x) +sin(x)— 1 =0 (zie opdrachte)
x=¢n+k-2nof x=2n+k-2nof x=13m+k- 2%

Pagina 200:

f(x)=3cos(2x) - 2= 6¢0s(2x)
g'(x)=3-2cos(x) - —sin(x) = —6sin (x)cos(x)

cos(x) - (1 +sin(x)) —sin(x)cos (x)  cos(x)
(1 + sin(x))2 ~ (1 +sin(x))?

h'(x) =
k'(x) =—sin(3x* + 2) - 6x =—06x - sin(3x* + 2)

0 1 (4x)- 4 4cos(4x)
mx)=——————-cos(4x) d=——"""1
2 + sin (4x) 2 + sin (4x)

n'(x) = —2sin*(2x) —cos(2x) - cos(2x) - 2

(sin(2x))*
o+ —2(sin*(2x) + cos?(2x))
n'(x) = (sin (2x))?
iy T2
m )= G 20y

© Noordhoff Uitgevers by
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63a F(x)= —3-1cos (2x)= —1icos (2x) +¢
b Gk =-3sinGr—x +c¢
H(x) =4x— 6sin (5x) + ¢
d K(x)=x2-3cos(6-3x)+c

) ) Cf3x+1+3x=-2 3x+1-3x+2
B4a sin(3x+1)+sin(3x—2)=2sin 5 - COS
=2sin (3x—1) -cos (13)

2x+5 2x—5
b cos(Zx)—cos(Sx):—Zsin( zx)sin( ZI):

—2sin(33x)sin (=13x) = 2sin (3 3x)sin (1 3x)
¢ sin(4x)—cos (3x) =cos (31 —4x) — cos (3x) =

_ ]§E—4I+3I _ ;—11:—41—31 _ T _ {1
— 2sin 5 - sin 5 = —2sin (—=35x +370) - sin (=3 5x+ 370)

of
sin (4x) — cos (3x) =sin (4x) — sin (31 — 3x) =

 (Ax—-im+3x 4x+57—3x o L]
2sin ‘2 - COS ‘2 = 2sin (35x — 1) - cos (5x + 370)

Pagina 201:

B65a flx)=4sin(x) - cos’(x) — 4sin’(x) - cos(x) f(x) =2 - 2sin(x)cos(x)(cos*(x) — sin*(x))
flx) = 2sin(2x)cos(2x)
b fix)=2sin(2x)cos(2x)
fix)=sin(2 - 2x) = sin(4x)

c Jsin(élx) dx= [— 1C0S (41)]5: = (—4c0s(23m) — (= jcos (2n)) =
Pagina 202:
66a ¥
8
X
B 2 2 6 8
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De periode van x is 7T en de periode van yis 37.
De gemeenschappelijke is 27, dus de periode van K 1s 21t
L dy dx
b De raaklijn is horizontaal als E:O en a4 # 0.

dv
d%‘z TJcos (31)- 3=21cos (31)

2lcos(31)=0
cos(3t)= 0

t=sm+k-T
+k-im

oy

= —10sin (2¢)

=gy

—10s1in(2t) # 0
2t#k-T
t # k-3m

dx ?
¢ De raaklijn is horizontaal als E:O en d_:‘ # 0.

Dan volgt met behulp van opdracht b de oplossing t=k - Sment # i+ k- 3T
Op [0, 2x] gaat het dan nogovert=0,f=7 en t = 27.
Dus het punt met een verticale raakliyn is (5, 0).
d Ermoetgeldeny=0.
7sin(3t)=0
3dt=k-m
t=k- %—J"E
Er moet ook gelden x=-2.5.
Scos(2t)=-2.5
cos 20)= —3
2t=3n+k-21 of 2t=—3w+k-2%

t=in+k-7 of t=—in+k-T
' , T 2 ] 2
De oplossingen zijn t =37, t=3n, t= lswent=13w

67a De periode van x is 37 en de periode van y is 37.
De gemeenschappelijke periode 1s 27, dus de periode van de kromme is 27.

dx
b —=15co0s(31)
dt

15¢cos(3t)
cos(3t)=10
t=3m+k-T

| |
t=z+k-3TT

% = —8sin (41)
—8sin(41) = 0.
sin(4t) =0
dt=k -, dust=k-im
De gemeenschappelijke oplossingen zijn t = Sment =137
De bijbehorende punten zijn (-5, 2) en (5,2).
c  Voor de snijpunten met de y-as geldt y =0.
Dit geeft sin(3t)=0dus t=k- ]111: De bijbehorende punten zijn (0, =1) en (0, 2).
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dy - 8sin(41)
dx 15cos(31)

De hellingen berekenen geeft:
-8-0
15-0
~8sin(3m) -8--1V3

=)

t=0,t=ment=2m:

] 4.5
™ 15¢0s(m) 15- —1 1SV
o —8sinn) -8-1V3 —
t=3T A —= —%1“’3
15cos(27) 15
~ —8sin(4- 1311:) -8 -3V3 ,
t= =3:V3
" 15cos(3-1im) 15
. —8sin(4- 1311:) -8.4/3
t=15m: =15V3

15cos(3-13m)  15- -1

d De bijbehorende +-waarden zijn t =iment = 1.
Invullen in de rekenmachine van deze waarden om dy/dx te berekenen geeft een
foutmelding. Dus neem bijvoorbeeld de waarden t = 1,57 ent=4.71.
Dit geeft voor het punt (-5, 2) de helling dy/dx = — 0,71 en voor het punt (5, 2) de
helling dy/dx =0,71.

Pagina 203:

B8a y

b  Ermoetgeldeny= ;—

3cos (21) =3
cos (2t) =1
2cos? (r)— 1=¢
cos(f) =15

VL

cos (1) =VZ5of cos(t)= -

Danisx=3cos()=3- —V=-3-V2. L= —121 of x=3-V5=321.
De snijpunten zijn (- 1V21,9) en (V21,1

c  vy=3cos(20)=3-(2c0s2(t)—-1)= 6005-(:‘) -3=32-3

d Omdat =1 <cos(f)<1 geldt —3<3cos(t)<3dus —3<x<3.
Het domein 1s [ — 3, 3].

B9a De periode van zowel x als y 1s 21. De kromme heeft dus ook periode 27.
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n

b Jﬁ”’r(f’(f))ﬂ (y'(1)2dt=

0
n

J"ﬁr(— 2sin (2¢) + sin (1))* + (2cos (21) + cos (1))*dt = 13,36

0

70a

dx
E:f)« —sin(t)+2 - —sin(31) -3

dx
— = —6sin(t) — 6sin(31)
dt

= —6(sin(t) +sin(31)

=-6- Zsin(H 3:‘) . cos(r_ 3:‘)
2 2

dx
— = —12sin(2t)cos( —1)
dt

dx
dt
dx
dt
dx
— = — 12sin(2t)cos(t)
dt
dy
b ;: 6cos(t) + 6cos(3t)

dy t+ 3t t— 3t
—=6-2c0s - COS
dt 2 2

dy
—=12cos(2t) -cos(—1)
dt

dv
& 12cos (2t)cos (1)
dt

V
¢  Eriseen horizontale raaklijn als g: Oen & # 0.

dy
Eris een verticale raaklin als _r:O en—— # 0.

12¢08(20)cos(f) =0 dr
cos(2fcos(t)=0

cos(2n) =0of cos(t)=10
d=sn+k-moft=3m+k-T.
t=in+k-snof t=in+k T

—12sin(2f)cos(t) =0

sin(2t) =0 of cos(f) =0
2dt=k-m of t=3n+k-T
t=k-im of t=in+k-m

Op het interval [0, 27) is er een horizontale raaklijn voor
t=4W, t=37, t= 17, t=17 (t=3ment =137 voldoen niet).
De punten zijn: (Z’ﬁ, 415), (—Z’ﬁ, LWE), (—Z’ﬁ, —4\V2) en (ZUE, —4\2).

Op het interval [0, 27) is er een verticale raaklijn voor t=0ent=m
(t=3men t= 157 voldoen niet).
De punten zijn (8, 0) en (=8, 0).

d )

1_'!"
d Ermoetgelden—=1
dx

12cos (2t)cos (1)
—12sin (2)cos (1)
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72a

EXANMENVOORBEREIDING

cos(2t)
—sin(2f)
cos(21) = —s1n(2t)

1

A= +k-T

t=3m+k-Im.
Op het interval [0, 2rt) geeft dit t=3mof t=gm of t= 13w of t=11m.

Pagina 204:

sin(x)+sin(2x)=0
sin(x) + 2sin(x)cos(x) =0
sin(x) - (1 +2cos(x))=0

sin (x) =0 of cos (x) = —3

T . . ] . 2
De x-codrdinaat van B is een oplossing van cos (x) = —3. Dus is x, =3T.

Er moet gelden f (1) =0.
f' (x) =cos(x) + 2a - cos(2x)
cos Cm) +2a-cos(2-2m)=0
~V3+24-4=
a= %"ﬁ
Invoer: Y1 = sin (X) + V3 - sin (2X)
Venster: Xmin=0, Xmax =7, Ymin=-2, Ymax =2
Optie: CALC, maximum (TT) of G-solv, MAX (Casio)
De oplossing is x = (,96.

k18 k18

J(sinbr) +a-sin(2x))dx = Jsinbr)dx+ a- Jsin(lr)dx:
1]

0 0
n n

Jsin(x) de+a-0= Jsin(x)dx

s

0 0
Dit geldt omdat J sin(2x) dx = 0 vanwege de puntsymmetrie van y = sin(2x) en

]
het integratie-interval [0, 7] ten opzichte van het punt (1511:,0).

Pagina 205:

V(6)=0Q- ON=sin(t) - 5(1 +cos(p)
W(t)= RS - RA=3sin(t) - (1 —cos(t))
Vity=3 - W(1)
sin(f) - 5(1 +cos(1) = 3 - 3sin(#) - (1 —cos(1))
(1 +cos(t)=3-(1 —cos(1))
dcos(t)=2
cos(t)=3
Omdat 0 < t < 37 volgt t = 17t.
ON RS s(I+cos(®)  3sin(?)

Uit ——=——volgt = =
00 RA & sin () 1 —cos (1)

5(1 +cos (1)) (1 —cos (1) =3sin(r)sin () (kruislings vermenigvuldigd)
(1 +cos(t))(1 —cos(t)) =sin(t)sin(t)

1 —cos (1) = sin *(1)

sin *(1) + cos *(f) = 1
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73b

74a

Dit geldt voor elke waarde van r.

ON RA J(1+cos(r) 1—cos(t)

Uit ——=——volgt =
00 RS % in() Lsin(7)

5(1 +cos(1) - 3sin (1) = (1 — cos(#)) - sin(#) (kruislings vermenigvuldigd)
1 +cos(t) =4(1 —cos(1))

1 +cos(t) =4 —4cos(t)

Scos(f) =3

cos (1) =3

De zijde van het vierkant ONPQ is dan ON=3(1 +3) =1.

De zijde van het vierkant ATSR isdan RA=1 — ;— = %

Pagina 206:

EXANMENVOORBEREIDING

Laat R’ de projectie van R op de x-as zijn en laat P’ de projectie van P op de lijn

RR’ zijn. Danis x,= OR"+ P'P.

(/ OR'R=1n
AORR' { ZROR'=t
L ORR'=31t—1
(/ RP'P=1in
ARPP' { ZPRP'=/ORP—- ZORR'=in— (n-0=t
\LRPP'=1t— /PRP— /RPP=3in—t

Dus AORR’ en ARPP’ zijn gelijkvormig.

OR=1 en RP=t,dus ARPP’is een factor t groter dan AORR’.
OR’=cos(t)en RR' =sin(t), dus PP’ =t-RR =1t - sin(t)
Invullen inx, = OR’ + P'P geeft x ,= cos(f) + - sin(#).

Pagina 207:

X (t)=—sin(f) + 1 - sin(t) + t - cos(f) =t - cos(?)

v'(t)=cos(t)—1-cos(f)—t- —sin(t)=1t-sin(t)

v() =V (0 + (P (1)?

v(6)=V(t-cos (1)) + (¢ sin(1)?

v()=VE- cos(t) + £ - sin(1)

v(t)=VE - (cos?() +sin(r))

vit) = "n.“’?: t T T

De lengte van de baan is Jv(r) dt = err: [%F] : = (317 — (0) =37,
] ]

Eris een horizontale raaklijn als y(f) een uiterste waarde bereikt.

Dat is onder andere het geval als sin(2f) = 1. Dit geeft 2t =17, dus ¢ = {7.

Het bijbehorende punt op de kromme is (V2, 1).

Dankzij de symmetrie zijn de andere punten (V2,—1), (=V2, 1) en (=V2,-1).

De oppervlakte van de rechthoek is 2V2x2=4V2=57.
v = sin(2t)

v = 2sin(t)cos(t)

y=2cos(t)-Vsin*(t) wantsin(t) 20 voor() <t < %11:
y=2cos(t)-V1—cos*(t)

y=2cos (1) - V1- 31(2005 (1))*

) = / 1,2
y=x-V1-3x

© Noordhoff Uitgevers by

2493



75a

76a

EXANMENVOORBEREIDING

Pagina 211:

Driehoek BCH is een stomphoekige driehoek, dan ligt het snijpunt van de
hoogtelijnen buiten de driehoek. De hoogtelijnen zijn HD, BE en CE . Deze
snijden elkaar in punt A.

B

Punt B 1s het snijpunt van BE, BC en BF, dus punt B is het snijpunt van de
hoogtelijnen van drichoek ACH.

Eerst een analysefiguur.

A E B

Als AB/I DCen AD /I CE, dan is AECD een parallellogram (definitie).
Hieruit volgt EC = BC. Dus drichoek BCE is gelijkbenig.

/ BEC = £ EBC (gelijkbenige driehoek)
/. DAB = / BEC (F — hoeken)
Eerst een analysefiguur.

} = /DAB=/EBC=/ABC

=]
P

Y
e

M

o o
A B

Verleng de zijden AD en BC tot ze snijden in punt F.

Noem £ZBAD = o, dan is ZFDC = a (F-hoeken).

Hieruit volgt £ ADC = 180° — a (gestrekte hoek) (1).

Ook i1s ZABC = a (opdracht b), dan i1s ZFCD = a/(F-hoeken).
Hieruit volgt ZBCD = 180° — a (gestrekte hoek) (2).

Uit (1)en (2) volgt LADC = ZBCD.
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d Eerst een analysefiguur.

Teken linstukken MN, AN en BN.

AD= BC (gegeven)

£ADN= £ BCN (opdrachtc) y = NADN = ABCN (ZHZ) = AN= BN

DN = CN (gegeven)

Dan is drichoek ABN gelijkbenig, dan valt zwaartelijn MN samen met de

hoogtlijn uit de top.

Dus £ AMN = 90°. Hieruit volgt dat MN en AB elkaar loodrecht snijden.
e Inopdrachtc vond je:

Als ZBAD = ¢, danis ZBCD = 180° — ¢

Dus ZBAD + ZBCD = a+ 180° — ar= 180°, hieruit volgt dat ABCD een

koordenvierhoek is (Omgekeerde koordenvierhoekstelling).

77a

b Z£A=90°dan ligt punt A op een cirkel met middellijn BC (Omgekeerde stelling
van Thales).
Gegeven is dat F het midden van BC (zwaartelijn), dan 1s F het middelpunt van
de cirkel.
Daaruit volgt AF' = BF = CF (straal), dus BC=2 - AF.
c Noem £ ABC= 3, danis L AFC =2 (omtrekshoek).
£ ADB = 180° - 90° — 38=90° — 33 (hoekensom).
Hieruit volgt ZBDC =90° + 33 (gestrekte hoek).
Als CDEF een koordenvierhoek is, dan geldt ZEDC+ ZEFC = 180°

(koordenvierhoekstelling).
Invullen geeft 90° + 58+ 2= 180° = 2;=90° = B=36°.
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78  Eerst een analysefiguur maken.

79a

EXANMENVOORBEREIDING

Noem £PTQ = ccen ZAQT = 8. Deze hoeken zijn constant (constante hoek),
ongeacht de positie van T op cirkel c.,.

Dan is ZTAQ = 180° — a— ﬁ(hﬂe'ke'r_z.mm).

Hieruit volgt ZPAQ = a+ [ (gestrekte hoek).

Omdat £PAQ een constante waarde heeft, heeft PQ een vaste lengte.

Noem ZDMB = «¢

Gegeven is bg DE=bg BD,dani1s ZDME=2ZDMB = .

EM = DM (straal), dus £ DEM =5(180° — @) =90° — 1 ¢x (1).

BM = DM (straal), dus 2~ DBM =5(180° — &) = 90° — 5 ¢ (2).

D ligt op de middelloodlijn van BC, dan is DC = DB, dus £ZDCB = ZDBC (3).
Uit (1), (2)en (3) volgt LZDEM = ZDBM = ZDCB.

Uit ZDEM = ZDCM volgt (omgekeerde stelling constante hoek) dat D,E,C en M
op één cirkel liggen en dus is DECM een koordenvierhoek.
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Pagina 212:

80a

Teken de hulplijnen MS en MQ.
Dan is ZM QS =90° (raaklijn), want QS is de raaklijn in Q aan de cirkel.
Omdat ZMPS = ZMQS =90° liggen P, O, M en S op één cirkel (omgekeerde
stelling constante hoek) en dan 1s MSQP een koordenvierhoek.

b Gegeven is datde lijn PS evenwijdig AM is.
MSQP is een koordenvierhoek dus ZMSP = ZMQP (constante hoek) (1) .
Omdat AAMQ gelijkbenig 1s (AM en MQ zijn even lang) 1s ZMAQ = ZMQA (2).
Uit het evenwijdig zijn van PS en AB volgt ZMSP = ZBMS (Z-hoeken) (3).
Uit (1), (2) en (3) volgt ZMAP = ZBMS en dus AP//MS (F-hoeken).
Dus geldt voor AMSP dat de overstaande zijden evenwijdig zijn en dus is AMSP
een parallellogram.

¢  Teken hulpliyn SB.

D

Omdat AP//MS is ZPOM = /SMQ (Z-hoeken) (4)
Uit (1), (3) en (4) volgt ZSMQ = /SMB.

MS=MS

MQ = MB (straal) } = AMSQ = AMSB (ZHZ) = SB = SQ.
/ SMQ =/ SMB
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Teken hulplijn CN.

Omdat N het midden van boog AB 1s geldt ZECN = ZFCN.

CN=CN

LE=/F(=90°) = AECN = AFCN (ZHH) = NE =NF

L ECN=/FCN

Teken AN en NB.

NE =NF (opdracht a)

/AEN= /£ BFN (=90°) = AAEN = ABFN = AE =BF

AN = NB (koorden van gelijke bogen)

Eerst een analysefiguur maken.

Terugredeneren: Als AHBI een parallellogram is dan delen de diagonalen elkaar
middendoor.

Noem ZAFB=aen ZAGB = .

Omdat AB= BGis ZBAG = ZBGA.

Verder is ZABG = 180° — ZBAG — ZBGA = 180° — 23 (hoekensom).

Dan is ZABC =23 (gestrekte hoek).

Hieruit volgt ZABI = [ (bissectrice).

Dus zijn ZBAG en ZABI Z-hoeken met als gevolg AH//BI.

Op dezelfde manier bewijs je dat Al//BH.

In vierhoek A HBI zijn de overstaande zijden evenwijdig en dus is AHBI een
parallellogram waarin AB en HI elkaar middendoor delen.
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Eerst een analysefiguur.

Teken de gemeenschappelijke raaklijn r. Noem £ZBAR = ¢

Dan geldt ZA = ZR = a(hoek tussen raaklijn en koorde) (1).

Ook geldt ZR = £ZR,= a(overstaande hoeken) (2).

£LC= LR, = a(hoek tussen raaklijn en koorde) (3).

Uit (1), (2) en (3) volgt LA = ZC , dus dan zijn AB en CD evenwijdig (Z-hoeken).

Teken de gemeenschappelijke raaklijn r. Noem £ZBAR = ¢
Dan geldt ZBAR = ZR = a(hoek tussen raaklijn en koorde) (1).
Ook in ¢, geldt ZDCR = £R = a(hoek tussen raaklijn en koorde) (2).

Uit (1)en (2) volgt ZBAR = ZDCR ,dus dan zijn AB en CD evenwijdig (F-hoeken).

Eerst een analysefiguur.

G is het voetpunt van D op de hoogtelijn vanuit B. Noem £HBD = J5.
Dan is EBDG een koordenvierhoek want ZBED = ZBGD =907 (omgekeerde
stelling constante hoek) en dus ZGED = ZGBD = B (constante hoek) (1).

© Noordhoff Uitgevers by
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Nu een nieuwe analysefiguur.

A ~--"E B

H 1s het snijpunt van AC met de hoogtelijn vanuit B.

Dan is in ABCH met de hoekensom £C =90° - f3.

Dus is in AACD met de hoekensom ZCAD = 180° — 90° — (90° — ) = 3.

Verder is vierhoek AEDF een koordenvierhoek want ZAED + ZAFD = 90° +90°
= 180°(omgekeerde koordenvierhoekstelling)

Dusis ZFED = ZFAD = ZCAD = 3 (constante hoek) (2).

Uit (1) en (2) volgt LZFED = ZGED = [ en daaruit volgt dat de lijnen EG en EF
samenvallen en dus liggen E, F' en G op één lijn.

Pagina 213:

Teken een drichoek ABC met AB=6cm, ZA =75 en ZC = 60°, dus
ZB = 180° = 75° — 60° = 45° (hoekensom) .

A D B

Daarna teken je de bissectrice CD van hoek C.

Het middelpunt van de cirkel door C en D ligt op de middelloodlijn van CD.
De cirkel raakt AB in D, dus richt in D de loodlijn op AB op en snij deze met de
middelloodlijn van CD om punt M te vinden. Teken de cirkel met middelpunt M
door Cen D.

L DCF = ]ELC =30° (bissectrice) = ZDMF = 60° (omtrekshoek)

ZBFM =360° — ZBDM — ZDMF — £ZDBF = 360° — 90° — 60° — 45° = 165°
£ZBDF = ZDCF = 30° (raaklijn en koorde)

ZBFD = 180° - 30° — 45° = 105° (hoekensom)

ZCFD = 180° — 105° = 75°(gestrekte hoek)

/CAD= £ CFD (=75

CD =CD = AADC = AFDC (HZH) = AD =DF
LACD = £FCD (bissectrice)
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86  Eerst een analysefiguur.

Teken hulplijn BC. Dan is ZACB =90° (Thales).

Omdat punt C het midden is van ED en ZACB =90° is BC de middelloodlijn van
lijnstuk ED endus is ZBDE = ZBED (1).

Verder geldt ZAEF = ZDEB (overstaande hoeken) (2).

Omdat AF en BD beide een hoek van 90° maken met AB geldt AF//BD.

Dus LFAE = ZBDE (Z-hoeken) (3).

Uit (1),(2)en(3) volgt LFAE = ZFEA endus AF = FE (gelijkbenige driehoek).

87a  Eerst een analysefiguur.

A’1s het voetpunt van A op de richtlijn en B’ is het voetpunt van B op de richtlijn.
De raaklijn AS 1s de middelloodlijn van FA’ (eigenschap parabool).

Noem LASA’= aeen ZBSB’= .

AA'= AF (parabool)
AS=AS » = NAA'S = NAFS (ZZ77) = L ASA'= /ASF=«
A'S=FS (middelloodlijn))
De raaklijn BS 1s de middelloodlijn van FB’ (eigenschap parabool).
BB'=BF (parabool) )
BS=BS » = ABB'S = ABFS (ZZ7)= /BSB'= /BSF=[3
B'S=FS§ (middelloodlijn))
Ook geldt ZA'SB” =2+ 2= 180° (gestrekte hoek), dus hieruit volgt dat
ZASB = a+ f=90".
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Uit de congruente driehoeken volgt ZAFS = ZAA’S =90°
en ZBFS = ZBB’S =90°, zodat ZAFB = 90° +90° = 180°.
Hieruit volgt dat A, F en B op één lijn liggen.

Teken lijn AB, deze snijdt lijn m 1n punt §.

De verzameling van de punten op gelijke afstand van lijn m en lijn AB liggen

op de bissectrice van £8.

De verzameling van de punten op gelijke afstand van lijn m en punt A liggen op de
parabool met brandpunt A en richtlijn m.

De verzameling van de punten op gelijke afstand van lijn m en punt B liggen op de

parabool met brandpunt B en richtlijn m.

De punten C en D vind je door in punt A en B de loodlijn op te richten op AB en de
snijpunten van de loodlijnen te bepalen met de bissectrice van £S.

Kleur dan de parabool links van C, lijnstuk CD en de parabool rechts van D, dit is
de gevraagde verzameling.

AB=BCen ZABC =90°, dus LZACB =45° (gelijkbenige rechthoekige driehoek).
ZACE = 180° — 45° = 135° (gestrekte hoek).

ZACE + ZADE = 135° + 45° = 180°, dus ACED is een koordenvierhoek
(omgekeerde koordenvierhoekstelling). Daaruit volgt dat A, C, Een D op één
cirkel liggen (definitie koordenvierhoek).

ZAED = ZACD =90° (constante hoek), dus driehoek AED is rechthoekig.

Een rechthoekige driehoek met een hoek van 45° is een geodriehoek.
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90 Eerst een analysefiguur.
Q

Punt § is het midden van PQ, dan is M§ een loodlijn uit M op PO (omgekeerde
stelling loodlijn op koorde). Dan ligt punt S op een cirkel met middellijn CM
(omgekeerde stelling van Thales).

91a

LP=LQ
MQ= PR

> ML = RL
ML=MQ-LQ
RL=PR-LP |

Hieruit volgt: L ligt op de middelloodlijn van MR (middelloodlijn).

b  De meetkundige plaats is een deel van de parabool met brandpunt M en richtlijn k.
De eindpunten van het betreffende deel van de parabool zijn de eindpunten van de
cirkelboog.

De top van de parabool vind je als het midden van het loodlijnstuk vanuit M op k.
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b

L

Het middelpunt van de cirkels door D die A B raken, heeft gelijke afstand tot 1ijn
ABenpunt D, dus ligt op de parabool met richtlijn AB en brandpunt D.

Het 1s niet noodzakelijk de parabool te tekenen, je vindt het middelpunt als volgt:
Het middelpunt van de cirkel door D die AB raakt in A, 1s het snijpunt van de
middelloodlijn van AD en de loodlijn op AB door A.

Het snijpunt van deze cirkel en de omgeschreven cirkel is punt E.

ZABD = /ZBFDen £ ACD = ZCFD (hoek tussen koorde en raaklijn).

Dit geeft ZBFC= ZBFD+ £LCFD=ZABD+ £ ACD

Dus ZBFC+ ZBAC =2 ABD + ZACD + ZBAC = 180°(hoekensom driehoek).

Hieruit volgt dat ABFC een koordenvierhoek 1s (omgekeerde koordenvierhoekstelling).

ANABC 1s een gelijkzijdige driehoek, dus alle hoeken zijn 60°,

ABDE is een gelijkzijdige driehoek, dus alle hoeken zijn 60°,

Noem ZABD = 3.

AB=CB

/ABE=/CBD (=60°+ ) = ANABE = ACBD (ZHZ) = AE=CD
BE = BD

ASBC is een koordenvierhoek, dus ZASB =180° — ZACB = 180° — 60° =120°
(koordenvierhoekstelling).

ZBSE = ZBDE = 60° (constante hoek).

Dus ZASE = ZASB + ZBSE = 120° + 60° = 180°, dus hoek ASE is een gestrekte
hoek.

ZABC = ZADC =90° (Thales).

ZBAC = ZACD (Z-hoeken).

ZACB=90° — ZBAC en ZCAD =90° —£ZACD (hoekensom driehoek).
Hieruit volgt ZCAD = ZACB ,dus AD//BC (Z-hoeken).

AB/ICD ,AD//BC en ZABC =90°, dus vierhoek ABCD is een rechthoek
(parallellogram, rechthoek).

ZCSE = ZCDE + ZDEM (buitenhoek driehoek).

ZDEM = ZCME (Z-hoeken).

ZCME =2 - ZCDE (omtrekshoek).

Dus ZCSE=ZCDE+2 - ZCDE=3 - ZCDE.
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2a

Uitwerkingen voorbeeldproefwerken

Hoofdstuk 1 - Periodieke bewegingen

y=10 geeft 1 —2cos*(t)=0

2cos?(t) =1

cos (£) =3V2 of cos (1) = —1V2

r:jﬂ'l:, r:;—}n, = lj—g"l: oft= l%ﬂ:
x=1+2sinGr)=1+2=30fx=1+2sin(1in)=1-2= —1 of
x=1+2sin(2m)=1+2=30fx=1+2sin(33n)=1-2= -1
De snijpunten zijn dus: (-1, 0) en (3, 0).

Het bereik van x :

—1 <sin(2n) =1

—2<2sin(21) <2

—1<1+2sin(2H) <3

Het bereik van x 1s [-1, 3].

Het bereik van y :

0<cos’(n =<1

—2<-2cos* (=0

—1<1-2cos° (<1

Het bereik van y 1s [—1, 1].

Het 1s een rechthoek met breedte 4 en hoogte 2.
xX'=2-(cos(21) - 2=4cos(2t)eny =-2 - 2cos(t) - —sin(f) = 4cos(t) sin(f)

r

Helling in het punt met ¢ = ;v is (
A

4cosGm) 4.4
v' =0, dus 4sin(f)cos(f) = 0 geeft

cos(t)=0of sin(t)=0

r:lgn, — 1| %‘J‘E, t=0,t=moft=2n

Antwoord: (1, 1) (2 keer)en (1, — 1) (3 keer)

Plot de grafieken van f{t) =—x(t) =—1 — 2sin(2f) en g(t) = y(f) = 1 — 2cos™(1).
Snijpunten voor t=0, t =7 (exact!) en t = 2,0344....

Hierbij horen de punten (1, — 1) en ( =0,60; 0,60).

x=2, dus 4sin(f) = 2 dit geeft
sin () =3, dus t =1 of t=27.
t=¢n = y=4sin (n) —2sin(3n)=4-5-2-5V3=2-V3en
t=2n=> y=4sin Cn) - 2sin(12n) =4 -1 -2. —-1\3=24V3.

x" =4cos(t) en v =4cos(r) — dcos(21).

|

dy
E =0 geeft 4cos(t) —4cos(2t)=0

cos(t) = cos(21)
t=2t+k-2moft=-2t+k-2m

© Moordhoff Uitgevers by
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t=k-2m of 3t=k-2m

t=k- Zﬂﬂfrzk*%ﬂ:,

Op [0, 27] zijn de oplossingen t =0,1 =37, t =37 of t = 27.

De gezochte punten zijn (0, 0), (ZUE, 3V3) en (- 21@, -3V3).

In de tekening zie je dat er waarschijnlijk symmetrie in (0, 0) 1s:

x(21 — 1) =4sin (2w — 1) = 4sin( —t) = —4sint = —x(t)

v(2rn— ) =4sin(2n — 1) — 2sin(2 - (2t — ¢) = 4sin( —1) — 2s1in(4w — 21) =
— 4sin(t) — 2sin( — 2¢) = —4sin(t) + 2sin(2¢f) = —y (1)

K 1s dus inderdaad symmetrischin (0, 0).

By (0,0)horent=0ent=m.

(d}-‘) (d}-‘) —-4-4
— 1] =0en|— = =i
d'x =1 d'x =T - 4

Met behulp van de tekening: het antwoordis a=2 of a < 0.

| x=4+sin (§1)
46" | y=6+cos (§t)

: . 2n : 2n
De periode van x is ——=12n en van y is deze —— =8m.

1
6 4

De periode van K is dan 247 (kleinste gemeenschappelijke veelvoud).

2 2
De periodes van xeny zijn ]—Ezb -2men Tﬂ:z a-2m.
b a
De kleinste gemeenschappelijke periode moet 87 zijn.
Dus a en b kunnen de waarden 1, 2 en 4 aannemen.
Mogelijk zindana=b=4,a=4enb=2,a=4enb=1,a=2en b =4,
a=1en b=4.

xen yonathankelijk van a, dus a moet wegvallen: t = 0 geeft voor elke waarde
vana: x=0eny=1.
Elke kromme uit de gegeven familie gaat dus door (0, 1).

{x: 2sin (1)

a=2=K_:
y=cos (2t)

x"=2cos(t) en ¥y’ =-2sin(21)

dy -2sin(GGn) -2 -
(_}) - L =5 V2
dx/_. 2cos(zm) V2

De helling in het punt voor ¢ = it is dus — V2.

{x: 3sin ()

=3=K_
“ y=cos (3t)

3
A ligt op de positieve x-as dus y =0 dit geeft
cos(31) =0, dus 3r=é—n+k~n,dusr:é—n+k«%m
t=¢n=>x=15eny=0,t=3m= x=3eny=0,t=2r = x=13eny=0,
t=1gn=>x=—13eny=0,t=131 =>x= -3eny=0,
r:l%nzhc: —l%eny:ﬂ
Zowel t =;m als t =2x leveren A (14,0).
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x"=3cos(t) en y’ =-3sin(31).
Voor de richtingshoek o van de raaklijn in het punt met ¢ = in geldt

-3sin(3m) -3 -
tan (o) = === —3v3
3cos(gm)  15V3 )
Hieruit volgt: oo = —49,1066...°

Voor de richtingshoek B van de raaklijn in het punt met # = 27 geldt

—

-3sin(2jm) -3
= V3.

tan () = ——= —=
P 3cosGm)  —14V3

Hieruit volgt: § =49,1066...°

De gevraagde hoek is gelijk is 180° — 2 - 49,1066...° = 81,7867...° = 81,79°.
V=0V ®P+ ' @®)=0<x"()=0eny (=0<
acos(t)=0en —asin(at) =0.

acos(t)=0voor t =3+ k- 7

Voor een van deze waarden moet ook y" = 0.

t=5m => y' =sin (a - 37) =0 voor even waarden van a.

t=14m = y' =sin(a- 13%) =0 voor even waarden van a.

Dus voor even waarden van a heeft de bijjbehorende kromme een
punt waar de snelheid 0 1s.

De omtrek van ¢, is 2 - 4 =8mn en vanc, is deze 2n - | = 2m.

Bij ¢én wenteling om ¢, gaat ¢, dus vier keer rond.

Op t = 37 heeft c, een hele omwenteling gemaakt en dus het
bovenste punt van ¢, bereikt, ditis (0, 4). M is dan in (0,5) en P
bevindt zich aan de rechterkant van ¢, op dezelfde hoogte als M.
Dusis Pin (1, 5).

M beschrijft een cirkel om O met straal 5, dus M volgt de kromme

x=>5cos (1)
y=5sin (1)

Punt P beschrijft een cirkel met middelpunt M en straal 1.

Zou P met de oorsprong als middelpunt wentelen, dan zouden de
coordinaten (cos(4t), sin(4#)) zijn. Nu is de x-codrdinaat van P de
som van de x-codrdinaat Scos(t) van M met daarbij de horizontale
afstand cos(4¢) van P tot M. Dus geldt x =f(f) = Scos(t) + cos(41).
Dezelfde redenering geldt voor de verticale richting, dus

v= g(f) = 3sin(t) + sin(4t).

Hoofdstuk 2 - Toepassingen van integreren

Frl()=1 .1nm+xé+c*(x)=1n(x)+1+G*m

G’'(x)=—1,dus bv. G(x)=—xof G(x)=—x+3of .....

fx)=1=2Inkx)=1=x=e
De gratiek van fsnijdt de x-as in (1, 0)

© Moordhoff Uitgevers by

257



2a

UITWERKINGEN VOORBEELDPROEFRFWERKEM

De oppervlakte van V'is dan

e-1- Jf(x)dx:e—[x«ln(x)—x]'j:e— ((e-1-e)=(1-0-1))=e-1

]
e

——— 1)?
Booglengte: J"ﬁl + (f (x))*dx = J 1+ (—) dx,

A
1 1

1 2
Plot, [ 1+ (;) en benader deze integraal met de rekenmachine: 2,00349. ..

Omtrekvan Vie+ 1+ 1+ 2,00349... =6,7217... = 6,722.

v=In (x), dus x = ¢'". Inhoud omwentelingslichaam:
1 1

b J xdy = TEJ e?dy = n[l— : ez-“]:: =sn(e*—1)

0 0

De grafiek van fheeft domein [-2, — )
De gratiek snijdt de y-as in het punt (0, 6)

Booglengte:
0 0 0

Vi+ (F ))Pde= | VI+ 3~%zx+4-;=-.21dx=J [ +———dx,
J (f" (x)) J (3-5( )2-2) vt 4

Met de rekenmachine geeft dit 6,41816...

Totale omtrek: 6,41816... + 2+ 6 = 14,418
0 0

Inhoud L : 7 dex = nJ 9(2x +4)dx= 9n[*+4x], =9m(0 - (4~ 8))=36n

-2 -2

y=3V2x+4 & U +4=3)P < x=19"-2.
6 6

Inhoud L : de}-‘ =7 J (702 —2) dy

0 0
G

=T J (5" =52 +4)dy = TI[

0

1 7 Li] 4 4
fe20)” — 37 + 4}-‘]“ =45-16+24 =123

0

Oppervlakte V: J 3(2x+4) dx = [@x+4yi]’, =41 -0=8.

g
Oppervlakte W : J3(21+4)5-‘dx= [(Zx+ 4)'3]i:= (2p+4)':-38.

0
Nu moet gelden (2p+ 4)": —8 =8, dus

(2p+4):=16
2p+4=16°
2p+4=4=4V/4
2p=4V4-4

Antwoord: p= 2V4-2.

EJT

Hele oppervlakte: J 3cos(x)dx = [3Sin(x)]j_1= 3-(-3)=6.

1
_En-

De oppervlakte van elk deel moet dus 2 zijn.
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Stel de y-codrdinaat van Q is b, dan is a = f(b) en er moet gelden:
i

J:}C{)S (x)dx =2 < [3sin (x) [*=2 < 3 - 3sin (b) =2 <> sin (b) =3

b

Omdat sin2(x) + cos2(x) = 1 volgt cos>(h) =35.

Met 0 < b < 1t wordt het antwoord cos (b) =VE=3V2 a=3cos (b)) =3-2-V2=2V2.

Lengte van K=

13 s

J V()2 + (v'())*dx= J V)2 + (cos (1)) dx = 45,4910...

~15m —13%

i

Het resultaat is gevonden door f(x) = V(dx* + (cos (0) te plotten en gebruik te
maken van de integreeroptie op de rekenmachine.
Antwoord: 45,491,

De doorsnedefiguur van de wig met een vlak evenwijdig aan

het grondvak en op hoogte £ 1s een ellips. De lengte van de

halve lange as a 1s byj elke ellips gelijjk aan 1, de lengte van de

halve korte as b hangt af van de hoogte. ) |

Uit gelijkvormigheid van AT'BT en AT”B’T volgt S n=b =
=3(2 - h), zie tekening.

Dus voor de oppervlakte van de ellips op hoogte h geldt:

oW =n-1-(-3h)=n—-3mh;

de gegeven formule is dus correct.

il

Inhoud van deze wig van Wallis: J (t —3mh)dh=[rh - mh*P=2n-m-4-0=m.

0
0

Hoofdstuk 3 - Cirkels en hoeken

ZB+ ZC =180° — ZA = 180° — 60° = 120° (hoekensom driehoek)
/PIQ=/CIB=180°-3/B—-3/C=180°-3(£B+ £C)=180°-5-120°=120°
Dusis ZA + ZPIQ =60° + 120° = 180° en daarmee is AQIP een
koordenvierhoek.

Uit LA + £ZPIQ = 180°(koordenvierhoek) en £ZBIQ + £PIQ = 180° (gestrekte
hoek) volgt dat ZA = ZBIQ. Ook is £ BIQ =3/.C+3/B (buitenhoek).

Danis ZA=3/C+5/B endusis 2ZA = ZC + ZB = 180°— ZA.

Uit 3 - ZA = 180° volgt LA = 60°.

Driehoek AMC 1s gelijkbenig dus ZMAC = ZMCA.

UitAB /I MC volgt ZCAB=2ZMCA (Z— hoeken).

Dusis ZCAB=£ZMAC enis AC de bissectrice van ZBAM.
Teken de middelliin AD en de lyn BD.

Dan geldt ZABD =90° (Thales)en is ZABC =90° + ZCBD (1).
Uit opdracht a volgt dat ZCAD = ZBAC.

ZCAD = ZCBD (omtrekshoeken op boog CD)

Dus ZCBD = ZBAC (2).

Uit (1) en (2) volgt ZABC =90° + £ZBAC.
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In de koordenvierhoek geldt LTAB = ZTDC en LZABT = ZDCT.

AB BT AT
DC CT DT
Uit de laatste gelijkheid volgt met kruislingsvermenigvuldigen dat
TAXTC=TBxTD.

Vierhoek ARBQ 1s een koordenvierhoek dus PA x PB = PR x PQ (opdracht a).
Vierhoek ASBT 1s een koordenvierhoek dus PA x PB = PS x PT (opdracht a).
Dusis PR x PQ = P§ x PT en daarmee (omgekeerde van opdracht a) is QSRT een
koordenvierhoek.

Daarmee zijn de drichoeken ABT en DCT gelijkvormig en geldt

ZCDB + ZCOB =90° + 90° = 180° dus is vierhoek CDBQ een koordenvierhoek.

Omdat CDBQ een koordenvierhoek is geldt ZDBC = ZCQD.

Ook vierhoek ADCP is een koordenvierhoek (ZADC = ZAPC = 90°) dus geldt

ZDAC = ZCPD.

Dus zijn de driehoeken PDQ en ACB gelijkvormig (hh).

£ CDP=/CAP=90°- LACP

/QOBC=/0DC=90°- /2QCB; = /CDP=/0DC = DC is de bissectrice van ZPDQ.
LACP=/QCB

ZMED = ZMCD =90° dus is de som van de overstaande hoeken 180° en daarmee is
vierhoek MCDE een koordenvierhoek.

IMFG = ZMCG = 90° dus is (constante hoek) vierhoek MFCG een
koordenvierhoek.

Teken eerst een drichoek ABC met de juiste hoeken: ZA = 75°; ZB=45° en £C = 60°.
Daarna de bissectrice van ZC. Dit geeft punt D op AB.
Het middelpunt M van de cirkel ligt op de middelloodlijn van CD en op de lijn door
D loodrecht op zijde AB.
ZBDF = ZDCF want beide omtrekshoeken op boog DF. Dus is ZBDF = 30°.
Dan is (buitenhoek) £DFC = £ZB + ZBDF =45° + 30° =75°.
CD = CD (gemeenschappelijk)
/ACD= /£ FCD (bissectrice /.C) p = AADC = AFDC (ZHH) dus AD = DF.
LA=/DFC (=75°

Hoofdstuk 4 - Tekenen en bewijzen

Zie figuur. ABCD is een trapezium met AB//CD.

Eris een omgeschreven cirkel, want het is een koordenvierhoek.
Te bewijzen: AD = BC.

Bewijs: ZACD = ZCAB (Z-hoeken), dus de omtrekshoeken
van boog AD en boog BC zijn even groot.
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Dus geldt bg AD = bg BC en daarmee geldt voor de bijbehorende
koorden: AD = BC.

De gezochte meetkundige plaats bestaat uit de punten van lyjnstuk
S,M, waarbij S het snijpunt is van de diagonalen van ABCD

(P 1n C) en M het midden 1s van AB (P 1n B).

Bewijs. § ligt op de symmetrieas van ABP(Q dankzij de
gelijkbenigheid van ABPQ en daarmee op de lijn door § en M

(de symmetrieas van ABCD en ABPR). Boven § kan niet (P in C)
en onder M kan ook niet (P in B).

Anderzijds: Neem een punt § op lijnstuk § M. Trek AP en BQ
door §. Nu is ZQAB = ZPBA, want het trapezium ABCD 1s
gelijjkbenig......... (1)

ZSAB = ZSBA, want als § op de symmetrieas van AB ligt 1s
AABS gelijkbenig......(2)enis AB=AB.....(3).

Uit (1), (2) en (3) volgt dat AABQ = ABAP(HZH), dus is
AQ= BP.Enomdat ZQAB = ZPBA 1s ABP(Q een gelijkbenig
trapezium.

In ANLQ 1s QS bissectrice en hoogtelijn, dus:

L NQS = £ LOS (bissectrice)

/NSQ=/LSQ=90° (hoogtelijn) p = ANSQ = ALSQ (HZH).

05=0S§

Dus is ANLQ gelijkbenig met top Q.

ANLQ 1s gelijkbenig met top O, dus QS is behalve bissectrice en hoogtelijn ook
zwaartelyjn en daarmee 1s NS = SL. Evenzo 1s KS = SM. Dus in KLMN delende
diagonalen elkaar loodrecht middendoor. Daarmee is de vierhoek een ruit.
ZSNA = 180° — ZDNS (gestrekte hoek).

ZDNS = ZCLS (opdracht a: ANLQ is gelijkbenig met top Q).

Dus ZSNA = 180° — ZCLS.

In vierhoek AKSN is ZNAK + ZAKS + ZKSN + ZSNA = 360°...... (1)

En in vierhoek SLCM is ZMSL + ZSLC + ZLCM + ZCMS =360°...... (2)
Beide wegens de hoekensom van een vierhoek.

In (1) kun je ZSNA vervangen door door 180° — ZCLS (opdracht c).

Evenzo kun je ZAKS vervangen door 180° — ZCMS (want met de aanpak van
opdracht a kun je aantonen dat AKPM gelijkbenig 1s met top P).

Je krijgt nu:

ZNAK + 180° — ZCMS + 900 + 1800 — LSLC = 360°

90° + LSLC + LZLCM + ZCMS =360°
(+)

ZNAK + ZLCM + 540° =720°

Dus ZNAK + ZLCM = 180° en dus is ABCD een koordenvierhoek.

Er zijn vier mogelijkheden. De cirkelboog heeft twee snijpunten met k en door
punt P boven lijnstuk A B te kiezen vindt ze ook nog twee mogelijkheden voor
C beneden de lijn door A en B. (Dus het spiegelbeeld van de figuurin lin AB
kan ook.)
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De constructie 1s juist. § is het middelpunt van de omgeschreven cirkel van
AABC. Want § ligt op de middelloodlijn van AB en op de lijn die loodrecht staat
op de raaklijn in A aan die cirkel. De cirkelboog is een deel van de meetkundige
plaats van de punten C z6, dat ZC = 45°. (Punt A is een van de randgevallen en
daar heeft ze de raaklijn juist onder een hoek van 45° getekend.) Verder ligt lijn k
Juist op afstand 3 van AB, zodat de hoogtelin CD lengte 3 heeft.

Zie figuur: De lichtstraal na kaatsing 1s niet evenwijdig met de ~.
as getekend. Je moet juist bewijzen dat dat wel het geval 1s.

De stippellijn staat in P loodrecht op de raaklijn.

/PFP’ = ZPP’F (FP = PP’ omdat P op de parabool ligt).

ZPP’F = ZSFP'(Z-hoeken: de as en PP’ staan beide

loodrecht op de richtlijn en zijn dus evenwijdig). brandpunt £
In AFMP is ZM =90° want de raaklijn is tevens de
middelloodlijn van FP’, dus ZPFM + ZFPM =90°

(hoekensom in AFMP).

Anderzijds is £P = ZP, wegens de spiegeling, dus ook

4P + ZFPM =90°. Daarmee is ZP ,= ZPFSende

lichtstraal verlaat de parabool evenwijdig aan de as (Z-hoeken).

Zie figuur: Het omgekeerde van de stelling die je in opdracht 5 hebt bewezen
geldt natuurlijk ook, dwz als een lichtbundel evenwijdig aan de as een parabolisch
spiegel treft wordt hij door het brandpunt teruggekaatst.

Archimedes koos een vrij ‘stompe’ parabolische spiegel, zodat het brandpunt
behoorlijk ver in zee lag. Zonnestralen komen door de grote afstand van de

zon ten naaste bij evenwijdig binnen en door de spiegel te richten kon hij de
zonnestralen concentreren.

Hoofdstuk 5 - Goniometrische formules

2 2
X+3N+Xx X+ —X
sin (x +37) + sin (x) =2sin (3T)c05 (37) =

2sin (x +37) - cos (37) =2sin (x+37) - 3=sin (x+37)

1 1
A+ —Xx X+3MW+Xx
sin (x +37) — sin (x) =2sin (%)ms (37) =

2sin (¢10) - cos (x +31) =2 - 5+ cos (X + 1) = oS (x +£7)

Je krijgt dan: cos (x +37) +cos (x) =cos (x+37)

Wanneer je hier x = 0 invult krijg je cos (31t) + 1 = cos (37).
Dit laatste 1s niet waar want een cosinus kan groter dan O zijn.
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sin (o) sin () sin (o)cos (B) cos ()sin (B)
cos (o) cos (B)  cos (o)cos (B)  cos (ct)cos (B)
sin (a)cos (B) +cos (osin (B)  sin (o +f)

cos (at)cos (B) " cos (a)cos (B)
sin (0+ (=B))  sin(a—f)
cos (o)cos (—B) ~ cos (ocos (B)

tan (o) +tan () =

tan (o) —tan (B) =tan (o) + tan (—f) =

fix) = 2cos*(x) + sin (2x) = 2cos*(x) — 1 + sin (2x) + 1 = sin (2x) + cos (2x) + 1,
dusa=1.b=1lenc=1

fix)=0<2cos*(x) + sin (2x) = 0 < 2co0s*(x) + 2sin (x)cos (x) =0 <=
2cos(x)(cos(x) + sin(x)) =0 < cos (x) =0 of cos (x) = —sin (x) <> cos (x) =0
of tan (x)=-1.

Op (47, 1 57 ] zijn de oplossingen: x = 37, x = | 37 of x =37.

Met een plot: fix)>0<3n < x < 137.

fix) = 2cos*(x) + sin (2x) = sin (2x) + cos (2x) + 1

. _ 3 =2x+2x In—2x—2x
f(x) =sin (3 —2x) +sin (2x) + 1 = 2sin 5 cos 5 +1

f(x)=2sin Gm)cos (G —2x) + 1=2-1V2cos G- 2x) + 1 =V2co0s G —2x) +1
4 4 2 4 4

De periode van fis 7 dus op [57%, 1 57t] neemt f{x) al zijn uiterste waarden * V2 +1 aan.

Het bereik is B = [1 - V2, 1+V2].

sin (0.+PB) sin (a)cos (B) +cos (o)sin (B)
cos (0.+B)  cos (o)cos (B) —sin (o)sin (B)

tan (0 + ) =

sin (o)cos (B) +cos (o)sin (B)  sin(o)  sin(B)

cos (at)cos (B) ~ cos(a) cos(B)
cos (o)cos (B) —sin (o)sin (B) _sin(o) sin(f)
cos (o)cos (B) cos (o) cos (B)

tan (o) + tan ()
1 —tan (o)tan ([3)

tan (o) +tan (—B)  tan (o) —tan (B)
1 —tan (otan (—B) 1 +tan (o)tan (B)

tan (0. — B) =tan (o.+ (—P)) =

De periode van K komt overeen met één omwenteling van de eenheidscirkel en is
dus gelijk aan de omtrek daarvan: 27 - 1 = 2m.

V2 —2cos(t) = V2 —2(1 —2sin2(3t) = V4sin2(31) = | 2sin (31| = 2sin G1)

Op [0, 2xt] is sin (5¢) = 0, dus de absoluutstrepen kunnen weg.

Het ‘rechte’ stuk van de omtrek beslaat één periode van K en heeft dus lengte 27.

Het *kromme’ stuk van de omtrek (op [0, 21t] bijvoorbeeld) is:

i 3 ) 2n
d LI T .d_x' - Iy
J \X(_}) +(_) dt= J Vsin2(d) + (1 — cos2(1)2d1 =

n

I

J"ﬁrsinz(r) + 1 —=2cos(t) +cos>(t)dt = J V2 —=2cos (1)dt =
()

0

J_ 2sin 31 dt=[ —4cos GO "= (-4- -1 - (-4-1)=8.
(

)

De omtrek van Vis 8 + 217.

© Moordhoff Uitgevers by

263



UITWERKINGEN VOORBEELDPROEFRFWERKEM

n n

Opp. V= J(l —cos())dt= J (1-2cos(t)+cos?(f)dt =
0 0
J (1-2cos (£) + 3 +1cos (2)dt = [r— 2sin (f) + 1t + 1sin (Zr)]f}“ =

0

2n—-0+n+0)—(0)=3m

V1 —sin (x) =sin (x) +cos (x)

1 —sin (x) = sin“x + 2sin (x)cos (x) + cos*(x) (na kwadrateren)
2s1in(x)cos(x) + sin(x) =0

sin(x)(2cosx+ 1)=0

sin (x) =0 of cos (x) = —3

x=m7 (vervalt) of x =37

— —¢os (x)
(X)) =Vl-sin(x)=f (X)) =—————
4 / 2V1 —sin (x)
—cos(1gm) 33 W3 | _

'r(llfl:): ; = ===
s (1 -sin(1lm)y 201 v2 *

P heeft codrdinaten (p, f(p))= (p,V1 —sin (p))
—cos (p)
2V1 —sin (p)
De lijn AP staat loodrecht op de raaklijn en heeft dus helling :

De helling van de raaklijn in Pis f'(p) =

1 2Vl-sin(p)
f'(p)  cos(p)

Deze lijn gaat door P, dus de vergelijjking wordt:
2V1 —sin (p)

 =V1—sin (p) + —p).
y=V1-sin (p) cos () (x—p)
———  2V1 —sin (p)
De lijn snijdt y = 0 als — V1 —sin (p) = : )P (x—p)
coS
Dus — cos(p) = 2(x — p) P
2x=2p—cos(p)
x:p—%cos (p)
De oppervlakte van ABAP 1s:
3BA x BP =3(p—3cos (p) —p) x V1 —sin (p) = —jcos (p)V1 —sin (p) = O(p)
do(p) — —cos (p)
- =0 ¢ 3sin (p)V1 —sin (p) — jcos (p) x P e
dp 2V1—sin (p)
—  cos*(p) 2sin (p) (1 —sin (p)) + cos>(p)
sin (p)V1 —sin (p) + ,_—Pz{]d:br & ‘—p 2y
2V1 —sin (p) 2V 1 —sin (p)

2sin (p) - 2sin*(p) +cos*(p)
2V1 —sin (p) -
—3sin’(p)+ 2sin (p) + 1 =0 metsin (p) # 1.
(3sin(p)+ D)(sin(p)— 1) =0 met sin (p) # 1.
Op D, = [5m, 15m] voldoet alleen sin (p) = — 3.
Alssin (p) = —3met 3 < p < 157, dan moet T < p < 15Men is
cos (p) = —V1- (-2 =-}8.
De maximale oppervlakte is:
“Ex =B x V1= (=D =58 xVi=5V8 xVE=5VE =1ve.

=264 _ -
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Hoofdstuk 6 - Functies onderzoeken

2sin (x) — 1

sin (x) — 2 )
Met domein [0, 27t] geeft dit x = ¢rwof x = 27.

2cos(x) - (sin(x) —2)— (2sin(x) = 1) - cos (x) B

=0 = 2sin(x) =1 = sin (x) =3

fr)=

(sin(x) —2)*
2sin (x)cos (x) —4cos (x) — 2sin (x)cos (x) +cos (x) . 3cos (x)
(sin (x) —2)2 ~ (sin (x) = 2)2

De grafiek van fis stijgend als cos(x) < 0 dus op het interval [37, 157 ].

f'(x) =0 = cos (x%:(il = x=3mof x= 131
Minimum f(37) =ﬁ= — 1 en maximum f(137) =

-2-1
-1-2

— 11

Randmaximum £(0) = 3 en randminimum f(27rt) =3.
¥

| N
1N/

3sin (x) (sin (x) — 2)* + 3cos (x) - 2(sin (x) = 2) - cos (x)
(sin (x) — 2)* B

2

fn (x) =

3sin (x)(sin (x) —2) +6¢0s (x)cos (x) B 3sin*(x) — 6sin (x) + 6cos*(x) B
(sin (x) —2)° - (sin (x) —2)° -
geeft 3sin*(x) — 6sin(x) + 6¢cos*(x) = 0 = 3sin*(x) — 6sin(x) + 6(1 — sin*(x)) =0 dus

— 3sin*(x) — 6sin(x) + 6 =0 = sin“*(x) + Zsinf(_x) -2=0. ~
Met de abe-formule vind je sin (x) = — 1+ V3. (sin(x) = —1 — V3 < —1 dusvervalt)
Dit laatste invullen in het functievoorschrift geeft
2(-1+V3)-1 -3+2V3
“1+V3-2  -3+\3°

de y-codrdinaat van de buigpunten:

f’( ) (eﬂ_‘i.t_l_xeﬂj.t . %) (I— 1) — yelsr. %eﬂj.t(_x?__l._ 2)
Mo (x— 1) T (-1

Uiterste waarde als ¥ —x—2=0= (x—=2)(x+ 1)=0dus voorx=—1 of x= 2.
De uiterste waarden zijn: maximum f(—1)= %U? en minimum f(2) = 2e.
De noemer gelijk stellen aan nul geeft de verticale asymptoot x= 1.
Horizontale asymptoot y = () want Ver— 0 als x — — oo,

Raken: f(x) = g,() nf'(x) = /().
Dusln (x)=cx* » —=2c¢x.
X

Uit de laatste vergelijking volgt cx” = sdusisIn(x) =5enis x= Ve.

_ - 265
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: : _ : : 1
Dit laatste invullen in cx® =1 geeft ce =5 ofwel ¢ = >

A

De grafieken van f(x) =1In (x) en g:(x) = % raken elkaar.

. 1 1
flx)=— * = — =1 als x — £ o dus horizontale
X —4x+4 1 £+i 1-0+0
-x. 2

asymptoot y= 1.

Uit x* — 4x + 4 = (x — 2)* = 0 volgt verticale asymptoot x = 2.
X 1 1

gx)= = — = | als x — £ e dus horizontale asymptoot y = 1.

1 1 1-0

- —

1
Uit I —— =0 volgen verticale asymptoten x=1 en x=-1.
A

De gratiek van h(x) = sin(x) — tan(2x) heeft geen horizontale asymptoten.
Verticale asymptoten bij 2x =57 +k - T dus x =37+ k - 37 (k geheel).

In(x?*)
k(x) - e.t—l_ 4

dus horizontale asymptoot y = 0.

—(als x— e

Verticale asymptoot x = (. En e*~* — 4 =0 geeft verticale asymptoot x =2 + In (4).

(D) +4_2n(0+4_~ () _2+0
In(x)—4 ln(x)—4_l_ 4 1-0
In (x)

Dus de horizontale asymptoot is y = 2.

[(x)= =2 alsx — oo,

Uit In (x) — 4 = 0 volgt dat x = e* een verticale asymptoot is.
N.B. x=01s geen verticale asymptoot want
4
N 2+
In(x)+4 2ln(x)+4  Inkx) 240

1(x) = = = =2alsx L 0.
) ) —d 4 1-0 e
In (x)
m(x) = € . =0 als x— — eo. Dus horizontale asymptoot y = (.
e—e* e-0
e’ 1 1 :
m(x) = = — = — 1 als x— eo. Dus horizontale asymptoot y = —1.
e—e' e 0-1

Uite —e' =0 volgt dat x = | een verticale asymptoot is.

¥

2

_3f =X 3 =X 3 X
f(_x)_\Xl+(—x)3_\Xl+f_ 1+ T
266
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f&)z( xq)":}f,&)z%( Iq)‘T‘l*(l+r)—x~Zx=%( X )‘T 1 -2

1 +x° 1+x° (1+x%)? 1+2) A+

ff)=0=1-=0=x=10ofx=-

I
- 3 _1_-\3f_l__3l 3 1 A3
f=D=\T =V 2= \/;enﬂl)_\’1+l_\/;

De toppen zijn (— 1, — V2 en (1,V3).

. —= ~=8x = 8’ +8x =x
1+ 1+
x(Bx*+8x—1)=0

Danisx=0o0of 8x*+ 8> —=1=0.

-8+V96 -8+4V6
6 16

+

£l—
=
=

[t =

Met de abc-formule vind je x* =

Alleen x*= —3 + jﬁ% geeft oplossingen.

De x-codrdinaten van de snijpunten zijn: x =0enx= £V - 3 +3V6.

f(X)qu—I_M—I_l = F ()= (Zx+a)(f+x+£)— (f+ﬂax+l)(2.x+ l):
& xX+x+1 “ (X +x+1)
20 +2° +2x+ax’ +ax+a— 20 + X’ +2ax +ax+2x+1) L—ax’+a-1
(P+x+1) T (@ Hx+1p
Uitf @)=2—dZra-l_3-3a_ eta<i
“ (22+2+1)* 49

Xx—ar+a—1
(F+x+1)

f ()=

=0geeftx'—ax*+a-1=0.

Dit laatste kun je herleidentot x*(1 —a)=1 —adusis x* = =]l mitsa # 1.

—d

Dit geeft x = + 1, onafthankelijk van a.

De grafiek van m(x) = |f{ — x)| ontstaat uit de grafiek van f(x) door te spiegelenin
de y-as en vervolgens het deel van de grafiek onder de x-as te spiegelen in de x-as.
De asymptoten zijn dan y=4 en y= 2. Snijpunt met de assen (0, 0) en de toppen
(—4,9)en (0, 0).

(~4,9) @,9)

De gratiek van g(x) = In (f(x)) bestaat niet voor x < () omdat dan ook f{x) < 0.
Op {0, 4] is g(x) stijgend van — oo tot In(9), dus de grafiek van g(x) heeft verticale
asymptoot x = 0.

_ - =267
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Op [4, —) is g(x) dalend tot de horizontale asymptoot y =1n (4).
Snijpunt met de x-as 1s het punt op de x-as waar f(x) = 1.
De top van de grafiek is het punt (4, In(9)).

(4,9)

De grafiek van h(x) = f(x) is stijgend op het interval [0, 2] het bereik op dat
interval is [0, 9].

De grafiek van i(x) daalt op [2, —) met horizontale asymptoot y = 4.

Op (¢, 0] is de grafiek van h(x) het spiegelbeeld in de y-as van het deel van de
grafiek van h(x) met domein [0, —).

Horizontale asymptoot y= 4, toppen (-2, 9), (0,0) en (2, 9). Snijpunt met de
assen (0, 0).

(-2, 9) 29 (49

268 _ -
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b ﬂ#ﬂﬂﬁﬂﬁ;F=%+@4ﬁ#f®=%ﬂ%&—ﬂei; +;1)

X Vx-=2
1 1 Vi-2+V2
Ve Vi ) N R
Vi-2=-Vi=x-2=-x*=x2+x-2=0
Dit laatste ontbinden geeft (x — 1)(x +2) =0.
De uiterste waarden zijn f(—2) = —2\3/E+\3/E=0enﬂl)= 2-1+1=3.

f’(0) enf’(2) bestaan niet. In beide gevallen is er sprake van een verticale raaklijn.
Bij x= 2 is er sprake van een minimum f(2) =2V/2 +V/(2-2)>=2V/2.

fl=0=

_ - 268
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