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0 Inleiding en opmerkingen

0.1 Afkortingen
desda Dan en slechts dan als (Engels: if and only if).

0.2 Opmerkingen

De samenvatting is zo gemaakt dat alle hoofd- en subkoppen, net als de the-
orema’s, identiek genummerd zijn met het boek. Hoofdstuk 6 stond niet bij
tentamenstof, maar het tentamen en de opgaven vragen wel stof wat daarin
staat. Deze stof is impliciet wel af te leiden, maar het lijkt me wel nuttig. Alles
is kort en bondig opgeschreven en opmerkingen bij het hoorcollege zijn ook
verwerkt.

0.3 EULA /Disclaimer

Ik ben niet verantwoordelijk voor fouten in de samenvatting! Zolang je mijn
samenvatting niet verkoopt of aanpast zonder aan te geven dat je het aangepast
hebt en ik de originele versie gemaakt heb, mag je ermee doen wat je wilt.

1 Vectoren

1.1 Geometrie en Algebra van Vectoren

—
Notatie: AB of a = OA = [3,2]. 3 en 2 zijn componenten. A is het initiéle
punt of staart. B is het terminale punt of kop. Een vector met een punt in de
oorsprong is in standaardpositie.
1.1.1 Optellen
Ziju = [ug,ug, ..., upl, v=1[v1,02,...,0,], dan u+v = [u; vy, ug4va, ..., up+
Up].
1.1.2 Aftrekken

Ziju = [uj,ug, ..., Upl, V=[V1,V2,...,0,], dan u—v = [u; —v1, ug—va, .. . , Up—
vp]. Het verschil tussen uen v: u—v=u+ (—v).



1.1.3 Scalarvermenigvuldiging

Zij v = [v1,va,...,v,] en constante ¢, dan cv = c[vy, va,...] = [cv1, cva, . .., cvp].
cv is een geschaalde veelvoud van v. De richting van v is hetzelfde als ¢ > 0,
de nulvector als ¢ = 0 en omgekeerd als ¢ < 0.

1.1.4 Algebraische eigenschappen van vectoren in R"

sut+v=v+u Commutativiteit
e (u+v)+w=u+(v+w) Associativiteit
eu+0=0

eu+(—u)=0

e c(ut+v)=cu+ecev Distributiviteit
o (c+du=cu+du Distributiviteit
e ¢(du) = (ed)u

e lu=u

e cu=uc Commutativiteit

1.1.5 Lineaire combinaties

Vector v is lineaire combinatie als geldt dat vectoren vy, vs,...,v, en scalars
c1,C2,...,Cy, vV kunnen maken als civy 4+ covg + - - - + ¢ Up.

1.2 Lengte en hoek: inproduct/scalar product/dotproduct
1.2.1 Inproduct

Zij u = [uy,ug, ..., upl, v=1[01,02,...,0,], dan u- v = [ugv1, ugva, . .., unvy].

Theorema 1.1. Zij u, v, w vectoren in RN en ¢ scalar:

u-v=v-u Commutativiteit
u-(v+w)=u-v+u-w Distributiviteit

u-u)>0enu-u=0desdau=0

1.2.2 Lengte

[[v]] = Vv-v = /v} + 03+ +0v2. Als|[v|]| = 1, dan is v eenheidsvector.
Theorema 1.2. Zij v vector in R™ en c is scalar:

e ||v|]| =0 desda v =0.
o levl] = el [Ivl-

Normaliseren van v: u = ﬁv = ﬁ

1.2.3 Afstand

d(u, v) = [[u—v]|.



1.2.4 Hoek

Cosinus van hoek tussen twee vectoren: cos(f) = IIU\L\PTIVH'

1.2.5 Orthogonaliteit

Vectoren u en v zijn orthogonaal als u-v = 0.

1.2.6 Vectorprojectie

Zij u en v vectoren in R™ en u # 0. Projectie v op u: proj,(v) = (%) u

1.3 Lijnen en vlakken

1.3.1 Lijnen in R? en R3

Normaalvector is vector die loodrecht (normaal) op een vector staat. Zij n =
(?) en x = (;), dan n-x = 0. De richtingsvector halen we uit de normaalvec-

tor door twee componenten om te wisselen en van één component het teken om

te Klappen: @ _ (_’; t) 1 <_12)

Herschrijven naar vergelijking 1: x = td. We zien dat d de richtingsvector is.

1.3.2 Normaalvorm van lijnvergelijking 1 in R?
n-(x—p)=0ofn-x=n-p
met p op 1 en n # 0 is normaalvector voor 1. Algemene vorm: ax + by = ¢, met

a
normaalvector n = b)'

1.3.3 Vectorvorm van lijnvergelijking 1 in R? of R3

x=p+td

met p op 1 en d # 0 is richtingsvector voor 1. Vergelijkingen overeenkomend
met vectorvormcomponenten zijn parametrische vergeligkingen van 1.

1.3.4 Normaalvorm van vlakvergelijking P in R3

n-(x—p)=0ofn-x=n-p

met p op P en n # 0 is normaalvector voor P. Algemene vorm: az+by+cz+d,
a

met normaalvector n = | b
c

1.3.5 Vectorvorm van vlakvergelijking P in R3

X=p+su+tv

met p op P en u en v zijn richtingsvectoren voor P. u en v zijn niet-nul
en parallel aan P, maar niet aan elkaar. Vergelijkingen overeenkomend met
vectorvormcomponenten zijn parametrische vergelijkingen van P.



1.3.6 Lijnvergelijkingen in R?

Normaalvorm Algemene vorm Vectorvorm Parametrische vorm

T = td

n-x=n-p ar+by=c x=p+td Prt iy

Yy =p2+tdy

1.3.7 Lijnen en vlakken in R3
Normaalvorm Algemene vorm Vectorvorm
X =11 - b =d
Lijnen {1 XTMIR GOz = x=p+td

Ny - X =Ny - P2 as® + boy + coz = do

n-x=n-p

Viakken ) n.x =d

axr+by+cz=d X=p+su+tv

1.3.8 Balancerende formule voor dimensieruimte
objectdimensie + aantal algemene vergelijkingen = dimensieruimte

Voorbeelden:

e 3d vlak is 2d
e 2d lijn is 1d
e 1d punt is 0d

1.3.9 Lijnafstand willekeurig punt B tot lijn 1
lazo + byo — ¢|

1.3.10 Lijnafstand willekeurig punt B tot vlak P

d(B,1) = [|v = proja(v)|| =

e Bepaal willekeurig punt A op vlak P

e Bereken d(B, P) = |[proj.(AB)|| = ) = latotiyed osnd

1.3.11 Kruisproduct (alleen in R?)

Zij u = [uy,uz,us), v = [v1, v, v3], dan:

U20V3 — U3V2
U3V1 — U1V3
U1V2 — U2V1

uxXv=

2 Lineaire vergelijkingssystemen

2.1 Introductie lineaire vergelijking

Stelsel van vorm: aix1+asra+- - -+a,x, = bmet constante termen: coéfficiénten
ai,as,...,a, enb. De oplossingsverzameling is een vector. Bij een unieke oploss-
ing of oneindig veel oplossingen is het stelsel consistent, anders inconsistent. Met

Parametrische vorm

T =p +tdy
Yy =p2 +tdy
z =p3 +tds

T =p; + su; +tv;
Y = p2 + suz + tug
2z = p3 + sus + tug



terugwerkende kracht het stelsel herschrijvend oplossen heet terugsubstitutie. In
matrixvorm gebruiken we een augmented matrix, waarbij de toekenning van elke
lineaire vergelijking gescheiden wordt door het augmented deel. Bijvoorbeeld:

1 -1 -1 2
3 =3 2 |16
2 -1 11]9

Als we de constanten (de laatste kolom) weghalen dan is de augmented matrix
de coéfficiéntenmatrix. Een homogeen stelsel bevat alleen 0’en in de constan-
tenkolom.

2.2 Lineaire vergelijkingoplosmethoden
2.2.1 Rij echelonvorm

e Rijen van uitsluitend 0’en staan onderaan.
e Eerste niet nul (de leading entry) voor elke niet-nul rij staat in kolom links
van alle leading entries eronder.

Als een rij tijdens het reduceren naar echelonvorm 0 wordt, maar de con-
stante in de augmented matrix niet 0 is, dan is het inconsistent. De gekozen
leading entry tijdens rijreductie is de pivot. Het process heet pivoting.

2.2.2 Elementaire rijoperaties

e Wisselen van twee rijen.

e Rij met niet-nul constante vermenigvuldigen.

e Tel veelvoud van andere rij erbij op.
2.2.3 Rij-equivalentie
Matrix A en B zijn rij-equivalent desda A om te zetten is naar B met rijoperaties.
Theorema 2.1. Matrices A en B zijn rij-equivalent desda ze reduceerbaar zijn
tot dezelfde rij-echelonvorm.
2.2.4 Gausssian eliminatiemethode

e Herschrijf stelsel van vergelijkingen naar augmented matrix.
e Zet augmented matrix om naar rij-echelonvorm met rijoperaties.
e Los rij-gereduceerde matrix equivalentiesysteem op met terugsubstitutie.

Leading variables kunnen leading entries van systemen met oneindig veel
oplossingen uitdrukken met andere variabelen (free variables). Bijvoorbeeld:

w—r—y+2z=1
y—z=1
Heeft leading variabelen w en y, vrije variabelen x en z. Neem y = 1 + z, dan:

w=14+z+y—2z
=l+z+(1+2) -2z
=24x—2



7ij x = s en z = t, dan is oplossingsvector:

w 24s—1t 2 1 -1
T S 0 1 0
y 1+t [T 1] T o] T 1
z t 0 0 1

2.2.5 Matrixrang
Aantal niet-0 rijen in rij echelonvorm.

Theorema 2.2. Zij A coéfficiéntenmatriz van lineaire vergelijkingensysteem
met n variabelen. Als A consistent, dan:

aantal vrije variabelen = n — rang(A)

2.2.6 Rijgereduceerde echelonvorm matrix

e Matirx is in rij-echelonvorm.
e Leading entry in niet-0 rij is 1.
e Elke kolom met een leading 1 heeft op alle andere plekken 0’en.

2.2.7 Gauss-Jordan eliminatiemethode

e Herschrijf stelsel van vergelijkingen naar augmented matrix.

e Zet augmented matrix om naar rijgereduceerde echelonvorm met rijoper-
aties.

e Los rij-gereduceerde matrix equivalentiesysteem op met terugsubstitutie.

Theorema 2.3. Zij [A | 0] een homogeen stelsel met m lineaire vergelijkingen
en n variabelen, met m < n. Dan zijn er oneindig veel oplossingen.

2.3 Opspanning verzamelingen en lineaire onafhankelijkheid

Zij S = {v1,v9,...,v,} vectorverzameling in R™ dan is span(S) de verzameling
van alle lineaire combinaties van vq, va, ..., v,. Als span(S) = R™, dan spant S
de verzameling R™ op.

2.3.1 Lineaire afhankelijkheid

Vectoren vy, ve, . . ., v, zijn afhankelijk als met scalars ¢y, co, . . . , ¢, met minstens
één scalar # 0 geldt: cyv+cova+- - -+c¢pvy,. Anders zijn ze lineair onafhankelijk.

Theorema 2.4. Vectoren vy,va,...,v, in R™ zijn lineair afhankelijk desda er
een vector als lineaire combinaties witgedrukt kan worden.

Theorema 2.5. Zij vy, vs,...,v, (kolom)vectoren in R™ en A m X n matrix
[v1 vg ... v,]. Dan vi,ve,...,v, lineair afhankelijk desda homogeen lineair
systeem met augmented matriz [A | 0] niet-triviale oplossing heeft.

U1

V2
Theorema 2.6. Zij v1,vs,...,v, rigvectoren in R™ en A m x n matriz | .

Urn
Dan vy,va,. .., v, lineair afhankelijk desda rang(A) < m.



Theorema 2.7. Elke verzameling met m vectoren in R™ zijn lineair afhankelijk
als m > n.

3 Matrices

3.1 Matrixoperaties

Een matrix is een rechthoekige lijst van getallen: de entries of elementen.
Aantal kolommen Aantal rijen Term

1 n rijmatrix/rijvector
m 1 kolommatrix/kolomvector
m m

vierkante matrix
n n

Let op volgorde kolommen en rijen met notatie! Een vierkante matrix met
alleen niet-0’en in diagonaal is een diagonale matriz. Matrices met dezelfde
scalars in diagonale matrix is een scalar matriz. Als deze 1 is dan is het een
identiteitsmatriz. Matrices met dezelfde afmetingen en elementen zijn identiek.

3.1.1 Optellen en scalar vermenigvuldigen
Zij A en B m x n matrices. Dan A + B = [a;; + b;;]. Zij A een m x n matrix
en c scalar. Dan cA = c[a;;] = [ca;j].

3.1.2 Negatie en verschil
Zij A en B m x n matrices. Dan (—1)A=—-Aen A— B= A+ (—B).

3.1.3 Nulmatrix

Nulmatrix beslaat uitsluitend uit 0’en. Zij A matrix, dan: A+ O =A=0+ A
enA-A=0=—-A+ A

3.1.4 Matrixvermenigvuldiging

Matrixvermenigvuldiging gaat anders dan gewone vermenigvuldiging, want het
is niet commutatief. De rechteroperand wordt als het ware gekanteld en wordt
door de linkeroperand ‘gezeefd’. Zij A een m X n matrix en B een n X r matrix,
dan: C = AB een m X r matrix met: ¢;; = ZZ aikbj .-

Alternatieve manier wat makkelijk op papier is uit te werken:

5 6

7 8
1 20 |1%54+2%7 1x6+2%8| (19 22
3 4| |3x5+4x7 3x6+4x8| |43 50

Theorema 3.1. Zij A een m X n matriz, e; een 1 X m standaard eenheidsvector
en e; een n x 1 standaard eenheidsvector. Dan:

e e; A is de i-de rij van A.
o Ae; is de j-de kolom van A.



3.1.5 Gepartitioneerde matrices

Een matrices kan opgeknipt worden in submatrices door de blokken te parti-
tioneren. Bijvoorbeeld:

10 0l2 -1
01 0|1 3
A:00140:[ég}
00 01 7
00 0[7 2

3.1.6 Matrixmachten

Zij A een m x n matrix, dan: A¥ = AA... A. Als A vierkant en r, s € N, dan:
ATAS = ATTS en (A7) = A",

3.1.7 Transpose van matrix

Zij A een m x n matrix, dan is AT een n x m matrix waarbij rijen en kolommen
verwisseld zijn.

3.1.8 Matrixsymmetrie

Vierkante matrix A is symmetrisch desda A = AT ofwel Vi, j Aij = Aj;.

3.2 Matrix Algebra
3.2.1 Eigenschappen van optellen en scalar vermenigvuldigen

Theorema 3.2. Zij A, B en C matrices van zelfde grootte en ¢ en d scalars,
dan:

e A+ B=B+ A Commutativiteit
e (A+B)+C=A+(B+C) Associativiteit
e A+O=A
e A+ (—A) =0
e ¢c(A+B)=cA+cB Distributiviteit
e (c+d)A=cA+dA Distributiviteit
e ¢(dA) = (cd)A
e IA=A
Matrices Ay, As, ..., A zijn lineair onafhankelijk als de unieke oplossing de

triviale is: ¢1 A1 + c0As + -+ - + e A, = O.

3.2.2 Eigenschappen van matrixvermenigvuldiging

Theorema 3.3. Zij A, B en C matrices, van grootte zodanig dat operaties
gedefinieerd zijn, en k een scalar, dan:

o A(BC) = (AB)C
e A(B+C)=AB+ AC
o (A+B)C = AC + BC



e k(AB) = (kA)B = A(kB)
o [,,A= A= AI, als A grootte m x n heeft.

3.2.3 Eigenschappen van transpose

Theorema 3.4. Zij A en B matrices, van grootte zodanig dat operaties gedefinieerd
zign, en k een scalar, dan:

(AT)T = A

(A+B)T = AT + BT
(kA)T = k(AT)

(AB)T = BT AT

(AT = (AT)" met r € N*

Theorema 3.5. Als A een vierkant matriz, dan A + AT symmetrisch. Voor
elke matriz A, AAT en AT A zijn symmetrisch.

3.3 Matrixinverse

Zij A een n x n matrix, de inverse van A is een n X n matrix A’ dat: AA' =1
en A’/A = I, met I = I,, de n x n identiteitsmatrix. Als A’ bestaat, dan is A
inventeerbaar.

Theorema 3.6. Als A inventeerbare matriz is, dan is inverse uniek.

Theorema 3.7. Als A een inventeerbare n xn matrix is, dan is unieke oplossing
van Ax = b gegeven door Vb € R" : x = A~ 'b

3.3.1 Inverse 2 x 2 matrix

Theorema 3.8. Als A van vorm: [i Z] , dan is A inventeerbaar als ad — be #

0, dan:
1 d =b
Al =
ad — bc {—C a ]

3.3.2 Eigenschappen inventeerbare matrices

Theorema 3.9. :

e Als A inventeerbare matriz, dan A~ inventeerbaar en (A1)~1 = A.

o Als A inventeerbare matrix en ¢ # 0 scalar, dan cA inventeerbare matriz
en (cA)~t =141

o Als A en B inventeerbare matrices van zelfde grootte, dan AB inventeer-
baar en (AB)~t = B~1A~1.

o Als A inventeerbare matriz, dan AT inventeerbaar en (AT)~1 = (A~1)T.

o Als A een inventeerbare matriz, dan A" inventeerbaar voor Vn € NT en
(A'n)—l — (A—l)n.

De inverse van een product van inventeerbare matrices is het product van
hun inversen in omgekeerde volgorde.



3.3.3 Negatieve machten van matrices

Als A een inventeerbare matrix en n € N*, dan A™" = (A71)" = (4")~L.

3.3.4 Elementaire matrices

Een elementaire matrix F is een identiteitsmatrix waar een elementaire rij-
operatie op gedaan is. Bijvoorbeeld:

1 00 5 7 5 7
E=1]0 0 1| enA=|-1 0| danEFA=1|8 3
01 0 8 3 -1 0

Theorema 3.10. Zij E een elementaire matriz voortkomend uit I,,. Als dezelfde
rij-operatie op een n X r matriz A gedaan wordt is het resultaat hetzelfde als EA.

Theorema 3.11. FElke elementaire matriz is inventeerbaar en zijn inverse is
een elementaire matriz van hetzelfde type.

3.3.5 Fundamentele inventeerbare matrixtheorie

Theorema 3.12. Zij A een n X n matriz. Dan zijn volgende stellingen equiv-
alent:

A is inventeerbaar.

Ax = b is een unieke oplossing Vb € R™.

Ax = 0 is de enige triviale oplossing.

De gereduceerde rij-echelonvorm van A is I,.
A is een product van elementaire matrices.

Theorema 3.13. Zij A een vierkante matrixz. Als B een vierkante matriz is
zodanig dat AB = I of BA =1 dan is A inventeerbaar en B = A1,

Theorema 3.14. Zij A een vierkante matriz. Als een aantal elementaire rij-
operaties A reduceert naar I, dan transformeren dezelfde rij-operaties I in AL,
3.3.6 Gauss-Jordan methode voor bepalen van inverse

Het gehele process komt neer op:
(A1) = [1] AT

Als de linkerkant van de augmented matrix de identiteitsmatrix is, dan is de
rechterkant de inverse van A.

3.5 Deelruimten, Basis, Dimensie en Rang
3.5.1 Definitie deelruimten
Een deelruimte van R™ is elke verzameling S van vectoren in R" zodanig dat:

e De nulvector 0 € S.

e Alsu,ve S, danu+v eS. Sis gesloten onder optellen.

e Als u € S en ¢ scalar, dan cu € S. S is gesloten onder scalaire ver-
menigvuldiging.
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Door punt 2 en 3 te combineren krijgen we dat S gesloten moet zijn onder
lineaire combinaties: Als uj,us,...,u; € Sen cy,cq,...,ci scalars, dan ciuy +
coug +---+cpup € 5.

Theorema 3.19. Zijvy,vs,. .., v, vectoren in R™. De opspanning span(vy,va, . ..

is een deelruimte van R™.

3.5.2 Rijruimte en kolomruimte

Zij A een m x n matrix. De rijruimte (rowspace) van A is de deelruimte rij(A)
van R™ opgespannen door A’s rijen. De kolomruimte (columnspace) van A is
de deelruimte kolom(A) van R™ opgespannen door A’s kolommen.

Theorema 3.20. Zij B elke matrix row-equivalent met een matrix A. Dan
row(B) = row(A).

Zij A een m X n matrix en N de verzameling oplossingen van het homogene
lineaire systeem Ax = 0. Dan is NV een deelruimte van R™.

3.5.3 Nullspace

Theorema 3.21. Zij A een m xn matriz. De nullspace van A is de deelruimte
van R™ bestaande uit oplossingen van het homogene lineaire systeem Ax = 0.
Notatie: null(A).

Theorema 3.22. Zij A een matriz met reéle getallen. Voor elk systeem van
lineaire vergelijkingen Ax = b geldt exact één van de beweringen:

e Er is geen oplossing.
e FEris een unieke oplossing.
o Er zign oneindig veel oplossingen.

3.5.4 Basis

De basis van een deelruimte S van R™ is een verzamelingen vectoren in S zodat
het S opspant en lineair onafhankelijk is.

3.5.5 Dimensie en rang

Theorema 3.23. Zij S een deelruimte van R™. Dan hebben elke twee basissen
van S hetzelfde aantal vectoren.

Als S een deelruimte is van R™, dan is het aantal vectoren in een basis van
S de dimensie van S. Notatie: dim(S).

Theorema 3.24. Zij A een matriz, dan dim(row(A)) = dim(col(A)).

De rang van een matrix A is de dimensie van de row- en colspace. Notatie:
rang(A).

Theorema 3.25. Voor elke matriz A geldt: rang(AT) = rang(A).

3.5.6 Nullity

De nullity van matrix A is: nullity(A) = dim(nullspace(A4)).
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3.5.7 Rank theorema

Theorema 3.26. Als A een m x n matriz is, dan rang(A) + nullity(A) = n.

3.5.8 Fundamentele inventeerbare matrixtheorie v2
Theorema 3.27. Zij A een nxn matriz. De volgende stellingen zijn equivalent:

A is inventeerbaar.

Ax = b is een unieke oplossing Vb € R™.

Ax = 0 is de enige triviale oplossing.

De gereduceerde rij-echelonvorm van A is I,.

A is een product van elementaire matrices.
rang(A) = n.

nullity(A) = 0.

De kolomvectoren van A zign lineair onafhankelijk.
De kolomwvectoren van A spannen R™ op.

De kolomuvectoren van A vormen een basis voor R™.
De rijvectoren van A zign lineair onafhankelijk.
De rijvectoren van A spannen R™ op.

De rijvectoren van A vormen een basis voor R™.

Theorema 3.28. Zij A een m X n matriz, dan:

e rang(AT A) = rang(A).
e Den x n matriz AT A is inventeerbaar desda rang(A) = n.

Theorema 3.29. Zij S een deelruimte van R™ en B = {vi,va,...,v,} een
basis voor S. Vv € S : v = c1vy + cavy + - - - + ¢V 18 uniek voor elke v € S.

3.6 Lineaire transformaties

Een transformatie T': R™ — R™ is een lineaire transformatie als:

e Vu,veR": T(u+v)=T(u)+T(v)
e VeVv eR" : T(cv) = cT(v).

Theorema 3.30. Zij A een m X n matriz. Dan is matriztransformatie Ty :
R™ — R™ gedefinieerd als Ta(x) = Ax een lineaire transformatie.
3.6.1 Standaardmatrix A van lineaire transformatie 7'

Theorema 3.31. Zij T : R® — R™ een lineaire transformatie. Dan is T
een matriztransformatie. Ofwel: T = Ty, met A een m X n matric A =

[T(e1)7 T(eZ)v s 7T(en)}'
3.6.2 Samengestelde lineaire transformaties

Als T : R™ — R™ en S : R™ — RP lineaire transformaties zijn, dan is de
compositie S o T gedefinieerd als: (S oT)(v) = S(T(v)).

Theorema 3.32. Zij T : R™ — R™ en S : R™ — RP lineaire transformaties.
Dan is SoT : R™ — RP een lineaire transformatie. Hun standaardmatrices zijn
gerelateerd door [S o T| = [S][T].
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3.6.3 Inverse van lineaire transformaties

Zij S en T lineaire transformaties van R — R™. Dan zijn S en T inverse
transformaties als SoT =1, en T o S = I,,.

Theorema 3.33. Zij T : R" — R" een inventeerbare lineaire transformatie.
Dan is de standaardmatriz [T) een inventeerbare matriz en [T—1] = [T]~1.

4 Eigenwaarden en eigenvectoren

4.1 Introductie

Zij A een n X n matrix. Scalar X is een eigenwaarde van A als er niet-nul vector
x bestaat zodanig dat Ax = Ax. x is een eigenvector.

4.1.1 Eigenruimte

7ij A een m X n matrix en A een eigenwaarde van A. E) is de eigenruimte van
A, samen met de nulvector.

4.2 Determinant

@11 ai2 a3

Zij A = |ag1 a2z ag3|, dan is de determinant van A de scalar det(A) =
aszp asz ass
a2 A23 a1 a3 a1 a2

|A] = a1 — a2 + a3 .
aszz  a33 a3l ass a3zl a3z

4.2.1 Determinant van n X n matrix

Zij A = [a;;] een n x n matrix, met n > 2. Dan is de determinant van A de
scalar det(A) = Y7 (=1)"*7ay; det(Aqy).

4.2.2 Laplace Expansie theorema

Theorema 4.1. De determinant van een n x n matric A = [a;;|, met n > 2,
kan berekend worden als det(A) = 2?21 aij Cij = > ai; Cij, met Cij =
(=1)" det(A).

Theorema 4.2. De determinant van een driehoekige matrix is het product van
de elementen van de hoofddiagonaal. Zij A een n X n driehoekige matriz, dan
det(A) = 11022 ...0nn-

Theorema 4.3. Zij A = [a;;] een vierkante matric.

o Als A een nulrij (kolom) heeft, dan det(A) = 0.

o Als B verkregen wordt door twee rijen (kolommen) van A te wisselen, dan
det(A) = —det(A).

o Als A twee identieke rijen (kolommen) heeft, dan det(A) = 0.

o Als B verkregen is door een rij (kolom) van A te vermenigvuldigen met k,
dan det(B) = k det(A).

o Als A, B en C identiek zign behalve dat de i-de rij (kolom) van C' de som
is van de i-de rijen van A en B, dan det(C) = det(A) + det(B).
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o Als B verkregen is door een veelvoud van een rij (kolom) van A op te tellen
met een andere rij (kolom), dan det(B) = det(A).

4.2.3 Determinanten van elementaire matrices

Theorema 4.4. Zij E een n X n elementaire matriz.

e Als E voortkomt door twee rijen van I, te wisselen, dan det(E) = —1.

e Als E woortkomt door een rij van I, te vermenigvuldigen met k, dan
det(E) = k.

e Als E wvoortkomt door een veelvoud van een rij van I, op te tellen bij een
andere rij, dan det(E) = 1.

Theorema 4.5. Zij B een n X n matrix en E een n X n elementaire matriz.
Dan det(EB) = (det(E))(det(B)).

Theorema 4.6. Een vierkante matriz A is inventeerbaar desda det(A) # 0.

4.2.4 Determinanten en matrixoperaties

Theorema 4.7. Als A een n x n matriz is, dan det(kA) = k™det(A).
Theorema 4.8. Als A en B nxn matrices zijn, dan det(AB) = (det(A))(det(B)).
Theorema 4.9. Zij A inventeerbaar, dan det(A™1) = ﬁ(z‘l)'

Theorema 4.10. Voor elke vierkante A matriz, det(A) = det(AT).

4.2.5 Cramers regel en adjunctmatrix
Adjunctmatrix is de transpose van alle cofactoren van A.

Theorema 4.11. Zij A een inventeerbare n X n matriz en vector b € R™. De
unieke oplossing x van het systeem Ax = b is:

_ det(A;(b))
YT T det(A)

voori=1,...,n

)

Theorema 4.12. Zij A is een inventeerbare n X n matrixz. Dan

-1 _ 1 .
AT = Ty 1A

Theorema 4.13. Zij A een nxn matriz. Dan a11C114+a12C12+- - +a1,C1p =
det(A) = a11C11 + a21C21 + + - - + a1 Cha.

Theorema 4.14. Zij A een n X n matriz en B verkregen door het wisselen van
twee rijen (kolommen) van A. Dan det(B) = —det(A).

4.3 Eigenwaarden en eigenvectoren van n X n matrices

De eigenwaarden van een vierkante matrix A zijn precies de oplossingen A\ van
de vergelijking det(A — AI) = 0. Als we det(A — \I) uitwerken, krijgen we
een polynoom in A, het karakteristieke polynoom van A. De vergelijking is de
karakteristieke vergelijking van A.

Zij A een n X n matrix.
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e Bereken de karakteristieke polynoom det(A — AI) van A.

e Vind elke eigenwaarde van A door de karakteristieke vergelijking op te
lossen.

e Voor elke gevonden eigenwaarde, vind de nullspace van A — A\I. Dit is
eigenruimte F en de niet-nul vectoren zijn de eigenvectoren van A.

e Vind een basis voor elke eigenruimte.

Theorema 4.15. De eigenwaarden van een driehoekige matrixz zijn de ele-
menten in de diagonaal.

Theorema 4.16. Fen vierkante matriz A is inventeerbaar desda 0 geen eigen-
waarde is van A.

4.3.1 Fundamentele inventeerbare matrixtheorie v3
Theorema 4.17. Zij A een nxn matriz. De volgende stellingen zijn equivalent:

e A is inventeerbaar.

e Ax = b is een unieke oplossing Vb € R™.

o Ax =0 is de enige triviale oplossing.

e De gereduceerde rij-echelonvorm van A is I,.

o A is een product van elementaire matrices.

e rang(A) = n.

o nullity(A) = 0.

e De kolomvectoren van A zijn lineair onafhankelijk.
e De kolomvectoren van A spannen R™ op.

e De kolomwectoren van A vormen een basis voor R™.
e De rijvectoren van A zign lineair onafhankelijk.
e De rijvectoren van A spannen R™ op.
e De rijvectoren van A vormen een basis voor R™.
o det(A) #0.
[ ]

0 is geen eigenwaarde van A.

Theorema 4.18. Zij A een vierkante matriz met eigenwaarde \ met overeenkomende
etgenvector X.

e Zijn € NT, cigenwaarde \* van A™ met overeenkomende eigenvector X.

o Als A inventeerbaar, dan % eigenwaarde van A~! met overeenkomende
eigenvector X.

o Als A inventeerbaar, dan voor elke integer n € NV is A\ een eigenwaarde

van A™ met overeenkomende eigenvector X.

Theorema 4.19. Stel n x n matrix A heeft eigenvectoren vi,va, ..., V,;, met
overeenkomende eigenwaarden i, Az, ..., A\m. Als x een vector in R™ is kan
deze als lineaire combinatie uitgedrukt worden van eigenvectoren:

X =C1Vy +CVa+ -+ CnVm

dan, Vk : A¥x = ci \ivy + coNsvo + - + cm)\fnvm.

Theorema 4.20. Zij A een n X n matrix en A1, A, ..., A\m met verschillende
eigenwaarden van A met overeenkomende eigenvectoren vi,Va,..., V.. Dan
Zijn vi,Vo, ..., Vi, lineair afhankelijk.
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4.4 Gelijkenis en diagonalisatie

7Zij A en B n x n matrices. A is gelijk aan B als er een inventeerbare n X n
matrix P is zodanig dat P~1AP = B. Notatie: A ~ B.

Theorema 4.21. Zij A, B en C' n X n matrices.

e A~ A
e Als A~ B, dan B ~ A.
e Als A~ B en B~C, dan A~ C.

Theorema 4.22. Zij A en B n X n matrices met A ~ B. Dan

e det(A) = det(B).

A inventeerbaar desda B inventeerbaar.

rang(A) = rang(B).

Karakteristieke polynoom van A en B zijn indentiek.
Eigenwaarden van A en B zijn indentiek.
Ym>0:A"™ ~ B™.

Als A inventeerbaar, dan ¥m € N: A™ ~ B™,

4.4.1 Diagonalisatie

Als n x n matrix A is diagonaliseerbaar als er een diagonale matrix D bestaat
zodanig dat A ~ D. Ofwel dat geldt: P~*AP = D.

Theorema 4.23. Zij A een n X n matriz. A is diagonaliseerbaar desda A n
lineaire onafhankelijke eigenvectoren heeft.

Theorema 4.24. Zij A een n X n matriz en Ay, Ao, ..., A\ verschillende eigen-
waarden van A. Als B; een basis vormt voor eigenspace Ey, dan B =B; UBy U
-+ U By s lineair onafhankelijk.

Theorema 4.25. Zij A een n X n matriz met n verschillende eigenwaarden,
dan is A diagonaliseerbaar.

Theorema 4.26. Zij A een n x n matriz, dan is de geometrische veelvoud van
elke eigenwaarde kleiner of gelijk aan de algebraische veelvoud.

4.4.2 Diagonalisatie theorema

Theorema 4.27. Zij A een n X n matriz met verschillende eigenwaarden
A1, A2, ...y Ag. De volgende stellingen zign equivalent:

e A is diagonaliseerbaar.

e De vereniging B van de basissen van eigenruimten van A bevat n vectoren.

e De algebraische veelvoud van elke eigenwaarde is gelijk aan zijn geometrische
veelvoud.

5 Orthogonaliteit

5.1 Orthogonaliteit in R"

Een verzameling vectoren {vi,va,...,vi} € R™ is een orthogonale verzameling
als alle verschillende vectorparen in de verzameling orthogonaal zijn. Ofwel:

Vije{1,2,... k}i#j:vi-v;=0
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Theorema 5.1. Als {vi,va,..., v} een orthogonale verzameling is van niet-
nul vectoren in R™ dan zijn ze lineair onafhankelijk.

Een orthogonale basis voor deelruimte W van R™ is een basis van orthogonale
verzameling W.

Theorema 5.2. Zij {vy,va,...,Vi} een orthogonale basis voor een deelruimte
W van R™ en w willekeurige vector in W. Dan zign de unieke scalars als volgt:

W - V;

Z.E{].,...7]€}261':

V; -V
zodanig dat w = c1vy + -+ + ¢ Vk.

Een verzameling van vectoren in R” is een orthonormale verzameling als het
een orthogonale verzameling van eenheidsvectoren is. Een orthonormale basis
voor deelruimte W van R"™ is een basis van orthonormale verzameling W.

Theorema 5.3. Zij {qi1,q2,...,qr} een orthonormale basis voor deelruimte W
van R™ en w willekeurige vector in W. Dan is uniek:

w=(W-qi)q+(W-qi)qi + -+ (W-qr)qx

5.1.1 Orthogonale matrices

Theorema 5.4. De kolommen van m x m matriz (Q vormen orthonormale
verzameling desda QTQ = I,,.

Een n x n matrix ) waarbij kolommen orthonormale verzameling vormen is
een orthogonale matrix.

Theorema 5.5. Een vierkante matriz Q is orthogonaal desda Q—* = Q™.
Theorema 5.6. Zij Q een n xn matriz. De volgende stellingen zijn equivalent:

e () is orthogonaal.
o Vx € R":[|Q(z)|| = [Ix||
e Vx,y eR":Qx-Qy =x"-y.

Theorema 5.7. Zij QQ een orthogonale matriz, dan vormen de rijen een or-
thonormale verzameling.

Theorema 5.8. Zij Q een orthogonale matriz.

e Q! is orthogonaal.

o det(Q) = £1.

o Als )\ een eigenwaarde van Q is, dan [A| = 1.

o Als Q1 en Q2 zijn orthogonale n X n matrices, dan ook Q1Q>.

5.2 Orthogonale complementen en orthogonale projecties

Zij W een deelruimte van R™. Vector v € R" is orthogonaal aan W als v
orthognaal is aan elke vector in W. De verzameling van alle orthogonale vectoren
aan W is het orthogonaal complement van W. Ofwel:

Wt ={vweW,3veR" :v-w=0}
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Theorema 5.9. Zij W een deelruimte van R™.

W+ is deelruimte van R™.

(WHt=w.

Wnwt = {o0}.

Als W = span(wy, ..., wy), dan v € W+ desda v-w; =0

Theorema 5.10. Zij A een m X n matriz. Het orthogonaal complement van
de rigruimte van A is de nulruimte van A, en het orthogonaal complement van
de kolomruimte van A is de nulruimte van AT :

(row(A))t = null(A) en (col(A))* = null(AT)

5.2.1 Orthogonale projecties

Zij W een deelruimte van R™ en {uy,...,u;} een orthogonale basis van W. De
orthogonale projectie van v op W is dan

VVER":prOjW(V):(ul.v)ul—i—-“—l—(uklv)uk
u; - Uy - Ug

Het component van v orthogonaal aan W is de vector perpy, (v) = v—projy (v).

5.2.2 Het orthogonale decompositie theorema

Theorema 5.11. Zij W een deelruimte van R™ en vector v.€ R™. Dan zijn er
unieke vectoren w € W en wt € W+ zodanig dat v =w + w.

Theorema 5.12. Als W een deelruimte van R, dan (W)t = W.

Theorema 5.13. Zij W een deelruimte van R", dan dim(W) + dim(W+) = n.

5.2.3 Rangtheorema
Theorema 5.14. Als A een m x n matriz, dan rang(A) + nullity(A) = n.

5.3 Gram-Schmidt proces en QR factorisatie
5.3.1 Gram-Schmidt proces

Theorema 5.15. Zij {x1,...,Xx} een basis voor deelruimte W € R™. Dan:

V] = X1, W1 = span(x1)
Vi1 - Xo

Vo = X9 — ( ) Vi, Wy = span(x1, X2)
ViV
Vi X3 Vo - X3

V3 = X3 — vy — va, W3 = span(x1, X2, X3)
vi-Vy Vg - Vg

Vi - Xk Vo - Xk Vi—1 Xk
Vi = X} — Vi — vy, — - — | ————— | vg—1, Wi = span(xy,...,Xg)
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5.3.2 QR factorisatie

Theorema 5.16. Zij A een mxn matriz met lineaire onafhankelijke kolommen.
Dan kan A gefactoriseerd worden als A = QR, met Q een m X n matrix met
orthonormale kolommen en R is een inventeerbare bovendriehoekige matriz.

5.4 Orthogonale diagonalisatie en symmetrische matrices

Een vierkante matrix A is orthogonaal diagonaliseerbaar als er orthogonale ma-
trix Q en diagonale matrix D bestaan zodanig dat QT AQ = D.

Theorema 5.17. Als A orthogonaal diagonaliseerbaar is, dan is A symmetrisch.

Theorema 5.18. Als A een reéle symmetrische matriz is, dan zijn de eigen-
waarden reéel.

Theorema 5.19. Als A een symmetrische matrix is, dan zijn er twee willekeurige
eigenvectoren overeenkomend met verschillende eigenwaarden van A orthogo-
naal.

5.4.1 Spectrale theorema

Theorema 5.20. Zij A een n X n reéle matriz. A is symmetrisch desda het
orthogonaal diagonaliseerbaar is.

5.5 Toepassingen
5.5.1 Kwadratische vormen

Een kwadratische vorm in n variabelen is een functie f : R™ — R™ van de vorm
f(x) = xTAx met A een symmetrische n x n matrix en x € R". A is de aan f
geassocieerde matrix.

5.5.2 Principi€le assentheorema

Theorema 5.21. FElke kwadratische vorm kan gediagonaliseerd worden. Zij f
een kwadratische functie, A de aan f geassocieerde matriz, Ay,..., N\, de eigen-
waarden van A, Q de orthogonale matriz en'y = [y ...yn]T. Dan na substitutie
x = Qy zien we: x' Ax = yI' Dy = My + - + \y2

Kwadratische vorm f(x) = x? Ax is geclassificeerd als:

positief definiet als Vx # 0 : f(x)
positief semidefiniet als Vx : f(x)
negatief definiet als Vx #£ 0 : f(x)
negatief semidefiniet als Vx : f(x) <0.

indefiniet als x zowel positieve als negatieve waarden accepteert.

>0
> 0.
<0

Theorema 5.22. Zij A een n X n symmetrische matriz. De kwadratische vorm
f(x) =xTAx van A is:

e positief definiet desda eigenwaarden > 0.
e positief semidefiniet desda eigenwaarden # 0.
o negatief definiet desda eigenwaarden < 0.
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e negatief semidefiniet desda eigenwaarden < 0.
e indefiniet desda zowel positieve als negatieve eigenwaarden.

Theorema 5.23. Zij kwadratische functie f(x) = xT Ax, A een n X n sym-
metrische matriz en eigenwaarden Ay > Ao > -+ > \,,. Als ||x|| = 1, dan:

(] )\1 Z f(X) Z An

o Wanneer x eenheids eigenvector is overeenkomend met A1: maz(f(x)) =
A1

o Wanneer x eenheids eigenvector is overeenkomend met A,,: min(f(x)) =
An-

6 Vectorruimten en deelruimten

Nota bene: dit hoort volgens blackboard niet tot de tentamenstof, maar het
tentamen en de opgaven vragen wel stof wat hierin staat. Deze stof is impliciet
wel af te leiden, maar het lijkt me wel nuttig. Alleen de relevante secties zijn
samengevat.

6.1 Axioma’s vectorruimten en deelruimten

7ij V een verzameling met gedefineerde operaties optellen en scalarvermenigvuldigen.
Als u,v € V, dan is de som u + v. Als ¢ scalar, dan is scalarvermenigvulding
van u genoteerd als cu. Als Yu,v,w € V V¢, d volgende axioma’s gelden, dan

is V' de wvectorruimte en zijn elementen zijn vectoren.

seu+t+veVlV Gesloten onder optelling
eutv=v+4u Commutativiteit

o (ut+v)+w=u+(v+w) Associativiteit

e Jnulvectore V:u+0=u.

eVueV,i—ueV:u+(—u)=0

e cucV Gesloten onder scalarvermenigvulding
e c(ut+v)=cu+ecv Distributiviteit

e (c+du=cu+du Distributiviteit

e ¢(du) = (cd)u

e lu=u

Theorema 6.1. Zij V' een vectorruimte, u € V' een vector en ¢ scalar.
Qu=20

c0=0

(-u=—u

Als cu =0, dan ¢ =0 of u=0.

6.1.1 Deelruimten

Een deelverzameling W van een vectorruimte is de deelruimte van W als W een
vectorruimte is met dezelfde scalars, optelling en scalarvermenigvulding als V.

Theorema 6.2. Zij V' een vectorruimte, W niet-lege deelverzameling van V.
Dan is W een deelruimte van V' desda de volgende stellingen gelden:
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euveW su+veW
o Zijc scalar, Ve:ueW —cueW

6.1.2 Opspanning van verzamelingen

Zij S = {v1,va,...,Vi} een vectorverzameling in vectorruimte V', dan is de
verzamelingen van alle lineaire combinaties van vi,va,..., vy de opspanning:
span(S) = span(vy, va, ..., vk), met S de opspannende verzameling van V. Dus
V wordt opgespannen door S.

Theorema 6.3. Zij S = {vy,Va,...,Vi} een vectorverzameling in vectorruimte
V.
e span(vy,Vva, ..., Vi) is een deelruimte van V.
o span(vy,Vva,..., Vi) is de kleinste deelruimte van V die vi,va,..., vy be-
vat.

6.2 Lineaire onafhankelijkheid, basis en dimensie

Een verzameling vectoren span(vy,va,...,Vvg) in vectorruimte V zijn lineair
afhankelijk als er scalars ¢y, ca, . . ., ¢ met minstens één scalar # 0, zodanig dat:
c1vi+covo+ ... v =0

Theorema 6.4. Een verzameling van vectoren {vi,va,...,Vi} in vectorruimte
V' is lineair afhankelijk desda er minstens één wvector als lineaire combinatie
uitgedrukt kan worden.

Een verzameling S van vectoren in vectorruimte V' is lineair afhankelijk als
het eindig veel lineaire onafhankelijke vectoren bevat.

Theorema 6.5. Deelverzameling B van vectorruimte V' is een basis voor V' als
BV opspant en B lineair onafhankelijk is.

6.2.1 Coordinaten

Zij V een vectorruimte en B een basis voor V. Vv € V is er precies één manier
om Vv te schrijven als lineaire combinatie van B’s basisvectoren.

Zij B = {v1,va,...,v,} een basis voor vectorruimte V| vector v € V en
scalars c1,co,...,c,. Dan zijn de scalars de codrdinaten van v respectievelijk
naar B, v. = ¢1vq + ¢ava + - - - 4+ ¢ Vi en kolomvector

is v’s codrdinaatvector respectievelijk naar B.

Theorema 6.6. Zij B = {vy,va,...,v,} een basis voor vectorruimte V, vec-
toren u,v € V en ¢ scalar. Dan

[u+vlsg=[uls+c[v]s

e [cu|p = clulp
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Theorema 6.7. Zij B = {v1,va,...,v,} een basis voor vectorruimte V en
vectorenuy,...,ux € V. Dan zijn {uy,...,u;} lineair onafhankelijk in V desda
{[ui]s, - .-, [uk]|s} lineair onafhankelijk zijn in R™.

6.2.2 Dimensie

Theorema 6.8. Zij B = {vy,va,...,v,} een basis voor vectorruimte V.

o FElke verzameling van meer dan n vectoren in V' zign lineair afhankelijk.
o FElke verzameling van meer dan n vectoren in' V' kunnen V niet opspannen.

6.2.3 Basistheorema

Theorema 6.9. Als vectorruimte V' een basis van n vectoren heeft, dan heeft
elke basis van V exact n vectoren.

De dimensie van V, dim(V) is het aantal basisvectoren voor V. Zo ook
dim(0) = 0. Een vectorruimte zonder eindige basis is oneindig-dimensionaal.

Theorema 6.10. Zij V' een vectorruimte met dim(V) =n. Dan:

o FElke lineaire afhankelijke verzameling in V' bevat hoogstens n vectoren.

e FElke opspanning voor V bevat minstens n vectoren.

e FElke lineaire onafhankelijke verzameling van precies n vectoren in V is een
basis voor V.

e FElke opspanning precies van n vectoren voor V kan uitgebreid worden tot
een basis voor V.

o FElke opspanning voor V kan gereduceerd worden tot een basis voor V.

Theorema 6.11. Zij W een deelruimte van eindig-dimensionale vectorruimte
V. Dan:

o W is eindig-dimensionaal en dim(W) < dim(V).
o dim(W) = dim(V) desda W =V.

7 Afstand en benadering

7.3 Kleinste kwadratenmethode

Als V een deelruimte van een genormaliseerde lineaire ruimte V is en v een
vector in V. Dan de beste benadering van v in W is de vector Vv in W zodanig
dat ||v — V|| < ||v — w|| voor elke vector w in W verschillend van v.

Theorema 7.8. Als W een eindig-dimensionale deelruimte is van een inner-
productruimte V- en vector v € V, dan is projy,(v) de beste benadering van v
in W.

7.3.1 Kleinste kwadratenbenadering

Als A een m x n matrix en b € R™ dan is de kleinste kwadratenoplossing van
Ax = b een vector X in R™ zodanig dat ¥x € R" : ||b — AX|| < ||b — Ax]|.
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7.3.2 Kleinste kwadratentheorema

Theorema 7.9. Zij A een m x n matriz en b € R". Dan is er voor Ax =b
minimaal één kleinste kwadratenoplossing X. Er geldt:

e X is een kleinste kwadratenoplossing van Ax = b desda X een oplossing is
van de normaalvergelijkingen AT AX = ATb.

o A heeft lineaire onafhankelijke kolommen desda AT A inventeerbaar. In dat
geval is de unieke oplossing van Ax = b gegeven door X = (AT A)~1ATb.

Met Guassians eliminatiemethode op [AT A | ATb] kunnen we X = (AT A)~1ATb
oplossen. Voorbeeld van kwadratische vergelijking: zij y = a+bx+cx? vergelijk-
ing van parabool met punten (—1,1), (0,—1), (1,0) en (2,2). Dan is het lineaire
systeem

1 -1 1 1

Lo oo |7 _ |

1 1 1 1o

1 2 4 ¢ 2

A x=Db
‘We berekenen

4 2 6 2
ATA=12 6 8| en ATb= |3
6 8 18 9

dan zijn de normaalvergelijkingen gegeven door

4 2 6 2
2 6 8|x=13
6 8 18 9
7
3
met oplossing X = (AT A)"1ATb = —]%

1

7.3.3 Kleinse kwadraten via QR factorisatie

Theorema 7.10. Zij A een m xn matriz met lineaire onafhankelijke kolommen
enb € R". Als A = QR een QR factorisatie, dan is de unieke oplossing van
Ax = b gegeven door X = R7'Q"b.

7.3.4 Orthogonale projectie opnieuw bekeken

Theorema 7.11. Zij W een deelruimte in R™ en A een mXxn matriz waarbij de
kolommen W '’s basis vormen. De orthogonale projectie van elke vector v.e R"
op W is projy, (v) = A(ATA)=YATv. De lineaire transformatie P : R™ — R™
projecteert R™ op W heeft A(AT A)~1AT als standaardbasis.

7.3.5 Matrix pseudoinverse

Als A een matrix is met lineair onafhankelijke kolommen, dan is de pseudoin-
verse van A als volgt: AT = (AT A)~1AT.
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Theorema 7.12. Zij A een matriz met lineair onafhankelijke kolommen. Dan
gelden de volgende stellingen van A™:

e AATA=A
o ATAAT = At
o AAT en AT A zijn symmetrisch.

7.4 Singuliere waardenontbinding

Zij A een m x n matrix, dan kunnen we een Singuliere waardenontbinding
(SWO) of Singular Value Decomposition (SVD) maken. De singuliere waarden
van A zijn de wortels o1,...,0, van eigenwaarden van AT A. Ter conventie is
afgesproken dat o7 > g9 > -+ > 0y,

7.4.1 Definitie SWO

Theorema 7.13. Zij A een m X n matriz met singuliere waarden o1 > o9 >
>0, >0en0pp1 = 0ppo = =0, =0 (dw.z de rest van de diagonaal
zign 0’en). Dan bestaat een orthogonale m x m matriz U, een orthogonale n xn
matriz V en een m x n matriz ¥ zodanig dat A =UXVT.

Y is uniek, U en V niet.

7.4.2 Buitenproductvorm van SVD

Theorema 7.14. Zij A een m X n matriz met singuliere waarden o1 > o9 >

e >0, >0, 0041 =0pq2 =--- =0, =0 en uy,...,u, de linker singuliere
vectoren en vi,...,V, de rechter singuliere vectoren. Dan A = Jlulv{ + -4+
o vyl

Theorema 7.15. Zij A = UXVT een SVD van een m x n matric en o1, ... ,0,

niet-nul singuliere waarden van A. Dan:

o rang(A) =r.

e {uy,...,u,} is orthonormale basis voor col(A).

e {U,y1,...,u,,} is orthonormale basis voor null( AT).
e {vy,...,V.} is orthonormale basis voor row(A).

o {Viy1,...,Vp} is orthonormale basis voor null(A).

Theorema 7.16. Zij A een m X n matriz met rang r. Het beeld van de een-
heidsbol in R™ onder de matrixtransformatie afgebeeld van x naar Ax is:

e Het opperviakte van de ellipsoide in R™ als r = n.
e Fen solide epplisoide in R™ als r < n.

Theorema 7.17. Zij A een m X n matriz en o1, ...,0, niet-nul singuliere
waarden van A. Dan ||A||p = /o2 + -+ + 02.
7.4.3 Stappenplan en voorbeeld

e Bepaal AT A en zijn eigenwaarden.
e Rangschik de wortels van de eigenwaarden van groot naar klein over de
diagonaal van ..
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e Vul de kolommen van V met de genormaliseerde eigenvectors van AT A.

e Bepaal de eerste r kolommen van U met U%A V; voor i = 1..r.

e Gebruik Gram-Schmidts process om U orthonormaal te maken of de overige
kolommen van U te bepalen.

Een alternatieve manier om U te vullen is door de genormaliseerde eigenvectoren

11 0} Bepaal de SVD

van AA”T te bepalen. Voorbeeldopgave: zij A = {0 0 1

van A. Uitwerking: Bereken AT A:
110
ATA=11 1 0
0 01

De eigenwaarden zijn A\ = 2, A\ = 1 en A = 0 met eigenvectoren:

17 [o] [-1
1|, (o], |1
ol |1 0

Deze vectoren zijn orthogonaal. Normaliseren geeft:

1

% ° %
V1 = ﬁ 7V2: 0 7v3: ﬁ

0 1 0

1 9 L1
2 V2 V2 0 0
1 T

V = —\65 (1) —\65 enE—[O 1 O}

en

[0
Ug = iAAVQ = 1 |:1 1 O:| 0 = |:O:|
1

Omdat u; en us al orthonomale vectoren zijn hoeven we Gram-Schmidts process
niet te gebruiken. Dus de SVD luidt:

1 1
L Lo
St 10l _Jroo][v2 o0 0] v2 Y2l o
o I R T S R A et
V2 V2
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7.4.4 Pseudoinverse van kleinste kwadratenbenadering

Zij A=UXVT een SVD voor m x n matrix A, met ¥ = {g g], Deenrxr
diagonale matrix met niet-nul singuliere waarden o7 > g9 > -+ > 0, > 0 van

A. Dan is de pseudoinverse (of Moore-Penrose inverse) van A de n X m matrix

)
AT = VStUT met n x m matrix 2t = {DO g]

Theorema 7.18. Het kleinste kwadratenprobleem Ab = x heeft een unieke
kleinste kwadratenoplossing van minimale lengte: X = ATb.

7.4.5 Stappenplan pseudoinverse en voorbeeld

e Bepaal SVD van A.
e Bepaal 7T,
e Bereken AT = VXU,

Bepaal de pseudoinverse van A uit het vorige voorbeeld. Uitwerking: we weten
dat ¥ een n x m matrix is:

L 0
D=t 0O V2
=10 o|=|0 !
0 0
dan geldt
V2 V2| | V2 10 ?
+ _ +7T _ |1 1 _

A_VEU—EOW 01[01}—20
0 1 0 0 0 0 1

7.4.6 Fundamentele inventeerbare matrixtheorie v4

Theorema 7.19. Zij A een nxn matriz. De volgende stellingen zijn equivalent:

e A is inventeerbaar.

e Ax = b is een unieke oplossing ¥b € R™.

e Ax =0 is de enige triviale oplossing.

e De gereduceerde rij-echelonvorm van A is I,.

e A is een product van elementaire matrices.

e rang(A) =n.

o nullity(A) = 0.

e De kolomvectoren van A zijn lineair onafhankelijk.
e De kolomvectoren van A spannen R™ op.

e De kolomwvectoren van A vormen een basis voor R™.
e De rijvectoren van A zign lineair onafhankelijk.

e De rijvectoren van A spannen R™ op.

e De rijvectoren van A vormen een basis voor R™.

e det(A) #0.

e 0 is geen eigenwaarde van A.

o T is inventeerbaar.

o T is één-op-één (one-to-one).
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T is op (onto).

kernel(T) =0

bereik(T) = W (Engels: range)

0 is geen singuliere waarde van A.
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