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1 Afschattingen
Definitie 1. Zij f en g functies R — R.
g€ O(f) < (Ac,npeN)(Vn> ng)(gn) <cf(n),

geo(f) < (Ve>0)(TnyeN)(Vn > ny)(gn) <ef(n)

geQ(f) = gdo(f)

—> (Fe>0) (EI°°ni)(

g(ny)
f(n) g 8)

gew(f) < feoly)
gel(f) < geO(f)nQ(f)

ge~(f) = ,;ggo%ﬂ

Opgave 1. Bewijs:
(a) pn3 + qn2 +rn+se O(ng), voor p,q,1,SEN
(b) sin(n) € O(1) en sin(n) g o(1)
(© n*eQ(n®/2)
(d) logne O(n)

(e) (logn)*e O(n?), voora,be R-o (extra)

(=)

(>)

Uitwerking. (a) Neem ¢ = p+q+r+sen ng = 1, danvoor n = ny hebbenwe pnd+qgn?+rn+s <

Cﬂ3

(b) Er geldt —1 < sin(n) <1 dusneem c =1 en ny = 0.
(c) n?/(n%/2) =2, dus neem ¢ = 1.
(d) Er geldtlogl =0<1, dinn: len %lognz 1/n<1lvoorn>1.Neemc=1,no=1.



(e) We zien dat (logn)® € O(n?) equivalent is aan logn € O(n?'#), want x'/¢ is stijgend in x.

Dit is equivalent met (substitueer m = nbla log(m“’ by € O(m). Het is niet moeilijk om in te
zien dat de laatste uitspraak waar is, vanwege log(m®'?) = Zlogm. O

Opgave 2. Bewijs dat O(f + g) = O(max{f, g}). (Hint: bewijs ‘S’ en ‘2’.)

Uitwerking. (<€) Als he O(f +g) dan dc,ng Vn > ny: h(n) < c(f+g)n) =c(f(n)+gn)) <

2cmax{f(n), g(n)}.
(2) Als h e O(max{f, g}) dan3c,ny Vn > ng: h(n) < cmaxif, g(n) <c(f+ g (n). O

Opgave 3. Geef aan welke relaties f € (g) gelden voor « € {O, 0, ~,Q2,0} in de volgende geval-
len:

(@ f(x)=x®+3x+1)3 g(x) = x5,
(b) f(x)=2% g(x)=3"

Uitwerking. (a)
O ja, zie la.
o nee, want kopcoefficient is 1, dus limiet is 1.
~ ja, zie o.
Q) ja, want nietin o.
0 ja, wantin Oen Q.

(b)

O ja, 2*¥ = 3%

0 ja2*/3*=(2/3)* - 0, want 2/3< 1.

~ nee, want in o.

Q nee, want in o.

6 nee, want niet in Q. O

2 Recurrente betrekkingen

Voor de volgende opgaven gebruiken we de versimpelde versie van de stelling van Akra en
Bazzi.

Stelling 1 (Versimpelde versie Akra-Bazzi). Zij T een recurrente betrekking van de vorm

c alsn<d,
T(n) =
aT(n/b)+ f(n) alsn=d,

met n een macht van b. We onderscheiden drie gevallen.
1. Als3e >0 zodat f(n) € O(n'°8D~¢) dan T(n) € H(n'°8@),

2. Als3e > 0 zodat f(n) € 0(n'°8 @ logk (n)) voor een k € N dan T(n) € 0(n'°8@ logk*! (n)).



3. Als3e > 0 zodat f(n) € Q(n'°8@D+€) en (36 < 1)(af (n/b) <8 f(n)) dan T(n) € O(f (n)).
Opmerking. log*(n) betekent (log(n))*.

Opgave 4. Bekijk de volgende recurrente betrekking:

alsn=1
T(n)=
2T(n/2)+u alsn>1,
waarbij u een positieve constante is en n een macht van 2.

(a) Geefzonder Stelling 1 te gebruiken een 8-afschatting voor T'(n). (Hint: schrijf de recur-
sie uit.)

(b) Bereken een 0-afschatting met Stelling 1.
Uitwerking. (a) Uitschrijven geeft

T(n)=2T(n/2)+u
=22T(n/2>) +2u+u
=23Tn/12Y)+4u+2u+u

=218"T(n/(2'°8™) + u(In+in+-+2+1)
=nTW+u@Fn+in+-+2+1)
=n+uGn+in+--+2+1).

Er geldt n + u(% n+ %n +---+2+1) € O(n) (werk dit uit als je het niet meteen ziet). Ook gaat
(n+ u(%n + in +---+2+1))/nniet naar 0 als n naar oneindig gaat, dus T'(n) ¢ o(n) dus T'(n) €
Q(n). Conclusie: T(n) € 6(n).

(b) Neem a=2,b=2,¢=1,danlog,a =1, dus f(n) = ue O(n'~¢) = O(1), want u is een
constante. Ditis geval 1, dus T'(n) € 8(n). O

Opgave 5. Los de volgende recurrente betrekking op:

alsn=1
T(n)=
{ T(n/5)+logn alsn>1.

Uitwerking. Neem a=1, b=5, dan log, a =0, dus f(n) =logn € 6(n’(log n)*) voor k = 1. Dit
is geval 2, dus T'(n) € 6((log m3). O

Opgave 6. Los op:

alsn=1
T(n) =
T(n/3)+vn alsn>1.



Uitwerking. Neem a =1, b = 3, dan log;, a = 0, dus f(n) = v/n € Q(nf) voor € = % (Want
n'2/n'% =1,dus vn ¢ o(n'’?) dus vn € Q(n'’?).) Ook vn/3=v1/3y/n < /n,wantv1/3 < 1.
Dit is geval 3 dus T'(n) € 6(v/n). O

Opgave 7 (Extra). Bewijs met volledige inductie: als p een polynoom in i is van graad d, dan
is .1, p(i) een polynoom in n van graad d + 1.

Uitwerking. Dit bewijs gaat met zogenoemde sterke inductie, d.w.z. een inductiehypothese
die aangenomen wordt voor alle m < n. We bewijzen de stelling eerst voor alle n en d = 1.
Dat gaat ook met inductie. We zien eerst dat Z}:o il=0+1=1.2/2=n(n+1)/2,voorn=1en
als Y i=n(n+1)/2,danis Y} i = n+1+n(n+1)/2 = 200D = (574 1) (n+2)/2. Dat
is een polynoom van graad 2, dus o.k.

Nu nemen we aan dat voor alle n geldt Z?:o i“=ay.n
dat dit polynoom van graad d + 1 gewoon an?*! is.

We kijken naar }.7" i+l = o i.i%=1+2.29+3.3%+...+ n.n?. Uitgeschreven:

d+l 4 .+ ay. Zbda nemen we aan

1 + 29 4+ 34 4+ . 4+ pd
+ 24 4+ 34 4+ . 4+ pd
+ 34 + ... 4+ n

+ n4

We passen de inductiehypothese toe en zien dat deze som gelijk is aan n.an*! -1 - (14 +
29— (19429430 . —(19+29+3%+ . +n?) en datis (weer volgens de inductiehypothese)
gelijkaan an?*?—1-a29*'—q34*1 - —a(n-1)%*'. We merken eerst op dat dit een polynoom
is, want een eindige som/verschil van polynomen, en dat de graad hoogstens d + 2 is. We zijn
er nu bijna. We moeten alleen nog aantonen dat de graad ook minstens d + 2 is. Daarvoor
merken we op dat we, als we alleen naar de eerste 7/2 rijen van de som kijken in plaats van
alle rijen, dan wordt de som a(n/2)n%*' —1 - a29+! — 341 — . — a(n/2)% = a(n/2)n+! -
a(n/2)(n/2)+! = %nd” - zd—‘ilnd” en dus is de graad ook minstens d + 2. O



