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Functies van 2 of meer variabelen




Een functie van twee variabelen

1
f(x,y) = 3 (1 — sin(2x2 —y — 1))
Bij elk tweetal getallen x en y kun je de functiewaarde f(x,y)

uitrekenen. Bijvoorbeeld (0, 2m — 1) = % en f(1,1) =

Punten (x,y) waarvoor f(x,y) bestaat is het domein.

De grafiek van een functie van twee variabelen

De grafiek van de functie bestaat uit punten (x,y, z) in de R3
waarvoor z = f(x,y)

In het algemeen een gekromd oppervlak

Vaak met een codrdinatennet, gevormd door lijnen op het
oppervlak waar x danwel y constant is
X




Voorbeeldgrafiek

f(x,y) == (1 —sin(2x* —y — 1))

1
2
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Niveaulijnen

1
f(x,y)= 5 (1 —sin(2x*> —y — 1))
Punten op niveau 1: Grafiek met niveaulijnen:
z

%(1—sin(2x2 —y-1)=1
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Contourgrafiek (ook opgevuld) van z = cos(xy)
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Differentiéren van functies van 2 of meer

variabelen




3
&l
P

Partiéle afgeleide van orde 1

Als je bij een functie f(x, y) de variable y constant houdt, wordt
het een functie in 1 variabele x en kun je deze differentiéren.

Dit heet dan de partiéle afgeleide van f naar x

. Of 0
Notatie: &(x,y), &f(x,y) en f(x,y)

Definities (ook voor partiéle afgeleide van f naar y):

of . fx+dx,y) = f(x,y)
Ox (xy) = dumo dx
of . fx,y+dy) —f(x,y)
@(th) - dl}lgo dy
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Rekenregels

ﬂ(c.f)—c-— oor constante ¢
Ox “ax
0 _of | Og
a(fig)—aia_x
0 _of og
(fg) =g+ E

of g
LAWY rLI A
Ox \ g g2

3
&l
%
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Voorbeeld

0
8—W = cos(x® + y? 4 2%) - 2x kettingregel
X

Notatie voor partiéle afgeleiden £ (a, b) en f,(a, b) in punt (a, b):

of . of of
I ip.v. a(a, b) en —

ip.v. g—;(a, b)

(a,b) (a,b)
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Voorbeeld: z = f(x,y) = x> + 2x%y + 3xy? + 4y3

% = 3x2 + 4xy + 3y?, o 2x2 4 bxy + 12)2

ox 0
ﬁ % Oz =6x+4 2 % = 0z =4x+6
ax \ax ) = ax2 oo 3y \ox) T ayax 4
0 [0z 5z 0 [0z 0%z
o <8y> xay = T gy <8y> gy? ~ T

Eigenschap voor gemengde partiéle afgeleiden

Bij 'nette’ functies doet de volgorde van partieel differentiéren er
ot t 0?z 0?z
niet toe: =
Oxdy  OyOx




x(Xx

Kettingregel: z(x,y) met x en y functies van t
d:_0z dx 0z dy
dt  Ox dt Oy dt
Voorbeeld: z(x,y) =x-y, x=cost en y=sEt.

dz 0z dx Q Q
Jy dt

dt — 9x dt

=sin(t) - —sin(t) + cos(t) - cos(t)

= cos® t — sin’ t = cos(2t)




Kettingregel: z(x,y) met x en y functies van s en t

0z _0z ox 0z by
ds Ox 0Os 0Oy Os

0z 0z ox 0z by
ot 0Ox Ot 0y Ot
Voorbeeld: z(x,y) =x-y, x=s?+1t> en y=s>—t>

82_82 ox 0z Oiy

5 ¢ 05 @) G5

= (s? — t2)2s + (s + t?)2s = 4s°

x(Xx
|




Kettingregels

Speciaal geval: kettingregel bij poolcodrdinaten
Als z = f(x,y) met x = rcosy en y = rsinp, dan geldt:

g_g.%_i_ﬂ.a—y— gcos +gsin
Br  dk B By B G g,

%_g.%+g.@——grsin +ngOS
dp Ox Op Oy 0Op  0Ox 4 dy v

3
&l
%
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Raakvectoren en raakvlak




Raakvectoren

Raakvectoren aan codrdinatenlijnen door
het punt P = (a, b, c) met ¢ = f(a, b).

In x-richting:
dx dx
dz fx(a, b)dx
1
met r = 0
f«(a, b)
In y-richting:
0 0
=l dy | = dy =sdy met
b\ dz f,(a, b)dy

Numerical Recipes Project 2018/2019

Functies van meer variabelen

Situatieschets:
z

0
1

fy(a, b)
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Vergelijking van een raakvlak

Raakvlak door het punt P = (a, b, c) met Situatigschets
c = f(a,b). :
Raakvectoren r en s:
1 0
r = 0 en S = 1
f«(a, b) f,(a, b)

Normaalvector n van raakvlak:

—f(a, b)
n=rxs=| —f,(ab)
1

Een vergelijking van het raakvlak (inproduct van v — P met n):

7fX(a’ b)(X - a) - fy(a7 b)(y - b) + (Z - C) =0

3
(&)
P
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Vergelijking van een raakvlak
Een vergelijking van het raakvlak in P = (a, b, c) met ¢ = f(a, b) is

z:f(a,b)—i—%

(y —b)

(x—a)+ 5
(a,b) Ay (a,b)
Voorbeeld: P = (—2,—2,—2) met f(x,y) =y?> —y +x°
Partiéle afgeleiden in het punt (—2,—2):
of 5
5)(72,72)_ 3x ‘

f
=12 ‘ —2 —1‘ 5
(72772) ay (72772) y

Vergelijking raakvlak:

z=-2+412-(x+2)+(-5) - (y +2) =12x — by + 12
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Taylorbenadering van orde 1

Taylorbenadering van f(x, y) rondom (a, b) van orde 1:
f(x,y) = f(a, b) + f(a, b)Aax + f,(a, b)Ay
met Ax=x—a en Ay=y—b.
Taylorbenadering van orde 2
Taylorbenadering van 'nette’ f(x, y) rondom (a, b) van orde 2:
f(x,y) = f(a,b) + f(a, b)Aax + f,(a, b)Ay
+ %(fxx(a, b)Aax? + 2f,,(a, b)AxAy + f,y(a, b)Ayz)

met Ax=x—a en Ay=y—b.
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Voorbeeld van een Taylorveelterm van graad 2

Benadering van f(x,y) = x2y — xy?> — 3xy rondom (1,1):
f(x,y) =2xy —y* =3y, f(x,y) =x* = 2xy — 3x,

&x(X,Y):Zy, &y(Xa)/):zx—zy—?’ en f;’y(X7y):_2X'

Invullen van de codrdinaten van het punt (1,1) geeft:

z(x,y) = =3 —-2(x—1) —4(y — 1) + (x — 1)?
—3(x—1)(y—1) = (y —1)?

=-—x+y+x2—3xy—y?




Taylorbenaderingen

In de buurt van (1,1, —3) verschillen de oppervlakken van de
oorspronkelijke functie (blauwe grafiek) en de kwadratische
Taylorveelterm (groene grafiek) niet veel; verder weg wel.

Hoorcollege 5 22 /31



Definitie
De van een functie f(x,y) is: Vf(x,y) :<

<h xh
—
X X
< <
N N’
N—

Eigenschappen

De gradiént in een punt in het xy-vlak geeft de richting aan waarin
de functie f in het punt (X,y, f(x,y)) het sterkst toeneemt.

De gradiént staat loodrecht op de contourlijn van f(x, y) door dat
punt.

De gradiént is een normaalvector van de raaklijn in dat punt aan
die contourlijn.

De vergelijking van de raaklijn is: V£ (xo, yo) - < ;_ ;0 ) =0
— Y0

Dus: f(x0,¥0) - (x = x0) + f,(x0,%0) - (¥ =) =0




Voorbeeld van een raaklijn aan een kromme

Gevraagd: een vergelijking van de raaklijn in (—1,2) van de
kromme gedefinieerd door x% — xy 4+ y? = 7.

De kromme is een niveaulijn van f(x,y) = x> — xy + y?

Partiéle afgeleiden: fi(x,y) =2x—y en f,(x,y)= —x+2y
. : ( fK(-1,2)\ [ —4
Gradiént van f in (—1,2) is Vf(—1,2) _< £(~1.2) ) _< 5 >

De raaklijn: punten (x,y) met

X+l Vf (xg, ¥q)
VF(-1,2)- ( - ) ~0 o
Dus: —4(x +1)+5(y —2) =0 |
- Sy =c (xg, v0) N5
oftewel —4x + 5y = 14. o vo

contourlijn

3
(&)
%
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Stationaire punten




Stationaire punten

Een stationair punt van een functie f(x, y) is een punt waar de
gradiént gelijk is aan de nulvector.

Stationaire punten vind je door op te lossen

Definieer de Hessiaan van f als H(x,y) = fu - f, — f2

Aard van een stationair punt (a, b):
¢ lokaal minimum als H(a, b) > 0 en f(a,b) >0
* lokaal maximum als H(a, b) > 0 en fix(a,b) <0
* zadelpunt als H(a, b) <0

3
&l
pd
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Voorbeeld van zadelpunt

foay) =3((1—(x -

Il
< NI

(X7y) — X en
(Xay) -

stationair punt: (1,1)

<hoh
NI= X

Langs codrdinaatlijnen zowel dal-
als bergparabool.

D+-3))

Schets:

Functies van meer variabelen
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Voorbeeld van extrema en zadelpunten vinden

f(x,y) = 3x%y + xy? — 3xy
Partiéle afgeleiden:
f(x,y) = 6xy + y? — 3y en f(x,y) = 3x% 4 2xy — 3x
Stationaire punten zijn oplossingen van

b6xy + y2—3y:0
3x% +2xy —3x =0

Ontbinden in factoren:

y(bx+ y—3)=0
x(3x+2y—3)=0

3
&l
%
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Voorbeeld van extrema en zadelpunten vinden

Oplossingen (4 gevallen onderscheiden):

x=0
[ ]
y=0
3x+2y—-3=0 X =
o e
y=0 =

[} e
6x+y—3=0 y=3

6x+ y—3=0 { —3y+3=0
[} —

3x+2y—3=0 3x+2y—-3=0
1

73

y=1

Vier oplossingen: (0,0), (1,0), (0,3) en (3,1).
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Voorbeeld van extrema en zadelpunten vinden

Partiéle afgeleiden van orde 2:

fix(x,y) = by, f(x,y) = 6x +2y — 3, fy(x,y) = 2x.

Schema:
(a, b) | fx(a, b) | fy(a, b) | f(a, b) | H(a, b) | conclusie
(0,0) 0 -3 0 —9 | zadelpunt
(1,0) 0 3 2 —9 | zadelpunt
(0,3) 18 3 0 —9 | zadelpunt
(3.1) 6 1 2 3 | minimum

3
&l
%
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Voorbeeld van extrema en zadelpunten vinden

Grafiek van f(x,y) = 3x%y + xy? — 3xy

3
&l
X
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